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��� �� � 	����� ������ �
��� ���������� �
� �������	 	�
�����
�! ����� 	����	�� ���	���

Xi, i = 1, ..., n ��
� ���� �
 r 	����	�� ���	���
�� ,�� 	�
	�
������
� �� ��� ���	���

��
���� �� xi, (i = 1, ..., n) ���� ��� ����� ��	���! ���� xi = [Xi]� ,�� ���
�	���� �������	


���
 ���� ��� �������
� ����1

n∑
i=1

αijXi →
n∑

i=1

βijXi, j = 1, ..., r $�(

����� αij �� ��� ��)	����� 
�������
����� �������	� �� 	����
�
� Xi �
 ��� j�� ���	���
!

�
� βi� �� ��� ����	��������	 	��2	��
� �� ��� �����	� X�� ,�� ��
��� 	����
����
� ��

��� ���	��� �
 �"� $�(! 
�����
∑n

i=1 αijXi �
�
∑n

i=1 βijXi ��� j = 1, . . . , r ��� 	����� ���

��
�����
 �
� ��� ��
���� �� C1, C2, . . . , Cm� 0��� ���� ��� 
�������
����� �������	�


��� �����
 	�		������� �	�����
 �	 ���

���� �������	 ��	���� 
�
��

 � ,�� ���	���
 �����

�� ��� �
�������� ���	���
� 	�
 �� ���	����� ��

ρj = kj

n∏
i=1

[Xi]
αij = kj

n∏
i=1

x
αij

i , j = 1, ..., r $ (

����� kj > 0 �� ��� �������	 ���� ��	
��	� �� ��� j�� ���	���
�

�� ��� ���	���
� Ci → Cj �
� Cj → Ci ��
� ���	� �� ��� ���� ���� �
 � ���	���



�����
 ��� ���� i, j ���
 ���� ���� �� ���	���
� �� 	����� � ���������� ���	���
 $��� �� ����

�� ������� �� ��� �������� �����
���� ���	���
�(�
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��������� �	 
��
� �� ��� ������ ��� �	��	���� �������� ����� ����� ���� 
�
� �	 ���

������	� ����	�� ��� �� � ���������	����� ���� ��� �������� ����� D = (Vd, Ed) 	� �

������	� ����	�� �	������ 	� � ����� �	������ ��� Vd 	�  ������� ��� � ����� ��� Ed 	�

	������ ����� 	� ��������  ������� ������ �������� ������ ���  ������� �	�����	�� �	 ���

�	����!��� ���� Vd = {C1, C2, . . . Cm}� ����� ��� �������� ����� ��������� ��� ������	���

���� (Ci, Cj) ∈ Ed �� �	����! Ci �� ������	���� �	 Cj �� ��� ������	� ����	��� ���

������	� ���� �	�"������ kj �	� j = 1, . . . , r �� ��� ��� �������� �� �	���� � ������� �	 ���

�	�����	����� �������� ����� �� ��� ������ #���� �� �� �	�� �	� ������� ��� �	����	�

k′
ij ���� $� %��� �	� ���	���� ��� ������	� ���� �	�"����� �	�����	����� �	 ��� ������	�

Ci → Cj�

& ��� 	� �	����!�� {C1, C2, . . . , Ck} �� � ������� ���		 	� � ������	� ����	�� �� ���

�	����!�� 	� ��� ��� ��� ������ �	 ���� 	���� �� ��� ������	� ����� $%� �	� �	 ��� 	����

�	����! 
��
� ����� ��� �� ���� �	���$������� �	 ��������� ��� ������� �'%���	�� 	� ����

����	� ������� ����� ���� 
��
� 
�(
� 	� 
)
�� ��� �	�� �� ������	%� �	�� �	� 	%� �%��	���

�� ��� 	�� ���� �� %��� ���� �� *���%�� + 	� 
��
� ����

ẋ = Y · Ak · ψ(x) �,�

����� x ∈ R
n �� ��� �	���������	�  ���	� 	� ��� �������� Y ∈ R

n×m ��	��� ��� ��	����	���-

��� �	��	����	� 	� ��� �	����!��� Ak ∈ R
m×m �	������ ��� ���	�����	� �	�����	����� �	

��� �������� �������� ����� 	� ��� ������	� ����	��� ��� ψ : Rn �→ R
m �� � �	�	����-����

 ���	� ������� ������ $�

ψj(x) =
n∏

i=1

x
yij
i , j = 1, . . . ,m �+�

����� yij = [Y ]ij� .� �� �������� ���� ��� �%������� �	�%��	� 	� ������� ��/�������� �'%�-

��	�� ��� $� � ����������� ���� ��'%����� �� ����� ���������	� ����	����� 
,�
� ��� �!���

���%��%�� 	� Y ��� Ak �� ��� �	��	����� ��� i�� �	�%�� 	� Y �	������ ��� �	��	����	� 	�

�	����! Ci� ���� Yji �� ��� ��	����	������ �	�"����� 	� Ci �	�����	����� �	 ��� ������ Xj�

Ak �� � �	�%�� �	���� ���	� �����! ����� ��� �%� 	� ��� �������� �� ���� �	�%�� �� 0��	�

������ ��

[Ak]ij =

{
−∑m

l=1 k
′
il, �� i = j

k′
ji, �� i �= j

�(�

.� 	���� �	���� ��� ����	��� �������� [Ak]ii �	����� ��� ������ � �%� 	� ��� ������� 	�

��� ����� �������� ��	� ��� �	�� Ci� ����� ��� 	/-����	��� �������� [Ak]ij� i �= j �	�����
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��� ������� �	 ��� 
������
 �
��� (Cj, Ci) ��
��� ���� Ci� ����
 �� ��� ����� �����������

�� �� ����������� �� ���� Ak ��� �������� �	
��� �	 � �������� ��������

�� ���
�� ��� �������� �	 
�������� ������� ��� �������
��� ��
 ��� �������� ����

����� ��� ��������
 ��������
����� ��� �� �����
���
 ��
 ���
 ����� �� � ������� ��
����

����� ��� ��������
����� ���������� ��� ���� ����� �� �� ����������
 �� � ���� ������ �� ���

Y 
�����  	�� ��� 
������� ���� ���� !"#$ �� !%$&�

'� ��� ��������� �� n�
�
�������� ������ ���� ���� �������� �� ��� 	�������� ���� (��

��� �������� Ci → Cj� ��� ���������
��� ��	�
��
 ���
�� 
�����
 �� hk �� ����� ��

hk = [Y ]·,j − [Y ]·,i  )&

����� [Y ]·,i 
������ ��� i�� ����
� �	 Y � *�
������ �� �������� ���� ����������� ��������

�� �� 
��� ���������� h′
ij 
������ ��� �������� ������ ���������
��� �� ��� �������� Ci → Cj�

��� �	
� �	 � �������� ������� 
�����
 �� s �� 
�+��
 �� ��� ���� �	 ��� ������ ���

H = {h1, h2 . . . , hr} ����� r �� ��� ��
��� �	 ���������� ��� ���
���� �	 H ���� ��� ���

�����
 �
��������
��� �����	�� 
�����
 �� S� ���� S = ����{h1, h2 . . . , hr}� ��� ��������

�
��������
��� ����	
�����
� ��	�� ���������� � ������������� x0 �� ��� 	�������� ��� !""$,

(x0 + S) ∩ R
n
+

����� R
n
+ 
������ ��� �������� ������� �� R

n�

��� 
�+������ d �	 � �������� ������� �� 
�+��
 �� !"#�""$

d = m− l − s  %&

����� m �� ��� ��
��� �	 ��
������ �� ��� �������� l �� ��� ��
��� �	 ������� �������

��
 s �� ��� ���� �	 ��� �������� ��������

- �������� ������� �� �����
 ����������� �	 ���� �	 ��� ��������� �� � ���������� ���������

- �������� ������� �� �����
 ��	��� ����������� �	 ���� ��
���� �� ��� �������� ����� ���� ��

�� ����� ��� 
������
 �����  ���� �	 ��
���� Cj �� ��������� 	��
 ��
���� Ci �� � 
������


���� �� ��� �������� ������ ���� Ci �� ��������� 	��
 Cj �� � 
������
 ����&� -� �
�������

����� �	 ��� ���������� ������
�� ���� ������� !""$ ���� ���� ��� ./0� �	 � ������

���������� 
�+������ ���� 123 ��� �������� ������ ���� � ����� ��������
�� 4�������

	������� 	�� ��� �������� ������ �	 ��� �������� ���� ����������� �����	���  �
��� �����

����������� ������
�& �� �� �	 �������� ������� �� ��� +�
 �  ������& ���������� 
�+������

���� ������� ����������� �	 � ����������� ������
��� �����
�
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����� ��� �	�
��	� M = Y · Ak� ��
 ��� �
� �� ������� �� ��� �	��
�� �	��

ẋ = M · ψ(x) ���

��� ���
��
��� 	� ��� �	����
���� 	���
�� �	� ��� ���
���� �� ��	�� �
�
 ��  !"


��� ������� 	�
���

����� �� �������� �������
����� ��������
� ����

����

#� 
$�	�	�	$� �	%��	��
% �	�%���
� ������ 	� ��� �	��

ẋ = f(x) �&�

�� �
%%�� ����������	 
��������� 	� ����%� �������� �� 
 �
�� 
���	� ��
���	� ����
���� �����

�� ��
 ��� �
� �� 
��	��
��� �	 �� ��
� �'
��%� ��
%�(�� ��� ���
����� �
�
 f(x) = Y ·
Ak · ψ(x) ����� ψ �	��
��� ��� �	�	��
%�� �
���' Y �
� �	����
���� ������� �%������


�� Ak �� 
 �
%�� )�����	* �
���' ���� �����	� +
, �	� ��� ��	��������
 -� �$�� 
 �
���

��� �
�� (Y,Ak) ��%% �� �
%%�� 
 
��������
� 	� ��� ������ ��� ��	�� ��
� Y �	��
��� 
%%

���	��
��	� 
�	$� ��� �	��	����	� 	� ��� �	�	��
%� �� ψ �� ��� �
�� 	� �
��.
���	�

���
�����
 #� �� �� �'����
�%� ��	� %���
� 
%����
� ��� �
�� �	%��	��
% ������ �
� �
��

�
�� �
�
������
%%� 
��/	� ���$��$�
%%� ��*����� ��
%�(
��	��
 ��$�� ��	 ���� ��%% ��

�
%%�� �	��������	 ���������� �� ���� ��
%�(� ��� �
�� �	%��	��
% ������ 	� ��� �	�� �&�


������	��� ��� A ��%% 
%�	 �� �
%%�� 
 
��������
� 	� ��� B� �� A 
�� B 
�� ���
���
%%�

��$��
%���


��� ��	�%�� 	� 0������ ��
%�(
��%��� 	� �	%��	��
% ����	� 1�%�� �
� 1��� �'
����� 
��

�	%��� ��  ,2" ����� ��� �	����$����� ��		� �	��
��� 
 ��
%�(
��	� 
%�	����� ��
� ��	�$���

��� �������� ��
�� 	� 
 �	����%� 
��	��
��� �
�� 
���	� ����
����
 -� �� ���	��
�� �	

���
�0 ���� ��
� ��� 
�	�� �����	��� ��
%�(
��	� 
%�	����� �����
%%� ��	�$��� ���� ��1.

������ ���� ��
� 
�� �	�.�����
% �� ��� ����� ��
� ���� $�$
%%� �	��
�� �	�� ��
���	��


�� �	��%�'�� ��
� ��� �����
% �$����� ��
� 
�� ������
�� �	 ��
%�(� ��� ����� 0������

�	%��	��
% ������
 #��	����� �	  ,2"� ��� ������
�� 
�� �$3����� �	�����	� �	� 0������

��
%�(
��%��� �� ��
� 
%% �		����
��� �$����	�� fi 	� ��� ����� �
�� ���� 	� �&� �$�� �
��

��� �	��

fi(x) = −xigi(x) + hi(x), i = 1, . . . , n �,4�

����� gi 
�� hi 
�� �	%��	��
%� ���� �	����
���� �	�3������
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��� ����� �	
���� 
�	��� ���������	�

� ������� �	
��� �
 ������������ ���
���� �� ��� ����� �
 ����� ������� ������ ��������

������� ����� ��� �
������� 
	������ ��� ��� ����������� ��� ������ 
	������� �
 ���

�������� �����
���� � ����� ������� ������ ������� ���� k �����
��� �������� 
 w ∈ R
k�

��� p ����������� ��� 
� ������� �� !"#$%

�������� cTw

�	
���� ��%

A1w = b1

A2w ≤ b2 �&&�

li ≤ wi ≤ ui 
�� i = 1, . . . , k

wj �� ������� 
�� j ∈ I, I ⊆ {1, . . . , k}

����� c ∈ R
k' A1 ∈ R

p1×k' A2 ∈ R
p2×k' ��� p1 + p2 = p�

�
 ��� ��� �����
��� ��� 
� ����' ���� �&&� �� � ������ ������ ����������� ���
��� ����

��� 
� ������ �� ��� ������ ����� (������' �
 �� �
 ��� �����
��� �� �������' ���� ���

���
��� 
������ )�*����� �� ����� �
 ����' ����� ����� � �	�
�� �
 
��� ����� +�����

�� ��� ,)- ������ ����������� .��� ��� ���������� ��	�� �� /��01 �� 23���4�

������� ���� ��� �5������ ������ ��� ��������� ���
���� !&6'"&' ""$�

� ������������� ����� ���
���' ����� � ��������� ������� 
 S �	�� 
� ������ ��


� ��	� ����� � ��� �
 �����	�� ���������� ���������� ��*������ �������� S1, . . . , Sn' ���


� ������ 
 ����� �
 � ������ ������� �������� 7�� ����' ������� �����
��� ������� 
 

δi �δi ∈ {0, 1}� �	�� 
� ���������� ���� ��� �������� Si� 2��� ��� �������� �����	��

���������� ��� 
� ���������� �� ������ ���8	������� ��������� ��� ������� �����
��� δi !9'":$�

��� �����
�	� ��� ���
���
��	� ��
� 
�� ��	���
�������


	����� �� ����
��	� �� � �� ! ����
��

7�� �����������' ���� �	
������� 
���; �	�������� ��� ���	��� �
 !"<$ �����	� ����� ����

��� �������� 2�� �������� ����� �� ���� � =������ ��� ������ � ���� �
 ��� 
��� �6� �� �����

���� ��� ����������� 2��� ����� ���� M �� =����' ��� �������������� ������ Y �� ����

=���� 
��� ��� ��������� �
 ψ' ��� �� ��	�� ��=� �� ��������� ��� .������> ������

Ak ∈ R
m×m ���� 
	�?�� ����� ��8	���������

-315-



��� ����������	���	 
� ��� ��		
����
� �������	 ��� �� �����		�� �� ��� �
�� 
� ���

�
��
���� �������� ��� ���������� �
�	������	�

Y · Ak = M ����
m∑
i=1

[Ak]ij = 0, j = 1, . . . ,m ����

[Ak]ij ≥ 0, i, j = 1, . . . ,m, i �= j ����

[Ak]ii ≤ 0, i = 1, . . . ,m �� �

����� ��� ����	�
� !�������	 ��� ��� �������	 
� Ak" #������$ �
�	������	 ����
�� � �����		

���� �� ��� 	�������� �
� � !���� %�����
& �
������
� ������" �
 ��'� ��� �
����
����


�����(���
� ��
����	 �
�������
����� ���������$ ����
������ ����� ��� �
��� �
���	

��� ����
����� �
� ��� �������	 
� Ak �	

0 ≤ [Ak]ij ≤ lij, i, j = 1, . . . ,m, i �= j ��)�

lii ≤ [Ak]ii ≤ 0, i = 1, . . . ,m. ��*�

+� ���	 ��
���� 	��$ �� ��� 	�������� �
� 	��� Ak ���� �
�����	 ��� �������,�������

������ 
� �
�(��
 
&
����
��� �������	" -
� ���	$ �� ����
���� �
����� !�������	 ���
���

�� δ ��� �
�	����� ��� �
��
���� �
��
��� 	��������	

δij = 1 ↔ [Ak]ij > ε, i, j = 1, . . . ,m, i �= j ��.�

����� ��� 	���
� /↔/ �����	���	 /�� ��� 
��� ��/$ ��� 0 < ε � 1 ��"�" �������	 
�

Ak ���
� ε ��� ������� �	 (��
�" ��'��� ���
 �
�	�������
� ��)�$ 	�������� ��.� ��� ��

����	����� �
 ��� �
��
���� ������ �����������	 �	��$ �"�" 0�1�

0 ≤ [Ak]ij − εδij, i, j = 1, . . . ,m, i �= j ��2�

0 ≤ −[Ak]ij + lijδij, i, j = 1, . . . ,m, i �= j ��3�

4
� �� ��� ���� �
 �
����� ��� �����(���
� �
�������� ��� �������,������� ������ 
�

������
�	 �� ������(���,������(��� ��� 
�5����!� ������
�

C1(δ) =
m∑

i,j=1
i�=j

δij ����

��� �����(���
�	 
� � ������
� ����
�' �
�������� ��� ������� ��� ������� ������ 
�

������
�	 ���� �� ������ ��� ������ ��� ����� �����(���
�	$ ��	�����!��� 0�21"
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��� � ����	
 ����
����� 
����	


�������� 	
� ����
� ����	��� ���
����� �����	�� �� ���� � ��� �	 �� ���� 	� �
��� 	
�	

	
� ����	��� �	���	���� �� ���� � ��� ��� �� ��� �� 
��� 	� 	
� ���� ��������
 �������	���

�� 	
� �������
 �	���	��� ��� ����
�

ẋ1 = 3k1x
3
2 − k2x

3
1

ẋ2 = −3k1x
3
2 + k2x

3
1, ����

��	
 k1, k2 > 0� 5k2 > k1 ����� 	
� ���� �� ���� � ��� ��������

� � ��!�
��	�� �	

�� ���	
 
�!��� � 
��� �	 	
� �	���	���
 ������	��� �" 	
� ��#����	 ���
�$�	���� �" � �

���� �
��� �� 	
� ���%������ &
� ���
�$�	���� �� ����� ���� ��� �� ��� ����!�����
�� 	
�

�	���	��� �� ���� ���� �� ����
� ��!�����
�� �
�
� 	
� ��	����� �� ����� ���� ��� �� ��� "�

�

��!�����
�� &
� ��%�������� �" 	
� %��	 "��� ���
�$�	���� ��'�� ��� �� �
�
� 	
� ��%������

�" ���
�$�	��� �� �� $���� &
�� ����� 	
�	 ��	
 	
� ������ ��������� ��� 	
����� ���

	
� �	������ ��������� 
��� 	
����� ��� �� ���
��� 	� �

 ���
�$�	���� ��'��� ��� 	
��

��� 	� 	
� ��������
 ���	�� ��������� �� � � ���� ���� (��)�� *
��	
� ��������� 	
�

+�%������ ��� 	
����� "�� ���
 ����
� ��!�����
� ��	����� �� �� ���� 	
�	 �	� ��#����	��


� ��	���� ����	 �������
� ��� �	���� �	�	� �� ���
 ����	�!� �	���
����	��� �����	���
�	�

�
���� ,����!��� �� ���
���� 	
� +�%������ $��� 	
����� 	� ���
�$�	��� ��� �� ��	��� 	
�

����	����
 !�
���
� "��	 	
�	 ���
 �	���� �	�	� �" ���� �� �����	�	���

� �	��
� ��	
�� 	
�

������������� ����	�!� �	���
����	��� �����	���
�	� �
��� ��	
 	
� -������! "���	���.

V (x) =

2∑
i=1

xi

(
ln

(
xi

x∗
i

)
− 1

)
+ x∗

i , ��/�

�
��� x∗ ����	�� 	
� � ��
������ ����	 �" ���� ������������� 	� 	
� ��!�� �	���
����	���

�����	���
�	� �
����

����	 �" �

� 	
� ���!� �0���
� �
��� !��� 	���������	
� 	
�	 �����	��	 �	���	���


������	��� ���
 �� ��%������� ��!������
�	� �� ���� ��!������
�	� ��� ��	 ������� ��� ��
�

�� 	
� ��
������
 ��#����	��
 � ��	���� �" � ����	�� ���	��� *�����
�� �	 �� ��%��	�
� �"

��	����	 	� ��!�
�� �����	�	����
 	��
� 	� �����
 "�� ���
�$�	���� ��	
 ���
 ������	��� 	
�	

��� ���"�
 �� 	
� ��������
 ���
���� �" ��!�� ����	�� ��
������
 ���	��� �� �����
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������ �� 	
��
�����
 ���������� �������� ��������

� ���������	 �
 ���	� ��
���
����	 
�� ��	 ���	�������	

��� 
��� ������ �� ���� ������� �� ���� ��� ����� ����������� �� � ��� �� �����������


������ �� ��� ��� �� ����� �� ��
���!�� �� "!��# $� ������ ���� ��� ������������ �� �

�������� ������� ���������� ��� 
���
�� ��� 
�!�
�� ��
 �� �� ������� �������� ����

���%������ ��� ������ ��� ������ ��� ����� ������������#

��� ��� ��	
������ �
 ��� ��������� �
 ����� ����	���	���

������
& �� ����� ��� ��������� ������#

������� ��	� �	 � ��
 �	 �
��

� �
�����

�� ����

��� ����
�� �� Σ 
� �
��� �

� ��
�
���

M ��� Y � 
��� 
�� �
���
�� ����
��
�� ����� �	 ��� ����
��

�� �	 Σ ���
 �� � ��������

�	 
�� �
���
�� ����
��
�� ����� �	 
�� ����� ����
��

���

����	� ��� ����� ��  ���� �� ��� ��������� ���
�����
 ���� �� ������ ���� ��# �������� ��

����
������� ��� �� ������ ����������

Ax = b '()*

+� p �� ��
 �����"� �������� �� '()* ���� ��� ������ �������� ��� �� '()* ���  � ����� ��

{p+ v | v �� ��
 �������� �� Ax = 0} '(,*
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��� �����	 �
�����
 Y ·Ak = M ���� �
�� ��� �
� ���� ��������� ���
�� m ���� �� ��
���

�
�����
� �� ��� ����

Y · [Ak]·,i = [M ]·,i, i = 1, . . . ,m ����

����� ��� �
�
��
 �� [Ak]·,i ������ ��� i��  ����
 �� Ak�� !�� �
� i� ��� �� ������ ����

p = [Ak]·,i �� � ��
�� �������
 �� ���� ����� ��  �
���
� ��� ��	���� "������� 
����� ��


�
#��� �����
��� $�� l ��
��� ��� 
����� �� 
�
#��� �����
�� �
 p� %� l = m ���
 ���

������� �� �������� �� ���� 
�� �
 �� ������ ���� l < m� $�� �� ������ ����������� ����

p′ �= p �� ���� � �������
 �� ���� �
� ��� (j1, . . . , jq) ��
��� ��� �
�� �� ����� p(jk) = 0

����� p′(jk) �= 0 ��� k = 1, . . . q� &��� q > 0� ���� ���
� ���� ��� ���� ��� �
���'����

��� ���
 '��"� ���
�� �� p′ �� 
�� � ���'��"� �� ��� ���� ��� �
���'���� ��� ���
 '��"�

���
�� �� p� ���
� �  ����
' �� ��(�� p′  �
 �� ������
 ��

p′ = p+ v, ��)�

����� Y · v = 0� *  ����
' �� ��� �����"���
� v �= 0� �
� 
� ��������� v(j1) �= 0, . . . , v(jq)

�= 0� $�� l′ ��
��� ��� 
����� �� 
�
#���� �
 p′� +�
 � l′ < l ��� ���� p �� � ��
��

�������
�� ����� ���� �	��� �
�� �� (h1, . . . , hz) ���,��
� ���� (j1, . . . , jq) ���� z ≥ q �� �

���� v(hk) = −p(hk) �= 0 ��� k = 1, . . . , z� ���
 ��� �
� λ ∈ R� p′′ = p + λ · v �� ���� �

�������
 �� ����� �
� λ  �
 ������ ��  ����
 �� � ���� p′′  �
���
� ���� 
�
#��� �����
��

���
 p� ��� � ��  ������ �  �
����� ���
�

&� 
��� ���� �� ��� 
�� ��� ��� ������� ������ ���
 ���� [Ak]·,i �� �
 �""��"�����  ����


�� � -�� ���. �����	� ��� ���� ��� 
�� 
����� ��� ��� "����� /�� �� ������ �����
 ���

�������
' ������ ����� ��� �
�
��
��� �� ��� ��
�� �����#����
�

������� ��	� �� � ��� �� �	
��	� �	
���
�	�� �����	�
� ��
���� �� Σ �� ����� ���	 
����
��

M ��� Y � �	�� �	� ����
��� ����	 ����
���� �� ��� ����� ����������� �� �������

������ ��� ����� �	 
�� 	�����
 ��	� �� 
�� ����� �� ������� ��� ��
� l′ = l ��� q = z�

��� �����	
�	 ���
�������
 
�� 
����
� �

�


��� ��

����� ������	 ���
��� 	��� �����
��
 �������
� ���	�������	 ��� ����
���	 
�

�������	 ��� ��� ����
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�� ��������� 	� 
�����
� ��� ��� ���� ����� �������	���� ���� � ������ �������	����

	���� ��� � �� �� 	�� ����� 	��	 	�� ����	���� �� ��! �������	��� �� � �� 
��	

���
 � ��"��	 �� 	�� ����	���� �� 	�� ����� �������	��� �� 	�� ��	 �� �����"�� ��
�

���#�� �� ������ $� �	��� %����� ����	���� 	��	 ��� ��	 ������	 �� 	�� ����� �������	���

�����	 ������ �� ��! �	��� �������	����

�� &"������!� ����� �������	���� ��� ����
�	������! ��	 ������� 
���� 
�! �#��	 �������

����� �������	���� ��� � �� %�	� ��'����	 ����	��� ��	� ����	��	� (%����	�) "�	

��%�!� %�	� 	�� ��
� ����� �	���	����

�� 
�� ����� �	���	��� �� � �� %�	� � ����� ��	 �� ��
���#�� �� ������ �� ��� ���!

�� 	�� ����� �	���	���� �� �	� ������ ��� ����� �������	���� ��� ����	�����


��� ���	 �� ���! 	� ���* $� 	�� �	���	���� �� 	�� ����� ��� ������ �������	���� ���

����	����� 	��� �	 �����	�! �����%� 	��	 	�� ����� �	���	��� �� 	�� �� � �� �������

����� 	�� ���! �����"�� ������ �	���	��� �� ��	��
���� "! 	�� ����� �������	��� (	��	

�� 	�� ������ �������	��� �	 	�� ��
� 	�
�)� $� �	��� %����� ��! �������	��� �� 	��

�� ��� ���	��� ���	��� 
��� ��� ���� ����	���� 	��� 	�� ����� �������	��� �����

	�� �	���	��� �� %���� �� ������� $� 	�� ����� �	���	��� �� 	�� �� �� ������� 	��� �	

	�������! �
����� 	��	 	�� �	���	���� �� 	�� ����� ��� ������ �������	���� ��� ����	�����

�� 
�� ����� �������	��� �� � �� �� ��	 ���! � 	�����	���� ����	���	��� "�	 �	 ��� "�

����	�����! ��	��
���� ����� %�������
���	�� ��
������ ���������� 	��	 ��� 	���	�

�"�� ���� �� 	�� ���� �� ������� ������� ��
���#�� ��� ������� (���� ���� +��� �,-)�

�� .����� �������	���� �� �� � ��� �	���	�����! ��	 ������� 	���� 
�! �#��	 �������

������ �������	���� ��� � ����� �� %�	� ��'����	 ����� �	���	���� (��� ��	�� ��

��"���	��� /��)�

� ��������	
�� ���


���� ����
��
�
� ����������
�� 
�

��������� ��� ������

�� 
�
� �
���� 
������


��


��� ���	��� ������	� ��
� ���	��� ���%��� 	� 	�� ���� ���"��
� ���������! ��	 �� +�0-

���
 �� ��	�
���	��� ����	 �� ���%�
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�
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��� �����


�� ���������

�� ���� �����	�
 ��� �����
�� ���� �	���
��� ��

 �� ��������� �	� �	������� ��� ���
����

��	�� ���� �	����� ��� ������
�������
 ������ 	� �	��
���� ��	� � ����� ��� �	��
��

���!

��� �� ������ ����� ���� ��� ��� 	� ������
� �	��
���� �� �"���	�� ��#�� ���� ������

Y ! $�� �	��������� ������� �� �%�! &'()�&'*) �	�����	����� �	 ��� ��������������� 	�

���������	� �+������ ��� ���� ���� ����� ����	�� ������! $���
 ��� ����������	� 	�

����������	� 	� ��� ������ 	� �	����	
���� �	��
���� �� ��� ������	� ����� �� �����

	� ��� �	

	���� ����
� 	����#���	�! , �	��
�� ���������� ��	� ��� ������	� ����	�-"�

�����
 �� �	�� ��� �	�����	����� �	
��� ��� �	� �� Ak �	����� 	�
+ ���	�! $��� �����

���� �	 �������� ����� ����� ��	� 	� �	��� �	 ���� �	��
�� �� ��� ����� ��� ������	�� ��

���	��� �� ��	
���� #����� ���� ��� �� 	������!

.	� ��� 	���������	�
 m �		
��� #�����
�� ���	��� �+ δi
 i = 1, . . . ,m ��� ����	�����!

/���� ����� �		
��� #�����
��
 ��� �	

	���� �	��	��� ���������� ��� ����	�����0

δi = 1 ↔
m∑

j1=1

j1 �=i

[Ak]i,j1 +
m∑

j2=1

j2 �=i

[Ak]j2,i > 0, i = 1 . . . ,m &(1)

2%! &(1) ����� ���� ��� #�
�� 	� δi �� ' �� ��� 	�
+ �� ����� �� �� 
���� ���	�����	���	���

�������� ���� �� ��� ������	� ����� �	���	� ��� i�� �	��
��! .	� ��������
 �	�������	��


��� ��������� &(1) �� �	�� �� �� �	

	��0

δi = 1 ↔
m∑

j1=1

j1 �=i

[Ak]i,j1 +
m∑

j2=1

j2 �=i

[Ak]j2,i > ε, i = 1 . . . ,m &(3)

����� ����� 0 < ε � 1 &���
 �%! &'1))! /���� ��� �	��� �	��������� &'4)�&'*)
 ��� 
�����
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�����������	 
����	
������ �� ���� ��� ��� ���������

0 ≤
m∑

j1=1

j1 �=i

[Ak]i,j1 +

m∑
j2=1

j2 �=i

[Ak]j2,i − εδi, i = 1, . . . ,m ����

0 ≤ −
m∑

j1=1

j1 �=i

[Ak]i,j1 −
m∑

j2=1

j2 �=i

[Ak]j2,i + ε+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

m∑
j1=1

j1 �=i

lij1 +

m∑
j2=1

j2 �=i

lj2i − ε

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

· δi, i = 1, . . . ,m ����

���� ��� ����
���� ���
���� �� �� ��������� �� ��������� 
�� �� ������� �	

C2(δ) =
m∑
i=1

δi ����

 � 
�����	� �� ��� ��������� 	��������� �� 	�
���� �!"� ����������#���������� ��� ���$

��� �� ���$�	������ 
��
����	 �	 ��� 	�������������� �� 
���������� �	�� ��	� %��&�! '�������

��� ������ �� ������� ��������	 �� ���	 
�	� �	 ���( m� 
��
���� �� m2 −m ���� ����$

������#���������� ��� ������ �� ���
����	!

��� �����	
�� 
���
�
��� 
���
��	
���

'���� ��� ��	�
 
��	������	 �)��$�)*� ��
��		��� ��� 
��
�����	 �� ��		 �
���� �(����
	

��� ����� ��� �

�� �����	 ��� ��� ���
���� ���� 
��+
����	 ���� �� �	�� ����� ��� ���

�
����������! ,� ��	������	� ������� ���� ��� ������� ���
���� ���� 
��+
����	� � 	����


�	����� 	
���� ε �	 �

���� ������ 	�������( �� ��� 
������	 
�	� ��	
����� �� 	�
���� "!)!

,�� ���������� 
��	������ ��� ��� ���� �����	������( �� ��� -.� 	���
���� �	 ��� ��+
���

�� ��������� �	

[Ak]i,j > ε2 ↔ [Ak]j,i > ε2, ∀i > j. ����

����� ε2 �	 � 
�	����� ����	���� ����� 	�
� ���� ε < ε2! ,�� ������ �����������	 ����������

�� ���� 
�� �� ������� �	

0 ≤ (ε2 − ε)− [Ak]ij + (lij − ε2) · δ(1)ij , ∀i > j ��"�

0 ≤ (ε2 − ε)− [Ak]ji + (lji − ε2) · δ(1)ij , ∀i > j ��/�

0 ≤ [Ak]ij − ε2 · δ(1)ij , ∀i > j ��0�

0 ≤ [Ak]ji − ε2 · δ(1)ij , ∀i > j ��*�
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����� lij �� ��� �		�� 
���
 ��� [Ak]ij �� �� �� �����
���
 �� ��� ����� ������������
m(m−1)

2

������� �����
��� ��� �����
���
 ��� ��� ��	����������� �� ��� �������
����� ���������� ����

��� 
�����
 
� δ
(1)
ij � ∀i > j�

�� ��
�� �� �����
� �������� ���� ��� ������ 
������ ε ��
 ε2� ��
 �� �
���� � ��!

��������� ���
�� ��������� ��� ��������� �

������� ����������� �� ��� ���� �� � ���	���


��������� ��� �����
���


[Ak]ij < ε "# [Ak]ij > ε2 + γ, �$%�

����� γ �� � ����� 	������� ��������
 ����� ���� �� �� ��� ���� ��
�� �� �������
� �� ε2�

&�� ��� �� ������������ ���������� �� �$%� �� ����� 
�

0 ≤ δ
(2)
ij , i �= j �$'�

0 ≤ lij − [Ak]ij − (lij − ε) · δ(3)ij , i �= j �()�

0 ≤ [Ak]ij − (ε2 + γ) · δ(4)ij , i �= j �(��

0 ≤ −δ
(2)
ij + δ

(3)
ij + δ

(4)
ij , i �= j �(*�

0 ≤ δ
(2)
ij − δ

(3)
ij , i �= j �($�

0 ≤ δ
(2)
ij − δ

(4)
ij , i �= j �((�

����� δ(2)� δ(3) ��
 δ(4) ��	������ ���������� 3(m2 −m) ������� �����
����

�� �� �����+�
 ���� ��� ������������ �$(� , �$-� ��
 �$'� , �((� ��	���� ���� �����������

��
 �� �
.������ �������� �� ���������
 �� �������
����� �� ������� /������� ��� �������
�����

����������� ��� 
� ������ ���
���
 ���� ��� ������0�����1������0����� �� ������ ���

���
�� �� ��������� �� ���� �� ��� ���!�������
 ���	������ ����� �� ��� ��������+ �� ����


������� ������ 	����������� 2�������� ��� ������ �������
����� ���������� ��� 
� ��
�3�


���� ��� ������0�����1������0����� �� �������
�� ��������� �� � ��������������
 ���� ��

�� ��	����0�
 3������ ���� ��� ����������� 	�������
 �� ���� ��
������� �������� ���� ��

�		��	����� 2�45 ������ ��� �����
�� ��� 
���
��� ������� � �������
�� �����0����� ������

��� � ����� 6#7 �� ����

� �������	

��� ��� ����	��� 
�����
�
 �� ���� �������� ��� 8942�5 ��
����� ���� ��� �		���
 ��
��

��� 29&49: ���	��������� ����������� ;*�< ����� 
��� ��� ������ ������
�� =45> ;**<

��
 ��� ���������� 654?@ ;�%< ��������
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��� ������	
������ �
 ������ ����	���	���

��� ��� ���	
������� �
 
������ 
��	��	����� �������� 
���
� �����������
 �
 � �������� ����

����� ��� 	
 ������ � �������	�� ������� ���� ��
 ���������� �	���
��� �� ��� !�� ��������

"#$ ���� ��� �������� ���� ���%�����
 �&	�� �� ' �
 
���� �� ��� ( �) !�� "#$
 �� ���
 

( �) ��� �) ���� �������� �� 	
��� ��� �������� ��� ������������ ���
��� �
 ��� ������

��
������ �� �(*� ��� 
	�������� �� 
������ ( +� ��
���������� 	
��� ��� ,-./ 01-.


����� !�� ������� 
���� �� ��� ( �) ��
 ����	��� 	
��� ��� ".-23 
������ 	
��� �

������������ �������� !��
� ��
	��
 
��� ���� ���������� ���
������
 �� ��� ������������

������	�� ��� �� 	
�� �� 
����� ��� ��&	���� 
���
� ����������� 
��� ��� 
�� �
 ��

����

�����������
 

���	�� (4 5������� �������� ������� ��� ��
 ����� �������� 
���
� �����������
 5���

�������� ����
 �������� 
��� ' ��� ��������� 
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��� �����	��
� �
	���� ��
��
���

�������� 	
	�� ��� ��	
���� ������� ����� �� ��
� � 	� ���� �	�	������ k1 = 1� k2 = 2�

��� �	���
�� 
�	�	
�������
 ��� ��� ��	���	���� 	�� ��� ��������
�

Y =

[
0 3 2

3 0 1

]
, Ak =

⎡
⎢⎣ −1 0 0

1 −2 0

0 2 0

⎤
⎥⎦ ����

M = Y · Ak =

[
3 −2 0

−3 2 0

]
�� �

����� ����	
��
 � �������
��� ��
� 
�� ������� �	���� �� ���������

������
 	 ��	���	���� ���� ��� �����	� �!�"�� �� 
�����#�� !���
 ��� ������ ���
��"��

�� ��
���� ��� ���� �	�	������ lij = 100 ∀i, j 	�� ε = 10−8 
�$�� ��� ��������
 ���!��%

A
(2)
k =

⎡
⎢⎣ −1 0.6667 0

1 −0.6667 0

0 0 0

⎤
⎥⎦ ��&�

'�(� ���	�
������	�� �� 
��
� ��	� M = Y · A(2)
k � )���� A

(2)
k 
�$�� 	 ��*
���
+ , ���!
�!��

��	� �� ����� �� ��
� � ��� ��� ��� �	�+ !������	����
 �� ��� 
�����!
��� 
�����	����

�������	���� ���"���� �� �� ����� ��	���
 ����!
� ��� -./0 
��� �� ��� 
���!�	����

��	� �� ������ �� ��� -������# �-./0 �� 	 ��
����+ ��$������ 	�� �����+ !��� �������


�	�
!	
� ��� �	����	��
	� �������	���� 1��2��

����� ����	
��
 � ����� ���������� �������
���

'� �� ��	�
� ��� 	 ��$����"�� ��	���	���� 
�$�� "+ �3� � ��	� 
���	��� ��� �	#��	� �!�"��

�� ������� ��	
���� �	�� 
��4
����� ����� 	 ����� ��$����"�� ��	���	������ �� �	$� �� 
��5

"��� 
�����	���� ��6�5��&�� �7��5�7&�� �78�5���� 	�� ��8�5�6,�� 	�� �	#����� ��� �"9�
��$�

�!�
���� �6��� :���
 ��� �	�	������ ε = 10−8� ε2 = 0.05� γ = 0.01 �� �"�	�� 	 �!��+

��$����"�� ���!
�!�� 
�$�� "+ ��� ��������
 ;��
���< �	���#

A
(3)
k =

⎡
⎢⎣ −1.0200 0.6467 33.3333

0.9600 −0.7067 66.6667

0.0600 0.0600 −100.0000

⎤
⎥⎦ ��=�

���
� 
�$�� 	 ��*
���
+ � ���!
�!�� ����� �� ��
� ���� -
	��� ��(� 
��	� ��	� Y · Ak =

Y · A(3)
k �
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��� �����	
��
 ��������
� ��	
��	
��� �� 	� ����������
� ��	�
���

��
����

������ �� 	���
�����
� �������� ������� ���� � ��������� �� �

��� �� ����� ���� ��� �������� ������� ���� �� �������� �� ���� �� ���� �������

��������  ����
�!��" # 
������ �
����� ��� $ ����
�����
� �������� ������ ��� ���� �� ���

�������������� �������� �� �" ��������� ��� ��������� �� ��� ������� �� �� ��� ��������

����������%��� ��� ������� ��� ��
�� ��

Y =

⎡
⎢⎣ 2 1 1 2 0 1 0 1 0

0 0 1 1 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 1 1 1 0

⎤
⎥⎦ , &� '

Ak =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−2 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 3.5 0 0 0 0 0 0

0 0 −5.5 0 0 0 0 0 0

1 0 0.5 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −1.5 0 0 0 0

0 0 0 0 0.5 0 0 0 0

0 0 0 0 0.5 0 0 0 0

0 01.5 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0.5 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. &()'

*������ ��� �
������� ��������� �� ������� ��# ���� ���������� ε = 10−8" ε2 = 0.05"

γ = 0.01" ����� ��� ��+����
� �������� �� �� ������%�� ��� ��� ������ �� ���%���
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A′
k =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 0 2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 −3.5 0 0.5 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1.5 0 −0.5 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

����

�� �
 ����� ��
� �� 
����� ����

Y · Ak = Y · A′
k =

⎡
⎢⎣ −1 0 0.5 0 0.5 0 0 0 0

1 0 −3.5 0 0.5 0 0 0 0

0 0 1.5 0 −0.5 0 0 0 0

⎤
⎥⎦ ����
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2������� !�

���� �����$�����
 �� "���������� �1 �
����� 345
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� ���� 
� "��" �� ���


!�!�� ���� ��� ���! �� ����" ������� ������ !����������' ��� ���� ������� ����
 �� ���

!�!�� ��� �� 
 �����$�" �
 ������
' &��
���� �� ��
 ���� 
���� ���� ��� 
�� �� �� ��

� 
�+�����" "��
� �����$����� �� � ��
�� 345 �
  ��1 �� ��" ��� 
�� �� �� �� ��� �����

�����$����� �
 ��� 
 ����!� �� ��� "��
� �����$����� �� ��� 
�� �� ���!����
 �
 ��
��' 6�

���! ���� � !�

���� 
!��
� �����$������ �� �
 ��
� !�

���� �� ��
� � ���������� ������� ���


�� �� �� �� � 345 �
  ��1 � �� ���' 7����"��� � �����" ��
 ���� ��
�� ��� #�"��� � 345
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�� ��� ���	� 
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 ��� ����
��	� ���
���� �� �� ���������� ��#� = δi ���

i = 1, 2, 3 �
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� ��� � 
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 ��� 
��������
 ������������

	�������� ��� �������
 �� ���
� ���� ��� Ak ������ �
 ������
�

Ak =

⎡
⎢⎣ ���� ���� ����

���� ���� ����

���� ���� ����

⎤
⎥⎦ ����
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