
����� ���	
� �	 �� ��������	 �	���� ��
���� �����

����� ������	��� �	�
� �	
��
� �����	��� ���� ����	� 
�	
 !��	��
� "�	 �����	

#��������	�� 
� �����$����� �	�%����
�
 &��'���� 
�� (�����
�%�	�
� �	����� )*+) �	���������� &���,

#��������	�� 
� �����$���� �	�%����
�
� 
� �%�����
-.+)/+0- �%����� 1�������,

2�����%�
 ���� *� 3))04

��������

5� ��������	 �	���� ����� �� � ������ ���� � 6�� � %�������

�	
 � �
��� �� �7��� �� �� ��� �� 
����	��� �� �� ��������	 ����	/

%����� �� ���� �%�����, 8�� � � � � �	 ��� 
� �� �������� �� ��
��� �� ,

"������ ���

�������	� ���	 

��
���

����
� � ���� 	�� 	

6�� � � �� 9	 �� �����	� ����� 6� ���%�

����� �
��
���

�
�
��
��
� � ��

� ���
��
�
� �� �����	� ��

� ��
��
�
	

6��� ���� ���	
� ��� �� 8����	��� �����: 	���,

������� ���	
��
�� �����������	�;�����,���� �	�
�;��,��� �<���	;��	,��� ��	/
�����;��	,��

�������� ��������
 �� &�	��� ��� ������� �	 =����� ����	 �	
 &�	���� ���� ��
8�	
�>?� ���� � &�@	��� � � 5��	������� ��A	�	��
 �� �� �������	 &����	��� 8�	

8�#��B1=&9 3)+),

MATCH 

Communications in Mathematical 

and in Computer Chemistry 

MATCH Commun. Math. Comput. Chem. 64 (2010) 97-110  

                          
                                          ISSN 0340 - 6253  

 



	 
���������

��� � � ����� �� � ������ ������ ���� 6��� � �� � 	�	����� A	��� ���

�� � %������� �	
 � �� �� ��� �� � �
���, C� 
�	��� �� �� � 	 	 	 � �� ���

%����: 
����� ��7��	��, ��� 
��� �� �� 
����	�� �����: �� %����: 
������

�	
 ���� �� �
<���	�� �����:, 9�� ����	%����� ��� 	 	 	 � �� ���� �� ��������

�� �, 5� �����:  ��� � 
 ���� � ��� �� �� ��������	 �����: �� �	 5�

��������	 �������� �� � ��������	
� �� ����	%����� ��� 	 	 	 � �� �� ����

2��, D+E4,

5� 	����	 �� �	���� �� � ���������� � 26�����	 ����� 6�� �	���
���


�� F����	 �	
 �� �� �	��	��%��� ���
��
 �	 �������� ��	�� �� ��	 �� ���
 ��

�����:����� �� ����� �/�������	 �	���� �� � �������� 2��, D-E� DGE� DHE �	
 D.E4,

9� �� 
�A	�
 ��

���� �

��
���

	��	 �

6����� �� ��������	 �	���� �� � ���������� � 26�����	 ����� 2��, D*E�

DIE� D+HE� D+*E� D+IE� D++E4 �� 
�A	�
 ��

���� �

��
���

���� � ��
�

�� 	 2+4

F�%�	 � ������:�
������:�� 6� �	
�: ��� ��	����� %����� �� ������ ������ 	 	 	 	

5� %���� � ��� �
�
�

������ �� �� �	���� �� � 2��	�+)�4� ������

�:��	
�	� �� ��	���� �� ���� �	���� �	���
���
 �� F����	, &�	��7��	����

�� � � �
��� �� ��������� 6�� ����	%����� ������ 	 	 	 � ����� ��� �	���� ��

��%�	 �� � ��� �
��
���

	�����	 	 ��� � � �, #�	��� �� �� ��������	
�	�

�
�	���� �����: �� ��
�� �	 �%�
�	���� ���	� �� ���%���� ��	����� �� �	����

-98-



�� �	� ���� � �� �� �	���� �� ��� �
<���	�� �����: �	
 ��� ��������	 �	����

�� ��%�	 ��

���� � � ����� ��
�
��
�
	 234

��� � � ��������	��� �� � �7���� �����: �� ��� � ��� �	
 ���� 
�	��� ��

����	%����� ��� 26�� ��� ������������4 �� � �	
 �� 8����	��� �����: 	���

�� �� D0E� ��������%���, �����%��� ��	��
�� �� �����: 	�	 � ��
�
����

, 9� �

�� � ��������� �����: ��	

���� �
	

��
�	���

	���	�

���

� ������ 	�	����� �
�
� �
�����

	�	�

�
���

	

5� �����6�	� ����� ���	
 �	 �� �	���� �� � ���������� � �%� ���	

���������
� D*E,

���� �
�
���	 2-4

!� �����	�

� � �� �
�

��
���

�
�� � ��

�

��
� 2G4

�� ������� �	 D*E� ������� 6�� �� ��	���� �� ��������	 �	���� �	���
���


�� 	�:� ����� ���	
 2�	������� �� �	���

���� �
�
���	 2H4

� ���	
��
 %���A�����	 ��6� ���

�� �
������ ��

�
��
���
�
	 2*4

5�� �7, �
� ��	 �� �:������
 �� ���� � �
�
������ ��

�
��
��
�
	 5�

��� �� ��� ����� �� �� �������� � 	�6 �	
 �����%�
 ����� ���	
 ��� ��

��������	 �	���� �� ����� 6��� ��������	 ������������� ����	����� ��	 ��

-99-




��������
 �� � ���
��� �� ���� ������������� ����	������, �����%��� 6�

���%� ��� �� ��	���	�
 ����� ��� ��� 	�6 ����� ���	
 �� ������ ��	 �
�,

5��� ��� 	������� ������� �	 �� ���������� ������
 6�� �� 
�����������	

�� �� ������������� ����	����� �	
 �� ��������	 ����	�����, 8�� �:��/

���� �	 D+3E ��<� �	
 "��� �%� 
��������
 �� ������������� ����	�����

�	
 �� ��������	 ������������� ����	����� �� ��	����� �
 !��� ����� �� �

���
��� �� ������������� ����	����� �� 	�		�����%�� ���������� ���
����	���

�������� D��, D+3E� D+-E� �	
 D+GEE, ����	��� 8��	�	
�� �, �� ��� D3E� ���� 
�	�

� ������� 
�����������	 ��� ����� ��J� 6�����
 �����
 �����, 5� ������

���� 
��������
 �� ������������� ����	����� �� � ���
��� �� ����������/

��� ����	����� �� 	�		�����%�� ���������� ���
����	��� �������� �	
 ����

����	������ ������
 6�� �� ������������� ����	������ �� �� �������
 ��/

������, �� �	 ����������	 �� ��� ������� 6�� �� 
�����������	� �����	��
 �	

D+3E 6� ��	������ �	 �����%�
 ����� ���	
 2�	 ���������	 6�� �
�� �� ��

��������	 �	���� �� �� ���� �� ��	����� �
 !��� �����,

C� �	���
��� �� �����6�	� 	������	, 8�� � � ���� 	 	 	 � ��� � �� ��� 	���

��� � �� ��%�	 �� ��� �
�

��� � ��� � 	 	 	� ���	 ��� � � ���� 	 	 	 � ��� � ��	 C�

������ �� &���� "�6�� �	�7������ 2��, D0E4K
��

���
���� � ��� ��� 	

��� � � �	 #�A	�

� � � � � ���� 	 	 	 � ��� � �� � ���� � 	 	 	 � �� � �� 	

9� �� 6��� J	�6	 ��� � � �� � ��������� � 
���	���	�� �� ��, 8�� � �

���� 	 	 	 � ��� � �� ��	��
�� �� %������ �� ��� �� ���� 	 	 	 � ��� �� 	 	 	 � �� � � �

�	
 �� ��� �� ������ 	 	 	 � ��� �� 	 	 	 � �� �� ���,

5� �����6�	� ���������� ��	 �� 
������� %���A�
K

+, �� ��� ���� � ��� 	 	 	 � �� �

-100-



3, ��� ���� ���� � ������ ��� �	


-, ����� ����� � ��� ����� � ���� � ��� ����� 	

����� 	 
� � � ���� 	 	 	 � ��� � �� � 
� � � � ��� ������
	 �� ��� ���

�� ��� �
��
� �� ����
� ��
��

�
� ��� �����

�
� � � ��� ������� ��� 	 2I4


����� 9� � � ��� 	 	 	 � �� � �� �� �	�7������ �� �� ���%����� %���A�
, 8���

	�6 �	 6� ��	��
�� ��� �	 ��� � � ���� 	 	 	 � ��� � �� �� �� �	����� %����� �
���

	����� �� � �� ��� � ��� � � ! � �	 5��� ��� ����� � ��� � ��� � 	 	 	� ��� � �
�	


���� ��� ����� � ��� ����� 	 2.4

9� �� ������ ���J�
 ��� �� �	�7������ �� �����6� ���� �� �	�7������

�
� ��� �����

��
�� ��� �����

�
�� � �� � ��� 204

������� 6�� �7, ��� �	
 �� �������� �, 5��� ��� ���%� ��	 �� �����	�


���� �������� ���

�
�" �

�
��� "� �� � �� � �� ��� ��� � � " � �	 2+)4

&�	��
�� �� 	�		�����%� 	������ �" �	
 �� �� �� 6��� J	�6	 ����

�
�
�"
�
� � �"��	 8��� ���� 6� 
���%� �� ���"����" � ���"����

�
�"	

5�	�

�� � �� ��� "� � ��� ���"�� 	 2++4

(�6� �� �������	� �	 ��� ��
�� �7���� ���� �	 �	�7������ ���� � �� �	�7������

���� ��
�, L�	��� �� ��	��
���	� " � ��� ����� �� �	�7������ ��� �����6�,

-101-



������� � 
� �� �
 ����	
 ����
�	�� ���	��
� �� �	�
	 �� ���

#���� � ������ � ����� ���� � � $ � �� ������
	 � ����	
 ����
�	�� ���	��

� �� �	�
	 � ���� ���	���
	�����  ��������� # ��� �� ����

# ��� � #����#���� 	 	 	 #����	 2+34

��
�

���� �
��
���

�
�� ����� �

�
� ���� 	 2+-4


����� 8��� �� �������	� �� �� ����� ���

� �
��
���

��	

��� � � $ � � �	
 � ���� �
�
��� � � � ! � ��

�
� �� �� �������� �� ��	 5���

� �	��	� �
�
��� �

������� � � � ! � ��
�
, &�	��
�� �� %������ %� �

�
���� 	 	 	 � ����

� �
�
�� , 8��� 
�A	����	 �� 8����	��� �����: 	��� 6� �����	 ������ � �%��� ����
��� �

�
��� � � $ � �	 C�� ��� 	������	� � � �%�� 	 	 	 � %�� �� �� %����� ��

����	%����� �� 	�	 	 L�	��� ����� � ���� �
��

��� �%��� 	 5��������

����� �
��
���

������ 	 2+G4

=	 �� ���� �	
� �� �� ����� ���

����� �
���
���

���	 2+H4

8���������� �� 
���������	 �� # ��� � ���������� �	 ���� ��J�� �� �%�
�	�

���

���� �
��
���

���
���

��� �

��
���

�����	 2+*4

!� ��	��
���	� �� %������ ��� 	 	 	 � �� �	
 %� � ��� �	
 �� ������	� &����

"�6�� �	�7������ �	 �7, ��
�� 6� �%�

����� � ��� �%�� � ��� ����� � � � $ � �	 2+I4

-102-



8�	���� ���� �7�, ���� �	
 ��� 6� ��	���
� ��� ���� ���
���

�
�� ����� 	

5��� �� A��� �	�7������ �	 ��	� �����6�, 9� �	�� �����	� �� %����� �� ����	


�	�7������ �	 ��	� 	 C� ��� ��� �� �����6�	� �
�	���� �� ����
���� ���� ��

�����	����� �	���
���
K

������� ���������������� ������ � ������� � � � � � �� �	 2+.4

���	� ����� + 6� ������� � �� �� � �� �� �	
 ��	��
���	� �7�, ���� �	


����� 6� �����	

�
�� ������

�
�� �� ���� �����

�
� ��� � �� ���� � 2+04

%�� ���� ���� � ����� 	 C� ��	��	�� ���	� ����� +� ��� ��� ���� 6� ����

����J �� ��	�� � �� �� ��� � �� �� �	
 � �� ��� ��� �� ����� ������� 6��

�7, ���� �	
 �� �������� �� 6� ����%� ��

�
�� ������

�
�� �� � �� ������� �����

�
�� �� ���� ���� � 23)4

%�� ���� ���� ����� � ����� 	 !� ��	��
���	� �7�, ���� �	
 ���� � 6� 
�
���

���

�
�� ����� �

�
�� ����� �

�
�� �� � �� ������� ���� �

�
� ���� 	 23+4

���	� ����	 ����� + 6� ������� � �� �������� � �� �� �	
 � �� ������ ��� �

� ������� �	
 ��	��
���	� �7, ���� �	
 �� ���%� �������� �� 6� ����%� ��

�
�� ������

�
�� �� � �� � �� ���������� �����

�
�� �� � �� ������� ���� �

2334

%�� ���� ������� ����� � ����� 	 �7�, ���� �	
 ���� �����

�
�� ������

�
�� ������

�
�� ������

�
�� �� � �� � �� ���������� ���� ��

� ���� 	

-103-



9� � & 	 6� ��	��	�� �� ������	� �� ���� J�	
 �� �����	�	� �	��� �� ����%�

�� ��	�� �	 �� �	�7������ ��� � �� �� �� � �� � 	 	 	� ���� � �� � ����� �

�� ���� �	
 � �� ����������������� ��� �� �������� �� �����	

�
���� ��������

�
��
������������������� ������ � ��� � ����

������������������� ������ �
%��

������� ������������������ ������� � ������� 	 5�	�

�
���� ������� �

�
�� ����� �

�
�� � ����

������������������� ������ �
%��

������������������� ������ � ����� 	 5�������

�
�� ����� � 	 	 	�

�
���� ������� �

�
�� ����� �

�
�� ����� � 	 	 	�

�
���� ������� �

�
�� � ����

������������������� ������ �
�	


�
�� ������	 	 	�

�
���� ��������

�
�� � ����

������������������� ������ � �� ���� �

��	��
���	� �� ���%���� ����, 5�� ��������� ��� ������	�,

��������� � 
� � �
 �� ������!	� � ���� ����

�������� ���� � #����#���� 	 	 	 #���� 23-4

��
	
 #���� � ������ � ����� ��
	
 �� �	
 ����	
 ���	��
� �� �	�
	 �� ����

� � $ � �	 ��
�

���� �
��
���

�
��
���� � ��

�
���
��
�
�
�
���� 23G4

��
	
 � �� �
��
� �� ��� 	

-104-




����� 8��� �� 
�����������	 �� �������� ���� �	 ��	� 6� ��� ���

����
�
���� ��

�
��
�� ���� � �������� ���� � �����

� #
�

� ���#
�

� ��� 	 	 	 #
�

� ����

6��� #
�

� ��� � ����������� �������	 ���	� 5����� 3 6� ������� �� �����:

� �� ���� ��
�
�� �	
 �� �������� �� �� �� � ��

�
��� ������� 6�� �7�, ���

�	
 ���� �� �:�������	 �	 �7, ���� �����6�,

��������� � 
� � �
 �� ������!	� � ���� ����

�������� ���� � # ��
� ���#

��
� ��� 	 	 	 #

��
� ���� 23H4

��
	
 #���� � ������ � ����� ��
	
 �� �	
 ����	
 ���	��
� �� �	�
	 �� ���

�� & � ���� � � $ � �	 ��
�

���� �
��
���

��
�
��
���� � ��

�
���
��
�
�
�
���� 23*4

��
	
 � �� �
��
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����� C� ��	��
�� �7, ��
� ��

�������� ���� � �#���� 	 	 	 #����� �#���� 	 	 	 #����� 	 	 	 �#���� 	 	 	 #����� 	

5�������� ���	� &�������� - 6� �����	

���� �
��
���

�
��� �

�
��
���� � ��

�
���
��
�
�
�
����

6��� 	#�	 ���	
� ��� �� 	����� �� ����� ��� #� �� � ������ ��

�������� ����� 	����� ��	 5��� �� �	�7�������� �	 ���� �����6,
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� �������� ����� ����� ��� �������� �� 
��!� �� !������"�� #���� �����

��� ' � �	 � ��	����� �
 !��� ���� (� �� ' ��%��� D+-E �� � �����
 ���� �	

6�� %������� �� ���� ��%�� �%� �� ���� 
�����, 8�� $ � �� 	 	 	 � '� 6�


�	��� �� ������ �	
 �� ������ �� 
����� �� �� %������� �� ��%�� $ �	
 ����

	������ ��������%���, 5��� �� � � �� �� 
����� �� �� %������� �� �� ��%�� '

�	
 �� �� �� 
����� �� �� ���� %����:, ��� � � ���� 	 	 	 � ���, 8��� 	�6 �	 6�


�	��� (� �� (� ���, 9	 ���������� (� ��� �� � ��������� ����, 5� �����6�	�

A���� ����������� �� ��	����� �
 !��� ���� (	��� 6�� � � ���� ��� 
� ��	

C�� �� ��������� ����� �� 	������	� 6� ���� ��J� � �	
 � �� ��

	����� �� %������� �	
 �� 	����� �� �
��� �� (����� ��������%���, 5�	�

� � � � � �	
 ��
�
� � � �

�
	 5� ��������	 �	���� �� (���� �� 
�	���
 ��

��'�,

5� ��� �� ��� ������	 �� �� �����%� �	 ����� ���	
 ��� ��'�	 =	 ���

6��� 6� ��	��
�� �� ���
����	�� ��������� �����: �� ��
�� '

)� �

�
������

�
�
�� � ��

�� � � ��
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����
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8�� � � $ � ' � �� �� �����	� )� �� ��������	
�	� ���	����� ���
�	� �����/

������ �� ��
�� $ �� )� 6� ��	��
�� �� ������������� ����	������

#� ��� � ����)� � ����� � � $ � '	

9	 �

����	 ���

� � �� �� 			� 	 	 	 � ' � �� �	


� � $ � � � �� & �����

�	
 
�	��� �� �� �� �	�����

�� � �� � ����� � � $ � ' � �	

5� 	�:� ������ ���%�
�� � ����� �� �� �� ������������� ����	����� �� ��

��������	 �����:,

������� $ %&	�'( "�	 � � $ � '� �
� ��� #� �
 �
��
� �� ����
� 	
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��

���
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� ��
 ���	���
	�����  ��������� # ��� � ���� �(����� � ���� ��

�
��� ��
� �� ��
 ��	�

# ��� � #� ���
�
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#
��
� ��� 	

!� �	 ����������	 �� &�������� � 6� �����	,

������� ) "�	 � � $ � '� �
� ��� )� �
 �
��
� �� ����
� 	
� 
����
��� ��
�

��'� �
�
'
��)� � ��

�
��
��
�
�
�
��


��
�

$
��)� � ��

�
��
��
�
�
�
���� 23I4

��
	
 � �� �
��
� �� ��� ���� � 	
 ���
� �� (����	

-107-



*+����� , #� ���� ������� ��
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���	 � �� 
���� �� ��
 ����
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(���� ���
��
� �	�� ������ �� �� � ��
 ������� ��'�� *+(� ,+( �	
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	���	 ���	��	� ���	
�
�
�
� �� � �	��� ��	�	�� �	�	��

	

��-��.���!����� �,�, ��	J� �� &�	��� 
� ��
������	�� �����$���� &,�,�,�

�	�%����
�
 
� &��� ��� ���� ���������� �	
 �������, !,",�, ��	J� ��

&�����'	 (����	�� 
� 9	%��������'	 &��	��A�� � 5��	��'���� &=(9&M5 ���

������� �� ��� 6��J� ����� �� 1������� �	���� "������� #�	$����� �#9

++I, �,�, �	
 �,�, ��	J �� ��	������� 
� �
�����'	 
� &��� ��� �������

������� �� ��� 6��J� ����� �� 1������� ������� 3 �&()*)H,

/���������

D+E #, &%��J�%�N�� �, #���� L, "���, "������ �� F���� / 5���� �	
 ��/

��������	�� #������ O����� 
�� C����	������	� ���
���� 1����� !����	/

(�6 M��J 2+0.)4� ����	
 �
, 2+0.)4� ���
 �
, O������ L��
������ /

���� �� 2+00H4,

D3E �, 8��	�	
��� L, F����� �, �, �����	�, =	 �� ������� �� ���� �����

��J� 6�����
 �����
 ������ ��	��� ������� ����, G3. 23)).4 3*HG/3*IG,

D-E 9, F����	� 5� �	���� �� � ����� !��, ���, "������, "�J�, 8�����	�� ,

F�� +)- 2+0I.4 +/33,
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DGE 9, F����	� 5� �	���� �� � F���K =�
 �	
 (�6 �������� �	K �, !����	�

�,P�	���� �, ����� �, C�������		 2�
�,4� ��������� &����	�������

�	
 ����������	�� "���	���/O������ !����	� 23))+4 +0*/3++,

DHE 9, F����	� ", Q��� 8���� ���
�� �, �, 
� �� 1�R�� �, ��
�, =	 ��

�	���� �� ������� ������ ��5&L &����	, ���, &�����, &��, HI

23))I4 G-H/GG3,

D*E 9, F����	� !, Q��, ��������	 �	���� �� � ����� ��	��� ������� ����,

G+G 23))*4 30/-I,

DIE 9, F����	� (, �, �, 
� ������ &, 5, �, O�	����� �, ", !�	������� ",

��
�	J�%��, �������	 ���6��	 �	���� �	
 ��������	 �	����� ��5&L

&����	, ���, &�����, &��, H0 23)).4 -G-/-HG,

D.E F, 9	
����� �, O�<���J����, � 	��� �	 �	���� �� ���� ������ ��5&L

&����	, ���, &�����, &��, H0 23)).4 3*0/3IG,

D0E 1, ��	������� �,5����	���J�, 5� ����� �� ��������� ���
���� 1�����

(�6 M��J� +0.H

D+)E O, (�J�����%, 5� �	���� �� ����� �	
 ��������� �, ���, �	��, ����,

-3* 23))I4 +GI3/+GIH,

D++E �,������	�� �, ����	� � ����������	� �� � ������ �� P� 8�	 �	 ��

����� �� ��������	 �	���� �� ������ ��5&L &����	, ���, &��/

���, &��, *3 23))04 H-I/HH3,

D+3E =, ��<�� �, "���, 5� ������� �� �� �
<���	�� �����: �	
 ��������	

�����: ��� ���� ����	��
 ������ ��	��� ������� ����, G)- 23))H4 0I/++I,

D+-E =, ��<�, 5� ������� �� � ���� �����	�
 ���� ������ �� � ��	����� �


!��� ����� ��	��� ������� ����, G3) 23))I4 G0)/H)I,

-109-



D+GE =, ��<�, 5� ������� �� ���� ����� �	
 ���	
� ��� �� ������� ����	%����

�� �	� ����� ��	��� ������� ����, G+G 23))*4 +00/3+I,

D+HE !, Q��, (�6 ����� ���	
� ��� ��������	 �	����� ��5&L &����	,

���, &�����, &��, *3 23))04 HH-/H*),

D+*E !, Q��� 9,F����	� =	 ��������	 �	���� �� ������ ��5&L &����	,

���, &�����, &��, HI 23))I4 3++/33),

D+IE !, Q��� 9,F����	� 5, ���J���� � 	��� �	 ��������	 �	���� �� ������

��5&L &����	, ���, &�����, &��, *) 23)).4 GG+/GG*,
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