communications in mathematical

ﬂﬂ, no. 39, March 1999

and in computer chemistry

ISSN 0340-6253 MATCDY (39) 39-126 (1999)

Strategien zur Konstruktion diskreter Strukturen
und ihre Anwendung auf molekulare Graphen

Thomas Griiner!
Lehrstuhl II fiir Mathematik, Universitit Bayreuth
D-95440 Bayreuth

Uberblick

Wir méchten uns in dieser Arbeit mit der Theorie der Konstruktion diskreter Strukturen
beschiiftigen. Die dabei auftretenden Schwierigkeiten sind

— die Konstruktion der numerierten Strukturen, sowie
— das Isomorphieproblem.

Bisherige Arbeiten aus diesem Problemkreis befafiten sich zumeist ansschlicBlich (oder
zumindest schwerpunktsmiifiig) mit der Losung des Isomorphieproblems.

Nachdem im Kapitel I die grundlegenden Algorithmen zum Rechnen mit Permutations-
gruppen im Computer sowie zur Berechnung ciner kanonischen Numerierung vorgestelit
wurden, beschiftigt sich Kapitel II mit Strategien zur Konstruktion diskreter Struktu-
ren. Zuniichst werden allgemeine Konstruktionsstrategien vorgestellt sowie ihre jeweiligen
Vor- und Nachteile diskutiert. Anschlieflend befassen wir uns mit einigen interessanten
problemspezifischen Konstruktionsalgorithmen, die natiirlich im Vergleich zu den allge-
meinen Konstruktionsstrategien spezieller, aber zur Losung des jeweiligen Problems anch
effizienter sind.

Der Schwerpunkt dieser Arbeit schlicfilich (Kapitel ILI) liegt auf der Konstruktion diskre-
ter Strukturen (insbesonderc von molekularen Graphen) zu gegebenen Nebenbedimgungen,
die den Losungsraum sehr stark einschrianken konnen, so daf die Lisung des Isomor-
phieproblems in diesen Fillen nicht spielentscheidend ist. Vielmehr ist es wichtiz, cine
leistungsfihige Strategie zur Konstruktion der numerierten Strukturcn einzusetzen, die
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mbglichst unabhangig von den speziellen Nebenbedingungen ist, so daB leicht zusiitzliche
Restriktionstypen hinzugefiigt werden knnen.

Im folgenden werden drei Konstruktionsstrategien vorgestellt, die quasi das Handwoerks-
zeng zur Konstruktion diskreter Strukturen darstellen:

1.) Homomorphieprinzip

it dem Homomorphieprinzip ist es mdglich, durch Anwendung geeigneter Homomor-
phismen komplizierte mathematische Probleme auf einfachere zuriickzufithren. Will man
Bahnenrepriisentanten und zugehdrige Stabilisatoren einer Gruppenoperation berechnen,
50 bildet man das Problem mittels ciner homomorphen Abbildung auf eine cinfacher zu
losende Gruppenoperation ab, berechnet dort Repriisentanten samt Stabilisator nnd muf
dann nur noch mit dem Urbild des gefundenen Stabilisators auf der Urbildmenge des
Repriisentanten operieren. Hat man eine Folge solcher Homomorphismen. so wird im all-
gemeinen die opericrende Gruppe immer kleiner, weil man jeweils nur mit dem Stabilisaton
weiteroperieren muf.

Der Nachteil des Homomorphieprinzips besteht offensichtlich darin, dafi man geeignete
Homomorphismen bendtigt, um das jewcilige Konstruktionsproblem zu vereinfachen, was
mit (moglicherweise vielen) zusitzlichen Restriktionen keineswegs trivial ist.

Das Homomorphieprinzip wurde beispiclsweise zur Konstruktion von schlichien Graphen
mit vorgegebener Gradpartition verwendet. Bei dieser Anwendung stellt sich die Situation
wie folgt dar:

e

Di¢ Konstruktion der numerierten Strukturen ist sehr einfach.

Eine Gruppe G, dargestellt als labeled branching, operiert auf ciner Menge von 0/1-
Aatrizen mit vorgegebenen Zeilen- und Spaltensummen (an dieser Stelle kann ovd-
mungstreue Erzeugung eingesetzt werden).

Ist die operierende Gruppe G trivial (d.h. G = {id}), so ist cs méglich. sogenannte
implizite Losungen zu finden.

Mit steigender Knotenzahl steigt i.a. auch die Generierungsgeschwindigkeit: so kinuen
ctwa bei ca. 30-50 Knoten bis zu 10% paarweise nicht isomorphe Graphen mit vorgege-
bener Gradpartition pro Sekunde konstruiert werden.

2.) Ordnungstreue Erzeugung
Zur Losung von Problemen, die sich durch Homomorphismen nicht weiter vereinfachen
lassen, bietet sich dic ordnungstreue Erzeugung an. Ordnungstrene Exzeugung beruht auf
einer Totalordnung < auf einer Menge Z. Fiir einc Gruppe G, die anf Z operiert, ist. die
Menge

rep(G\\2) == {z€ Z |Vge G : z< 2z}

der minimalen Bahnreprisentanten eine kanonische Transversale der Balinen,

Die Menge (Z, <) sei total geordnet und die Gruppe G operiere anf Z. Wie bereits oben
erwiihnt, ist dann rep. (G\\Z) eine kanonische Transversale der Bahnen vou ¢ anf 2.

Sei M = {m; < ... <} und Z = 2. Definicre A := {my, ..., my;}. Die numerierten
Strukturen werden in lexikographisch anfsteigender Reihenfolge konstruiert und fiir jeden
Kandidaten A € 2% mit 1 < j < i wird cin sogenannter Minimalititstest dnchgefiihnt.
d.h. es wird gepriift, ob in der Bahn von R bzgl. der Operation vou ¢ aul Z cin le-
sikographisch kleineres Element = € Z existiert. Ist kein solches Element = vorhanden,




dann werden im Fall j < i die Fortsetzungen von K (dies sind dann Elemente von ;)
betrachtet. Falls j = i, dann gehdrt K zur gesuchten Lisungsmenge. Diese Erzengungs-

strategic geht zuriick anf Read ([43]).

Alternativ besteht die Maglichkeit, den Minimalititstest nur fir Kandidaten K & 2%
durchzufithren. Falls K dann nicht minimal in seiner Bahn ist, so wird versucht, die-
se [nformation zu nutzen, um einige der folgenden Kandidaten zu {iberspringen. Dicse
Vorgehensweise wird Lerneffekt ([16))genannt. Bei der ordnungstreven Erzeugung kimnen
zusitzliche Restriktionen i.a. leichter beriicksichtigt werden als bei Anwendung des Ho-
momorphieprinzips, natiirlich erreicht man mit ordnungstreuer Erzeugung aber keine so
groflen Losungsanzahlen, wie es mit Hilfe des Homomorphieprinzips manchmal miglich
ist. Ordnungstreue Erzeugung wird z.B. eingesetzt in

- MOLGEN (bis Version 3.5).
- Genreg, einem Programm »ur Generierung reguldrer Graphen [37)

3.) Zielgerichtete Erzeugung

Die ziclgerichtete Erzeugung, auf die wir uns in dieser Arbeit konzentrieren méchten, ist
eine sehr variable Konstruktionsstrategie, die gegeniiber der ordnungstrenen Erzeugung
den Vorteil hat, dafl sie keine feste Konstruktionsreihenfolge benutzt, sondern sich dv-
namisch dem Konstruktionsproblem anpassen kann. Restriktionen werden in der Regel
withrend der Konstruktion gepriift und steuern die Konstruktionsreihenfolge. Falls man
also nur relativ wenige Strukturen mit ganz speziellen Eigenschaften konstruicren michte,
so wird man sich in vielen Fillen fiir diese Konstruktionsstrategie entscheiden.

Eben erwithnte Konstruktionsstrategie wurde fiir die Implementation der nenesten
MOLGEN-Version verwendet. Unser Algorithmus muBte die folgenden Anforderungen
erfiillen:

- Modularer Aufban,
— Erweiterbarkeit,
— Testen der Nebenbedingungen wihrend der Generierung.

In wenigen Worten ausgedriickt, fiillen wir die Adjazenzmatrix Zeile fiir Zeile und ent-
scheiden nach jeder Zeile dynamisch wihrend der Generierung, in Abhingigkeit von den
gegebenen Restriktionen und dem aktuellen Fiillzustand der Adjazenzmatrix, welche Zei-
le als niichstes gefiillt wird. Natiirlich werden zur Berechnung der Fiillreihenfolge .nur
Heuristiken benutzt, die jedoch in vielen Fillen zu Geschwindigkeitssteigerungen fithren
kénnen und durchaus geeignet sind, groficre Konstruktionsprobleme erst 1shar zu wia-
chen. Vor jedem Einfiigen einer zusitzlichen Kante wird eine Testfunktion gerufen. die
anhand der gegebenen Restriktionen und des aktuellen Molekiilanfangsstiicks entscheidet.
ob man nach dem Einfiigen dieser Kante noch zn einer giiltigen Gesamtlosung gelangen
kann. Durch das Rufen dieser Testtfunktion entsteht natiirlich ein gewisser Overheac, der
bei ,einfacheren“ Konstruktionsproblemen eher zu cinem Geschwindigkeitsverlnst fithrt.
Dies kann jedoch in Kanf genommen werden, weil man in der Praxis sowicso meist mr
an einer iiberschaubaren Zahl von Lésungen interessiert ist; d.h. wird die Lisungsanzahl
zu hoeh, so wird man wahrscheinlich die Konstruktion abbrechen, und versuchen. durch
Angabe weiterer Nebenbedingungen die Losungsmenge zn verkleinern.
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Weil wir uns bei dieser Strategie anf die Konstruktion der numerierten Strukturen kon-
zentrieren, kémnen wir den Isomorphietest cinfach mit kanonischer Numerierung und ciner
Hashverwaltung durchfithren. Selbstverstéiindlich wird aber die sog. ,Semikanonizitiit* be-
reits wahrend der Generierung beriicksichtigt.

Mit Hilfe dieser ncuen Konstruktionsstrategie wurde der MOLGEN4.0-Generator im-
plementiert, der n.a. die folgenden Eingaben verarbeiten kann:

— (weiche} Bruttoformel,

- Vorgabe von Atomtypen (Atomname, Valenz, Ladung, Radikalstelle),
— Vorgabe nichtiiberlappender Fragmente,

- Goodlisteintrige (kénnen iiberlappen),

— verbotene Fragmente,

—sehr variable Beschreibung der Umgebung von Fragmenten,
— Wasserstoffverteilung,

— Hybridisierungszustinde,

— Anzahl von Kreisen bestiinmter Lange,

— Anzahl von Bindungen bestimmter Vielfachheit,

— Anzahl von ®*C-NMR Signalen.



Inhaltsverzeichnis
1. Grundlegende Algorithmen ..................................... .. ...
1  Diskrete Strukturen und Backtracking .................. ... ... '
1.1  Partitionen, Operationen und Nebenklassen .. ... T s
152 'Diskeete STEUIENION. oot #50 fai das ol S S0 ey memiosmens vrey s
2  Simskette und Labeled Branching ............. ... ... ...l
2.1 Berechnen aus Erasugern ... oo vn i o s s vsii v
219 BASISWOhER] .o i omitichoen st i S, e S, SRS R R
3 Kanonische Numerierung. ................
Bl AVGOTICRIANR oyt o s o i CULVRTY 0 e i AR S
32 ARIWATL i v vt et SRR R AR, S S S 9, 5
II. Konstruktionsstrategien ..............cooiiiiiiiiiiiiiiiniiiiiniiaas
4 HomomorphieprngiD . . <. o wymswmasmmssms o o s s s
4.1  Aufspalten
42 Verschmelzelse. due e o EUmaries, v Sk b e N e G Rt o6
3 (Ordnungstrele Erzeugmni.., v iwens v s v g s -
5.1 Erzeugungsalgorithmus und Minimalitdtstest .....................
5.2 Restriktionen und Anwendungen . .......... ...l
6 Zielgerichtete Breeugun@ ... .. ovvovvain s sonnvaemson samsmaamasn s o
6.1 Generierungsprozedur ......... ... ... .ol
B2 SETRIBEIR i v ths zommvama s e s S T v e emils, S o P e
III.Konstruktion molekularer Graphen ..................................
8 Generatorinput ..............oouiiiiiiiiiiaeiiiaiieiana.as e
81 EUNAIEORPRNE S iy oy o A R a0 S e SR S
8.2 Wasserstoffverteilung ..................oiin T
83 Hybridisierungen ......... ..ot
B R IEBingonaac o v T S T T 5 i e B S
8.5 |BIDAUNEET G o 2w isans i S iiin SNt G e e
86 SYMMetHen:. «14 552 St bl Bt Sl ST s s cipomsasmimemasn B
BT F OIS O I VTR oo S 0 S N B
9 Testen der Restrlktlonei. suvmmmeni v vam o suseunin v a see muet sk s457s
D1 ‘Vorborcchnungeh) o snemmm e o0% L5e pietnash Sk S0 S e et
92  HNDlOMONEARION oew-cvs s srmus s s s A -
98 HyDLIARICTIANERIT &auoiimvisiiniiston i s woiass ot ey St s
0 IR s sl ot B A e S R A OSSR R B e e
00 B I TN oo K A U I AT
CH Ty P S

-1

=1

16
47
17
:15
HH
G2
63
]
65
66



057 S DTN st o i o s oo oo oo ki e e s SRSt 69
U RN o i s s i e i G R O SRS R T ]
G BRIl . oo v vin eamasieiiy i et B S ERIRNS 85 B3l pebpin 80

LAt e AT VETZOICHING . i v v e soasiieie S e S 2 S EEEE S e 2n 85



— 45

I. Grundlegende Algorithmen

1 Diskrete Strukturen und Backtracking

1.1 Partitionen, Operationen und Nebenklassen

1.1.1 Definition:
Aus technischen Griinden definieren wir fiir n € IN

= {0,..n—1}und n = {1,.. n}

1.1.2 Definition:

—Zun € IN,n > 0 heiit jede endliche Folge natiirlicher Zahlen
A= (A1, A, ey Ay,) mit Z/\, =n
Partition von n (kurz A |= n). Gilt dariiber hinaus, da Ay > Ay > ... | 50 nennen wir

die Partition A kanonisch (kurz A+ n).
- Durch die Zerlegung von 2 = {wy,...,u,} in eine Mengenpartition

= {w,

=1 i
Y iz Z)«,,}.
PES =1

bei der die i-te Menge genau A; Elemente enthiilt, I8t sich die zu A = n cohivige
Younguntergruppe der Sy, definieren als :

S!)‘A = H Sﬂ“-

=

1.1.3 Definition:
Sei G eine endliche Gruppe und (2 eine nichtleere endliche Menge. Eine Abbildung

w2 xG— 02, (w, g) — w 1= p(w, g)

heiBt Operation von G auf {2, falls 2 mit der Verkniipfung in ¢ vertriiglich ist. nuel [alls
id die Elemente von {2 fest 1dft. Es muf also gelten:

Ve e Yo.q'€G i W = ()

“Vuee : W =w



Operiert G auf §2. so wird diese Operation mit 2 bezeichnet. Die Operation hieifit tron-
sitin, falls gilt:
Vo, 2 Fgel @ o =o'

Mit Hilfe des Begriffs der Operation lassen sich cine ganze Reihe weiterer Grnppen
Mengen definieren:

1.1.4 Definition:
Sei (7 eine Grappe, die auf einer nichtleeren Menge 2 operiert. Seien U C GLw € 2 und
AC 4L

) ColA) = {geG|Vied : 3 =4} heilit Zentralisator oder punktweiser Stabilisa-
tor von A in G bzgl. ¢f2. Ist A = {§} so schreibt man auch C(d).

i) Ne(Q) = {g€ GiV6 € & ¢ 8% € A} heiBt Normalisator oder wengenweiser
Stabidisator von A in G bzgl. 502

i) Fizg(U) == {w € 2 | Ye € U w" = w} heifit Fixpunktrmenge von {1 C ¢ Fin
Element von Furg(U7) heifit Fizpunkt von U.

iv) w” = {ur € 2| g € G} heiit. Bahn von w unter G.

v) G\ := {wY | w € 2} ist dic Menge der Bahnen der Operation (£2.

1.1.5 Definition:
Sei G eine Gruppe, {2 eine Menge und 2 eine Operation. Eine Menge 7 C €2 heibt
vollstindiges Reprisentantensysten oder Transversale der Bahnen dicser Operation. falls
gilt:

VBeG\& : |BNT|=1.
Eine Transversale T enthiilt also aus jeder Bahn genau ein Element. Die Menge aller
Transversalen wird mit 7(G\\12) bezeichnet.
Der Begriff der Bahn aus Definition 1.1.4 Lifit sich anch iiber eine Aquivalenzrelation
definieren. Dies hat den Vorteil, dafl man clementare Eigenschatten von Bahnen ohne
Rechnung erkennen kaun.

1.1.6 Satz:
Sei ¢ cine Gruppe, (2 eine Menge und ¢f2 eine Operation. Dann gilt:

i) Je zwei Bahnen von G auf £2 sind entweder gleich oder digjunkt:

Vuol €0 ¢ WPnuC£0 = o el

i) YT e T(G\2) : 2= C
WwET

i) Klassengleichung YT e T(G\\f2) : 12| = ZT|u;G!.
wE

1.1.7 Definition:
Sei ¢ eine Gruppe. 2 eine Menge und 62 cine Operation. Weiter set I & T((\\£2) cine
Transversale der Bahnen dieser Operation. Die Abbildung p 2 £2 —— 7 Leildt fusionicrend
Abbildung. talls gilt:

Yoef 1 wer
plw) bildet somil w anf den zugehdrigen Bahnreprisentanten ab

1.1.8 Definition:
Seien &, A B Gruppen mit A < Gund B <G Sel g € G



i) Ag := {ag | e € A} heifit Rechtsnebenklusse von A in G.

Die Menge aller Rechtsnebenklassen von A in & wird mit A\ G bezeichuet.
i) gA == {ga | a € A}  heiit Linksnebenklasse von A in G.

Die Menge aller Linksnebenklassen von A in G wird mit G/A bezeichnet.
iii) AgB := {agb |a € A,be B}  heifit Doppelnebenklasse von A und B in (7.

Die Menge aller Doppeluebenklassen von 4 und B in G wird mit A\ (/B bezeichnet,
Die in Definition 1.1.8 auftretenden Nebenklassen lassen sich auch als Bahnen der Un-
tergruppen A und B auf ¢ anffassen. Als Operation wird dabei die Multiplikation von
rechts bzw. von links verwendet. (Bei der Multiplikation von links ist mit dem Inversen
zu multiplizieren!)

1.1.9 Satz:
Sei (' eine Gruppe, £2 eine Menge und ;{2 eine Operation. Sei weiter w € §2. Dann ist die
Abbildung

¢ W’ — Calw)\ G W Calw)y
eine Bijektion. Insbesondere gilt:
G|
n’ch T rr———
B = el
Beweis:
Es gilt:

1

Wt e WM =u e i elul) e Colwln=Calol
a

1.2 Diskrete Strukturen

1.2.1 Definition:
Eine (numerierte) diskrete Struktur A ist ein Tripel A = {\X. Y f}.
Dabei sind X, Y Mengen und f € ¥ eine Abbildung von X nach Y
1.2.2 Bemerkung:
Seien X, Y Mengen und (& eine Gruppe. die auf X' operiert. Dann ist mit
(R Rl o O (v, g) =— ¥
auf folgende Weise eine Operation definiert: Yo €e X 1 {a®)(x) = ol
Denn es gilt:

(@ o)) = a7 ) =a () ) = (@) = ()" 0)

und
Yae XN VaelYY : (a¥)(x) =a(a") = afx)

1.2.3 Definition: 7
Seien X, 1" Mengen, f € Y, und U eine Gruppe. die anf X operiert. Dic Automorphis-
mengruppe von fhzgl. U ist

Autie(f) = {ueli | j* = f}
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1.2.4 Graphen. 1.2.5 Definition:
Sei p € N. Wir defimieren fiir Vo= {o... 0} pe N

VRL= (fi ) SV i #5)

als die Menge der Zweierteilmengen von V7. Sei m € INm > 2. Dann heifien die Elemente
von
— it numerierte Multigraphen mit p Knoten,
- {0.1 }‘ “ yumerierte sehlichte sraphen mit p Knoten.
1.2.6 Definition:
Seien m,p e Nom > 2 und V' = {vg,...,1,}.
- Die Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation auf Ve
f~fre=3res, v{igheVE L f({( Y = £ Urrnh
heifien Multigraphen mit p Knoten.
Die Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation auf {0.1}
I~Fie=3nes,  YWidte VW o f({igh) =1 Un@.=()h

heiBBen schlichte Graphen mit p Knoten.

via

1.2.7 Bemerkung:
Einemn namerierten Graphen A mit p Knoten entspricht seine Adjazenzmatrix

I, falls Knoten i und j [-fach verbunden sind

(i ih<igcp mit ag; = { 0. ot

Unter dem Grad des Kunotens Nr. verstehen wir
L4 i
di(4) =Y ;=304 .
i=1 i1

also die Anzahl der von thm ausgehenden Kanten. Die Gradpartition von 4 sei definiert
als A(A) == (AA),. A(A),, ) B powobei A(A), := Anzahl der Knoten vom Grad k.

1.2.8 Satz:
Eine Partition d = (d,.dy. ...od,) = 2k heiBt graphisch. wenn es mindestens cinen schlich-
ten Graphen A gibt mit d;(4) = o, fiir alle i = 1....,p. d ist genan dann graphisch. wenn
gilt:
i) Fiiralle s mit 1 <7 < pgilt:d; <p- 1L

ol »
i) Fiiralle Pmit 1 < ' <p=1gilt: T, <r'(v' = 1)+ X min(r'.d)

= = 1
Beweis:
Beweis dureh Induktion nach p. Beim Induktionsschritt nehmen wir cinen Kuoten A
maximalen Grades gr und verbinden ihn mit Knoten Ky, ..., K,,. wobei gilt: Fie alle
Kunoten K" ¢ {KN. K. ... K, } gilt grad(R") < maa{grad(K), grad(K,). ... grad(K,)}.
Die Idee ist klar. jedoch ist die genane Durchfiihrung ziemlich kompliziert und findet sieh
n ’31} =
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1.2.9 Molekulare Graphen. In dieser Arheit betrachten wir keine dreidimensionalen
Strukturen. Chemische Molekiile werden nur durch die Nachbarschaftsbezichungen ihrer
Atome zueinander modelliert.

1.2.10 Definition:

- Jedes Atom eines Molekiils trigt einen Namen (z.B. *C’, ()", 'N", ...). Unter dem Atom-
namen eines Atoms verstehen wir diesen Namen.
— 8ei p ein Atom. Dann ist der Aiomtyp von p definiert als

AT (p) = (AN(p), val{p),rad(p), chg(p)).

Dabei gelten die folgenden Abkiirzungen:
- AN(p) bezeichnet den Atomnamen von p.
- val(p) ist die Valenz, also die Anzahl der von p ausgehenden Bindungen.
- rad(p) € (WAHR, FALSCHY gibt an, ob p eine Radikalstelle besitzt.
- chg(p) € {3, -2, ..., +3} ist die Atomladung von p.
— Wir unterscheiden
- Wasserstoffatome ( Atomtyp = ("H',1,FALSCH,0) ) und
- Heteroatome (alle Atome aufier Wasserstoff).

1.2.11 Schreibweise:
Gegeben sei ein Atomtyp #. Dann bezeichne

—4.AN den zu v gehérigen Atommnamen,

- dwval die zu ¥ gehorige Valenz,

—d.rad die boolesche Variable, die Auskunft iiber die Existenz einer Radikalstelle gibt,
~d.chg die zu ¥ gehorige Ladung.

1.2.12 Definition:
Sei AM = {¥y, ..., %} eine Menge von Atomen und sei AMP = {{i,j} € AT}

~gei fe AMY Fassen wir die Atome aus AM als Knoten cines Graphen anf. so erlialten
wir einen Multigraphen g. Wir nennen [ numericrien molekuloren Graphen (bagl, AN,
- Die Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation

Vien : AT(¥;) = AT(Vxp;)) und
v {i,j}en ({ 1) = I ({90, o))

auf A1 heiBen molekulare Graphen (bzgl. AM).
~Zuge€ M Begeichne § & 5',‘\\51"'"[2] die Aquivalenzklasse von g.
~Sei f e M7 olekularer Graph und ANV = {(any.v1), ..., (ang, vp) ). Dabei gelte:
- Fiir alle 7 = 1, ..., k bezeichnet an; cinen Atomnamen.
- Firalled = 1,...k gilt: v; € IN.
- Thu=n
-an;#an;firl <i<j<k
- Fiir alle i = 1. ...,k existiert ein T = {€;1, ..., €5, } € AM mit AN(p) = an; fiir alle
peT.

j'N‘f":@HweSu:{




Dann heiit ANV Atomnaemenvertedung von f. Gelegentlich nennen wir die Atomuna-

menverteihm_,% von f auch ..Bruttoformel von f*.

Sei f € 4™ molekularer Graph und ATV := {(at,, v), ... (aty, vx) }. Dabet gelte:

- Fiir alle z = 1, ..., k bezeichnet at, einen Atomtyp.

- Firallei=1,..,k gilt: v; € IN.

= TE S ppm

-a#Fatfirl <i<j<k

- Fiir alle ¢ = 1,..., k existiert ¢in T, = {€;1...., €10, } € AM mit AT(p) = s, fiiv alle
peT.

Dann heilit ATV Atomtypenverteilung von f.

Sei f € M i molekularer Graph. Per Definition besteht zwischen o/, und #; ge-

nau dann eine Bindung, wenn f({¥,,7;}) # 0. Wir sprechen dann von ciner Bindung

{#:, 9,1y der Vielfachheit f({2:,9;}).

Sei f € 44 gin numerierter molekularer Graph. AM enthalte genan b Wasserstotaro-

me. Wir kénnen annehmen, dal§ {9y, ..., ¥, } Heteroatome sind. Unter der (vecdhziorten)

Adjezenzmatriz von f verstehen wir die (symmetrische) (n —h) % (rn —h)-Matrix Adj( f)

mit

s 3 0, falls i = j,

Adj(f)i.4) = { F({v:,9;}), sonst.

Dabei sei Zeile (bzw. Spalte) 1 beschriftet mit (AT(9;), h), wobei h; die Anzahl der zu

¥; benachbarten Wasserstoffatome bezeichnet.,
Zur Konstruktion diskreter Strukturen miissen wir in vielen Fillen im Prinzip alle
Maglichkeiten durchlaufen. Solche Suchen werden im allgemeinen mit Hilfe einer depth-
first Prozedur, genannt Backtracking verwirklicht.
1.2.13 Aligemeine Backtrackprozedur. Unsere allgemeine Problemstellung lifit sich
folgendermaBien formulicren:
Wir suchen alle Tupel (), x4, ..., ,). dic einer Bedingung P, (x1, 5. ..., 7,,) geniigen. Beim
Entwurf cines Backtrackalgorithmus miissen wir fiir alle £ = 0,....n — 1 Zwischenbedin-
gungen P (xy, ..., xx) definieren, so dafl gilt:

Pist(Ty o T, Ty ) impliziert Py, ..., 2i).
Falls also (x1,....2) der Bedingung P nichi geniigt, dann kann anch (i, o)
nicht Py gendigen. Folglich kann dann auch kein erweiterter Tupel (4, ..., die Origi-
nalbedingung P, crfiillen. Die allgemeine Backtrackprozedur berechnet systematisch alie
Lisungen (a1, ..., ), die der Bedingung P, geniigen, indem alle Teillosungen (i, o an).
die P erfidllen, in Betracht gezogen werden:

1.2.14 Algorithmus: Backtracking

(1) k:=0.

(2) Berechnen der Nachfolger: (Pi(xy, ... 2x) ist erfiillt.)
Sk = A2kt P ot (®ra e B Tg) gilt 1

(3) Falls |Si| = 0. gehe zn (6).

(4y  Wihle i € Si, Sp o= Sp \imgyp, b= b+ 1L

(5)  Falls k < n, gehe zu (2). sonst gebe (@, .....,) aus und gehe zu (6).
(6) & :=k—1. Falls k > 0, gehe zu (3), sonst beende die Suche.



1.2.15 Aufwandsabschitzung. Da die Zeitkomplexitit von Backtrackalgorithinen mei-
stens nicht bekannt ist, ist es in einfachen Fillen praktikabel. die Laufzeit des Algorithmus
mit Hilfe der sog. Monte Curlo Methode abzuschiitzen ([28]). Diese Methode hesteht dar-
in, einen (oder anch mehrere) Aste des Suchbanms zu durchlaufen und die Laufzeil dann
hochzurechnen. Voraussetzung ist allerdings, daff die Gestalt des Suchbawms hinreichend
gut bekannt ist, so dall cine relativ genaue Vorhersage des Zeitaufwands moglich wird,
Insbesondere bei der Konstruktion molekularer Graphen mit vielen zusitzlichen Neben-
bedingungen kann iiber die Struktur des Suchbaums meistens keine Aussage pemacht
werden, so dal} eine sinnvolle Aufwandsabschidtzung leider nicht méglich ist.

1.2.16 Definition:
Scien X, Y Mengen. Unter einer Restriktion R auf Y verstehen wir eine Ahbildung

R - VEY) 5 {WAHR, FALSCH}

Das heiBt, R({f)=WAHR, falls f € ¥Z mit Z C X die Restriktion R exfiillt.

Seien X, Y Mengen und M'B # ) eine Menge von Restriktionen auf Y. Gesucht seien
alle diskreten Strukturen f € ¥¥, die den Restriktionen aus N'B geniigen.

Eine sehr einfache, aber meist auch schr ineffektive Vorgehensweise besteht darin, muichst
alle f € V¥ »u konstruieren und dann im Nachhinein zu priifen, ob die Restriktionen ans
NB erfiillt sind.

Um einen Konstruktionsalgorithmus evtl. zu verbessern, miissen dic Restriktioneu ans
NB nilker betrachtet werden.

1.2.17 Definition: )
Seien X, Y Mengen und f € Y'Y, Sei Z < X und g € Y7, g heifit Anfangsstick von [.
falls g{z) = f{z) filr alle z € Z. Umgekehrt heiff j dann Fortsetzung von g.

—Ist ¢ Anfangsstiick von f, so schreiben wir: ¢ C f.
- Ist f Fortsetzung von g, so schreiben wir: f D g.

1.2.18 Definition:
Selen X, ¥. Z Mengen mit Z ¢ X und R eine Restriktion auf Y. R Leifie hopsistent.
falls fiir alle f € ¥¥, ¢ € Y7 mit f D g gilt:

R(g) = FALSCH = R(f) = FALSCH.

Andernfalls heife R inkonsistent.
Die Bezeichnung _ konsistent wurde von Colbourn, Read ([13]) eingefiihrt.

1.2.19 Beispiel:
i) SeipeNund X == plL Y == {0,1}, 8 € Nmit 4 < ¢ < p und R vine Restriktion
anf Y. R sei definiert durch

| WAHR, falls f Taillenweite > # hat.
RUY = { FALSCH, sonst.

Dann ist R konsistent.



i) Seip € N und X = Py := {0,1} und R eine Restriktion auf Y% R sei definient
durch
R = WAHR,. falls f einen Kreis der Linge 5 enthalf.
7T ] FALSCH. sonst.
Daun ist. R inkonsistent.

Hiufig funktionicren Konstruktionsalgorithmen fiir diskrete Strukturen nach dem Selie-
ma, zu cinem gefundenem Anfangsstiick alle moglichen Fortsetzungen zu bereehnen. Sind
die Restriktionen in /B konsistent, so liegt der Gedanke nahe, schou wihrend der on-
struktion der diskreten Strukturen in gewissen Absténden zu priifen, ob die Restriktionen
aus A B fiir das aktuclle Anfangsstiick A alle erfiillt sind, da man andernfalls |4 verwerfen
kaun.

1.2.20 Bemerkung:

Méchte man cine Restriktion schon wihrend der Generierung priifen. so ist klav, dafi
man im Einzelfall abwiigen mufi, ob sich dieser Zusatzautwand lohnt. Generell sollte man
v wsehnelle® Tests withrend der Generierung verwenden, jedoch kann man das natiivlich
nicht verallgemeinern.

An dieser Stelle sei noch erwiihnt, daB unter gewissen Voraussetzungen auch inkonsistente
Restriktionen withrend der Generierung geprift werden und w.U. zu erheblichen Geschwin-
digkeitssteigerungen fiithren kénnen. Denn seien X, Y, Z wiederum Mengen mit Z € X
und R eine inkonsistente Restriktion auf Y. Dann folgt fiir f € YV, g€ Y7 mit f D g
und R{y) =FALSCH nicht automatisch R(f) =FALSCH. Eventuell liifit sich aber mit
geringem Zusatzaufwand erkennen, daf} im vorliegenden Fall trotzdem R(f)==FALSCH
folgt. Man sollte sich also die Mithe machen, auch inkonsistente Restriktionen dihinge-
hend zu uutersuchen.

2 Simskette und Labeled Branching

Zur Darstellung von und zum Rechnen mit Permutationsgruppen kleinen Grades i Com-
puter bedienen wir uns der Hilfsmittel Simskette und labeled branching, Wenu man mit
Homomorphieprinzip wnd ordnungstrener Exzeugung arbeiten machie, so mufl man anf
diese Grundlagen zuriickgreifen konnen. Zum besseren Verstiandnis der folgenden Kapitel
ist es von Vorteil, wenn man mit den Begriffen Simskette und labeled branehing wimgehen
kann. Aus diesem Grund seien die folgenden Algorithmen hier noch einmal vorgestellt.
Eine Implementation dieser Algorithwen wurde z.B. in [29] vorgenotmmen: vom Autor
wirden die Algorithmen aullerdem zwecks Verwendung im MOLGEN Generator in C'++
implementiert.

2.1 Berechnen aus Erzeugern

Die Gruppe ¢ < S, operiere in kanonischer Weise anl der Menge 2 := {1....»n}. kwoz
GO und 7 = 7.7, sel eine Anordnung der Punkte von 2. G = Co{lm, o o)

fiir alle 2 = 1. . Unter der Simskette 46] von G heziiglich 7 versicht man die Unter-
gruppenkette
G =00 >aW> >N s 0 = {id).

S C (G heifit starkes Evzengendensystem von G begl, 7, falls



Vi=1l..,n: GY = (§nGWY),

— Ein branching auf £2 bzgl. 7 ist eine Menge von gerichieten Baumen mit Kanten der
Form (m,m;), i< j.
- Ein branching B heifit labeled branching fiir G [24] bzgl. 7, falls jede Kante (7,7, mit
ciner Permutation o, ; markiert ist, und folgendes gilt:
i) oy € G and w0 =,
i) Die Menge aller a, ; erzeugt G. a; ; heifit auch Kantenmarke von 7 in B3,
m; heiBt dann Vater vou ;.
- Ein labeled branching B heifit vollstindig, wenn aufierdem gilt:
Falls 7, € 7", dann existiers ein gerichteter Plad in 2 von m; nach .

Wir markieren zusétzlich jeden Knoten 7 mit einer Permutation 7,, wobei 7, das Produk:
der Kantenmarken von 7, nach , ist. ( 7, ist dabei die Wurzel der Zusammenhangskom-

ponente, die m; enthilt). Ist 7; selbst Wurzel, so setzen wir 7, = ¢ 7, heiit anch
Eckenmarke von #;. Weiterhin sei parent(j) := k, falls mp der Vater vou = ist. Ist 7,
Wurzel, so sei parent(j) = j. Fitr die Speicherung ciner beliebigen Gruppe G < S, als

labeled branching benétigt man also 2n Permutationen der Linge n.

2.1.1 Bemerkung:
Sei B labeled branching fiir G4+ und T4 sef eine Transversale von G/ (/0= it
1 <4< n Dann gilt:

bt € T = [t £ 4y +=> 7l £ 7b),

2.1.2 Prozedur: SimsToLabru

Sei B labeled Lranehing fiir G und T4+ sei eine Transversale von GU' 7 (U1 iy
1 < i < n Wir fiigen in B evtl. zusatzliche Erzeuger cin, so dali B anschilicBiond 7%
reprisentiert:

(1) Firalle te 70t tue
(2) Wille j so, daf§ =, = 7!
(3) Falls parent(j) = j
(4) parent(j} :== i
(5) 0 =1
ende

ende

(6) Multipliziere von den Wurzeln abwirts und passe so

sukzessive die Eckenmarken an.

Eine wichtige Aufgabe ist es, zu gegebenen Erzeugern {p), ... .} ciner Grppe ¢ <0 S, ei-
ne Darstellung als Simskette bzw. labeled branching <u finden. Drer im folgenden besehyjo-
bene Algorithmus hat Zeitkomplexitit (%) und sollte deshalb wolliiberleat vorwoended
werden. Die im Ralunen dieser Arbeit entstandenen Computerprograanme benntzen diesen
Algorithmus deshally nur, nm Gruppen. die in Form von Erzeugern eingeselien werden,
beim Programmstart. in labeled branchings nmpzurcchnen.

Nach 2.1.2 gendigt es. cine Simskette
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G =GM>G®> .. >6"N>G" =({(d)}.

von G samt aller Transversalen U; von G in GU=Y zu berechuen (i = 2,....n)
2.1.3 Prozedur: Aufbau cines Branchings

Fiir 7 := 2 bis n tue

(1) Verwende Erzeuger von GU ! um U; zu berechnen (2.1.4).
{2 Berechne eine Menge M; von Elementen aus G
mit (M;) = G% und [M;| < n® (2.1.5).
(3) Berechne aus M, eine Menge M, mit (M) = (M;) und || < n (2.1.6).
ende

2.1.4 Prozedur: Berechnung von Nebenklassenreprisentantien
Es bezeichne A die Baln von GU=Y die i enthiilt. Eingabe sei eine Menge I8 von Erseugern
von GU-Y Wir berechnen A zusammen mit einer Transversale U; von G100 iy ¢V -1,

(1)
(2)
(3) = id,
(4) Solange S #{}, tue
(5) Wihle j € 8.
(6) Entferne j aus S.
(7) Fir 7€ K tue
(8) ks
9) Falls k¢ A:
(10) Uilk] = Uilj] o .
(11) A= Au{k}.
(12) § = SU{k}.
ende
ende
ende

Es wird cinfach jeder Erzeuger auf jedes Element der Bahn angewender. Dic Nebenklas-
senreprisentanten werden anfmultipliziert.

2.1.5 Berechnung des neuen Erzeugendensystems: (Schreicr)
Sei A ein Erzeugendensystem von GO A die Bahn von G~V die i enthiilt. und
{or : k € A} cine Transversale von GO in GO, Es gelte 4% = k fiir alle k € A und
o; = ul. Dann ist

K = {7y :m €K, jke A, j* =k}

ein Erzeugendensystem von G, Die Elemente von K heifien Schreiererzenger.

Beweis:
Sei o = 5 ... 8, cin Element aus G, mit s; € K fiir alle j. Wir definieren &, := [[} | 5
nund wy = % fiir alle £ = 1, ..,¢ — 1. Dann kinnen wir schreiben:

o = (05107, )00 92000 ) - (O 80077 )-



) sonst

) Fiige die Kante (j, k) mit der Kantenmarke 7 in B ein.
) o= sl

) Entferne die Kante (m, k) aus B.

) Aktualisiere die Eckenmarken.

) sifin)

ende

Nach Zeile (4) stabilisiert 7 einen Punkt mehr als zuvor, also kénnen die Zeilen (2)-()
héchstens ri—~ 1 mial durchlaufen werden und haben damit Aufwand O(n?). Ebenso haben
die Zeilen (6)-(7} und Zeile (10) Aufwand O(n?). Bevor also evtl. sift rekursiv anfgernfon
wird, wurde Aufwand O(n?) benbtigt.

In den Zeilen (12)-(15) gilt: (k — j) < (k —m), also wurde die Summe der Kantenlingen
von B verringert. Da dic maximale Summe der Kantenlingen n(n — 1)/2 hetriigt, kaun
sift fir alle Erzeuger aus M; zusammen hochstens O(n?) mal rekursiv gernfon werdey
Aus | M;] = Ofn?) folgt, dalf sif# insgesamt O(n?} mal gerufen wird. Somit heustigen wir
fiir das Siften der Erzeuger Anfwand O(n')

2.2 Basiswechsel
Zu einem labeled branching B fiir (¢ zur Basis
ciff= S TN SR SR S0 ML (SR,

soll ein labeled branching B liir ¢ zur Basis
























































































































































































































