communications in mathematical

m@{f@h no. 37, March 1998

and in computer chemistry

ISSN 0340-6253 MATCDY (37) 179-1%93 (1998)

ZUR MATHEMATISCHEN MODELLIERUNG
VON RAUMMODELLEN CHEMISCHER
MOLEKULE

Renate Jaritz
Fachhochsehule Jena, Fachibereich Grundlagenwissenschalften
Tatzendpromenade 1h, D-07715 Jeua
25. Oktober 1997

Zusammenfassung

In this paper a new method of modelling stereoisomers is developed. Tt combines
methods and results from algebraic combinatories with ideas and tools of geometry

and diserete mathematics. We propose an algorithim which uses as input a molecular

graph and its automorphism group. The output are lists of sign-vectors arranged in
equivalence classes. This chirotop-classes exactly describe all configurational isoiners
of the given molecule. Spatial models can derived as well as information on possible
biological or pharmalogical activity. The algorithm and the results are illustrated

by some examples.

1 Einleitung

An der Weiterentwicklung der Hilfsmite] (i die Strukturan(kldvung chemischer Snb
stanzen besteht nach wie vor groBes Interesse. Mit 1ille von Computerprogranunen (2.1,
MOLGEN [3, L) kénnen zu gegebener Summenformel die Bindungsgraphen aller mdglhi-
chen Isomere bestimit werden, wobei anch Nebenbedingungen wie Teilstrukinren oder
RinggroBen beachtet werden kénnen. Bei verschiedenen, insbhesondere anorganischen Sub
stanzen ergeben sich cinige physikalische und chemische Figenschaften jedoch erst ans des
riwmlichen Anordnung der Molekiilbestandteile. Am bekanntesten st e als optische Ak
tivitit bezeichnetes Phiinomen. das 2.3, bet Zucker beobachiet werden kann: Die Schwin
gungsebene polarisierten Lichtes wird beim Durchgang dureh zawer verseliiedene Proben
in entgegengesetzte Richtungen um denselben Betrag gedreht. obwohl beide Substanzen

gleiche chemische Zosanmmensetzing haben d gleiche Bindimgsverhihnisse vorlicaen
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Ursache ist die unterschiedliche Anordnung der Molekiilbausteine im Raum. Bei vielen
korpereigenen Stoffen des Menschen entscheidet die geometrische Gestalt der Molekiile,
d.h. ihre KNonfiguration dariiber, ob sic biologisch aktiv sind bzw. welche Wirkung sie im
Korper haben. Die Konfigurationsisomere einer Molekiilkonstitution kénnen inzwischen
ebenfalls mit 1ilfe von Computerprogrammen vollstindig erzeugt und visualisiert werden,
siche [24]. Eine ausfithrliche Darstellung der mathematischen Methoden und Algorithmen
wird in [19] und [20] gegeben.

Die Weiterentwicklung der mathematischen Grundlagen und Modellvorstellungen fir die
Beschreibung hzw. Bestimnmng von Konfigurationsisomeren steht im Mittelpunkt dieser
Arbeit. Ansgangspunkt sind molekulare Graphen und die zugehérigen Automorphismen-
gruppen. Beziiglich ihrer Frzengung sei aufl [19, 20, 24] verwiesen, wo das Problem der
Strukturanlklarung mit Hilfe der Theorie der Gruppen-Aktionen und Doppelnebenklas-
sen behandelt wird. Der nachfolgend vorgestellte Ansatz kombiniert diese Ergehnisse mit
der mathematischen Beschreibung von raumlichen baw. gcometrischen Strukturen mit
Iilfe von Chirotopen ([6, 7, 8]). Die Modellierung von Molekiilstrukturen auf der Ba-
sis des Bindungsgraphen [ihrt zu einer Einschriankung der (insbesondere fiir praktische
Belange zu umflangreichen) Datenmenge des ganzen Chirotops auf die fiir die Bildung
von Konligurationsisomeren entscheidenden Zentren, Dadurch wird die raumliche Plazie-
rng der Molekiilbestandteile durch eine ebenso knappe wie anschauliche mathematische
Stuktur modelliert. Die Wirkung der Automorphismengruppe des molekularen Graphen
aul passende Chirotop-Strukturen ergibt eine Einteilung in Klassen, die die Konfigurati-
onsisomere vollstindig charakterisieren. Das liefert nene algorithmische Ansitze fir die
Frzengung und Abzihlung ven Stereoisomerer. Die unmittelbar zu entnehmenden Infor-
mationen tiber die Geometrie des Molckiils erleichtern zudem seine Visnaliesierung. I
Unterschied zu dem in [10] vorgestellten Ansatz ist dabel zur Bestimmung der raumlichen
Anordnung keine Kenntnis der inneratomaren geometrischen Parameter wie Bindungs-

abstinde nnd Valenzwinkel erforderlich.

Die Chirolopklassen ermdglichen die vollstindige Beschreibung von Meso-Formen und

Inantiomeren, die fiir eine eventuelle optische bzw. biologische Aktivitidi verantwortlich
sind. Eine Kombination der neuen mathematischen Techniken der kombinatorischen Che-
mie {2122, 23]) mit den in dieser Arbeit entwickelien Methoden zur Charakterisierung
der Raumstrukturen chemischer Molekille kénnte z.B. in der Arzneimittelforschung die

Vorhersagen zu pharmakologischen bzw. toxischen Effckten erheblich prazisieren.
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2 Modellierung des Bindungsgraphen

In diesem Abschuitt werden zunichst die benétigten Definitionen und Bezeichnungen zu-

sammengestellt ([19. 14]).

IFiir beliebige nichtleere Mengen X und ¥ sei Y* dic Menge aller Abbildungen o : X — Y
von der Menge X in die Menge Y. Fiir eine beliecbige natiirliche Zahl n > 0 definieren wir
mi={ L n) und (%) =i g} LiSity <in},

Ein nummerierter m-Graph mit p Punkten ist eine Abbildung ~ : (g) — {0.1....,m}.
Dabel bedeutet y({z,7}) = k. daBl die Punkte ¢ und 7 durch cine k-fache Kante mitein-

ander verbunden sind; ist 4({z,7}) = 0, so sind dic Punkte unverbunden.

Besteht cin Molekil aus n verschiedenen Elementen, so heiien die Abbildungen 4 € n?
Beschriftungen von 4, wobei verlangt wird, da8 fiir jedes ¢ € p die Gesamtzahl der von ¢

ausgchenden Kanten gleich der Valenz des Atomtyps 3(1) ist.

Sind von einem Molekiil die Summenformel, die Art der Bindungen und die gegenseitige
Verkniipfung der Atome bekannt, so kann man den Bindungsgraphen aufzeichnen, Wir
sprechen dann von einem Konstitutionsisomer baw. von einem Molekiil gegebener Konsti-
tuiion. Zu einer Summenformel gibt es hiiufig mehrere (bei groBen Molekiilen eventuell
sehr viele) Konstitutionsisomere. Kin Molekiil gegehener Konstitution kann als molekula-

rer Graph M = (v, 8) € {0,1,.. ., lr,}(g) x i beschrieben werden.

Bindungsgraphen, die durch eine Umnummericrung der Punkte auseinander hervorgehen.
beschreiben dasselbe Konstitutionsisomer. Permutationen der Punkte emes molekularen
Graphen, die Bindungsverhiltnisse und Beschriftungen respekticren, werden deshalb als
Automorphismen angeschen.

Es sci M = (v,

pe aller Permutationen der Menge p = {1,.... p}. Vir# € &, sci 7y := yo =" und

#) ein molekularer Graph mit p Punkten und &, bezeichne die Grup-

wf = For h Damn ist A(v,8) = {z € S, : 7y = 7, 73 = 4} eine Grappe, dic die

Automorphismengruppe des molekularen Graphen M = (v, ) genannt wird, siche [19).
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3 Beschreibung von Konfigurationsisomeren durch
Chirotope

Uinter der Konfiguration cines Molekiils (gegebener Konstitution) versteht man dic rium-
liche Lage der Atome zueinander. Fiir jede Koufiguration eines Molckils M = (+,5)
entsprechen den Punkten 7 € {1,..., p} des molekularen Graphen Punkte z, des R, die
durch ihre Koordmaten r,;. 2., 2 beschrieben werden kénnen. Es set X = {1...., ).
Dann kann die Konfiguration von M durch dic folgende Punktion y : X1 — {—,0.4}
charakterisiert werden (vergl. [6]):
1 1 1

Piir (4,7, &, 1) € X* sci x(i, j, k,0) 1= sgnder | ©10 T w0
Typ Xjy dgy A2
iy Ty Les I3

Dabei ist y(2.7. k. {) = 0, [alls die Punkte . j. k. in ciner Fbene liegen.

Die Funktion y heibt Chirotop aul X und das Paar (X, y) wird als orientieries Matro-
id bezeichnet. Zur Rolle der Chirotope in der Stercochemie sei auf die Literatur [6. 7)
verwiesen, fir die aligemeine Theorie der Matroide bzw. orientierten Matroide v.a. auf
[1.15. 16, 17, 18] bzw. [2, 4, 5, 8, 9]. Die fiir dic Molekiilgeometrie erforderlichen Begriffe
und Zusammenhange werden nachfolgend erldutert. Sie ergeben sich aus den Eigenschaf-
ten des Determinantenfunktionals.

Alle folgenden Aussagen bezichen sich aul Punktmengen im R* nund nach der obigen
Vorschrift gewonnene Chirotope. Auierdem werden nur Molekiile bzw. Konfigurationen

betrachtet, bei denen nicht alle Atome in einer Ebene licgen.

Eigenschaften von Chirotopen im R*

(C1) Die Chirotop-Funktion ist nicht identisch 0.

(C2) Es sei B = {{i.j,k,{) € X"t x(i.j, k1) # 0}. Dann geniigt B der STEINITZschen
Austauscheigenschaft und bildet die Menge der Basen cines Matroids (X, B) vom Rang 4
aul X. Fiir cin ortentiertes Matroid M = (X, x) witd M = (X, B) das zugrundclicgende
Mutroid genannt.

(C3) Da die Determinantenfunktion alternierend wirkt, ist auch die Funktion y alternie-
rend. L. fir alle o € 55 gilt (o). day) = sgula)x(i, . 1)

Folgerung: Basen bestehen immer aus vier paarweise verschiedenen Punkten. Ein Chiro-

Ltop ist schon durch die Angabe der Werte anl der Menge B := {(4... .. e B <
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1y < 13 < 14} eindeutig bestimmt.

(C4) Jede Permutation von X wirkt in natiirlicher Weise auf ein Chirotop x @ X* —
{=,0,+}: Fiir beliebige (i.7,k,{) € X" und 7 € Spist Ty = x 0 =71, d.h. es gilt
axli i k) = x(r (@), 7L G). 7L (k). =N (1)).

Man beachte, daB La. mx(i, 7, k. 0) # sgn(z=")x(2, 5, k, 1) gilt, da das Signum der Ein-
schrankung einer Permutation auf Quadrupel von Punkten vom Signum der Permutation
selbst verschieden sein kann.

(C5) Es sei a eine Aflinitat mit ¢(X) = X und M, dic zugehoripe Abbildungsmatrix.
Dann ist a insbesondere eine Permutation von X und es gilt: ax( ) = sgn(det(M,,))-x(B)
fiir jede Basis B von (X, x).

Eine Bewegung & des R? mit a(X) = X wird eine Symmetric von (X, x) genannt. Die
zugehorige Matrix M, ist orthogonal und es gilt: « ist genau dann eine Drehung, wenn
det(M,) = +1 ist; e ist (Ebenen-) Spiegelung genau dann, wenn det(M,,) = —1 isl.

Fiir ein belicbiges Chirotop auf X gilt demnach: Ist o eine Drehung, so ist ax = y: ist o

cinc Spiegelung, so ist ay = —x.

Als besonders wichtig fiir die Molekiillgecometric erweisen sich orientierte Matroide von

folgendem Typ: Fs seien xy....,z4 die Eckpunkte eines regelmiBigen Tetraeders im R,
z; ist der Mittelpunkt des Tetraeders und x das zugehirige Chirotop auf X = {1,....: 5}.

T = (X.x) wird dann cin Mittelpunkts- Telracder oder kurz cin M-Triraeder genannt.
Die Symmetrien eines M-Tetraeders, die den Mittelpunkt fest lassen. spiclen eine wichtige

Rolle fiir die weiteren Untersuchungen.

Lemma /st (X. x) ein M-Telraeder mat Miltelpunki m € X, so gill fir jede Permutation
w € Sy, die m fest lifit: =y = sgn{w)- x.

Beweis. Wir setzen (7 = {r € Sy : x(mn) = m}. Dann ist (i einerseits isomorph zur Si. An
dererseits ist jedes m € (J eine Symmetrie des M-Tetraeders 7. Auberdem gilt: o ist genau
dann cine Drchung (bzw. Spiegelung), wenn sgn(r) = + (bzw. sgn(r) = —) ist. Daraus
ergibt sich zusammen mit (C5) fiir jedes (7,7, k.0) € X ox(i. 7. k. 8) = sgn(x)-x(1, 7, k. 1).

Als Folgerung crhilt man:

Satz 1 Fir jedes M-Tetracder T = (X, x) und jede Permulation = € Sy, dic den Mit-
telpunkt von T fest lafit, gill =y = +x.

In cinem M-Tetracder T = (X, y] bilden je vier verschiedene Punkte cine Basis des zu-
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grundeliegenden Matroids 7, d.h. 7 ist das uniforme Matroid Uy 5. Fir X = {1,...,5}ist
dann B® = {(1,2,3,4),(1.2,3,5). (1.2,4.5),(1,3,4.5), (2.3,4,5) }. s zeigl sich, daB unter
allen moglichen Chirotopen fiir (/45 im wesentlichen nur cin einziges dic Konfiguration

emes M-Tetraeders beschreibt.

Satz 2 I's seir T = (X, y) ein M-Tetracder, X = {1,...,5} und 5 der Mullelpunkt von
T. Dann ist y = +yo. wobei xo durch folgende Tabelle gegeben ist:

BeB|(1,2.3.4) (1.2,3,5) (1,2.4.5) (1,3,4,5) (2,3.4.3)

wh) |+ + = + =

Beweis. Je drei verschicdene Punkte i, j, & aus X spanncn im R? eine Ebeune £ auf. Die
restlichen zwei Purnkte a,b € X'\ E liegen in demselben offenen Halbraum von E. Dann
gilt x(z, 5 h.a) - x(e, g k. 6) = 1 (vergl. [12. 13]). Fiir ein M-Tetracder mit Mittelpunkt 5
ergibt sich: x(1,2,3.5) = x(1,2.3,4), x(1.2,4,5) = x(1,2,4,3), x(1,3,41,5) = x(1,3,4,2)
und x(2,3,4,5) = x(2,3,4.1). Wegen x(1,2,3,4) € {+, -} folgt daraus susammen mit
(C3) die obige Tabelle.

Bemerkung. Der Beweis macht klar, daB8 dic Voraussetzung der Regularitit des Tetraeders

entbehrlich ist.

Da sich unter den Voraussetzungen von Satz 2 alle Werte x(B) bereits aus x(1,2.3.4)

berechnen lassen, ergibt sich zusammen mit Satz 1:

Satz 3 Das Chirolop eines M-Tetraeders (X, x) mil Mittelpunkt m st bereits durch den
Wert x(i. g, k0 mit {e.g, k1) = X\ {m}, (1.4, k1) € B eindentig fesigelegt.

Erste Informationen iiber die raumliche Lage der Molekiilbestandteile ergeben sich schon
aus dem Bindungsgraphen (Ringstrukturen, Verzweigungen. Doppelbindungen) und der
Kenntnis moglicher Grundstrukturen entsprechend der Valenzen (lineare Anordnungen,
chene Polygone, M-Tetracder, Bipyramiden). Zum Beispiel ist bekannt, daB sich die (ein-
lach gebundenen) Liganden eines vierwertigen Atoms so im Raum ausrichlen, daf sie an
den Fcken eines regularen Tetraeders sitzen, in dessen Mittelpunkt das Zentralatom sitat.
Das M-Tetracder bzw. die Chirotope 4 xp beschreiben solche (Teil-) Konfigurationen.

Die Kombinationsméglichkeiten fiir die raumlichen Anordnungen der Liganden an den
Stercozentren sind entscheidend [ir das Auftreten von Stereoisomeren, da sie die geo-
metrische Gesamtkonfiguration, d.h. das orientierte Matroid des Stereoisomers bereils

weitestgehend bestimmen. Von diesem anerkannten Prinzip der Stereochemie ausgehend



betrachten wir im folgenden nicht das gesamte Chirotop, sondern nur die Werte fiir die
Ligandenbasen der Stereozentren. Dieses ‘Teil- Chirotop bezeichnen wir als Rumpf- Chi-
rotop.

Bemerkung: Die genaue Untersuchung der Frage, fiir welche Typen von Bindungsgraphen
das Rumpf-Chirotop eines Isomers das (Gesamt-) Chirotop eindeutig bestimmt, ist ein

interessantes (offencs) Problem.

Es werden hier nur Molekiile betrachtet. bei denen sich das Auftreten von verschiedenen
Konfigurationsisomeren mit Iilfe von 4-wertigen Atomen (Zentren der Koordinationszahl
4) erklaren laBt. Die Menge R € X dieser Zentren wird als Rumpf des Molekiils bezeich-
net. Fiir jedes 1 € R sei L; := {{ € X \ R : v({:.1}) # 0} dic Menge der Liganden des
Zentrums i. Bemerkung: Abweichend von [19] werden die Punkte und nicht die Atome
oder Teilmolckiile, mit denen sie gemifl 3 beschriftet sind, als Liganden betrachtet. Ele-
mente des Rumpfes (C-Atome), zwischen denen Doppelbindungen bestchen, miissen bei
diesern geometrischen Modell als ein cinziger Punkt betrachtet werden. Als Liganden eines
solchen "Mehrfachzentrums® erscheinen dann die nicht an den Doppelbindungen beteilig-
ten Liganden der urspriinglichen Zentren. Zur Erlauterung betrachten wir das folgende

Teilmolekiil: o .
Modifizierter Teilgraph:

AT o
1 1

i

[ ]
D

g

4(3) = B(4) =C x={3.4) € R. A(z)=C, L, ={1.2,5.6}

Die weitcren Untersuchungen werden fiir molckulare Graphen gefiihrt, dic in der obigen
Weise modifiziert wurden und die folglich keine Doppelbindungen enthalten. AuBerdem
wird stets |L,| = 4 vorausgesetzt.

Es sei X; := {t} U L;. Wir bezcichnen mit M; = (yx,, 8yx,) den zugehbrigen Teilgraphen

des molekularen Graphen und mit x; die Einschrinkung des Chirotops aul X;.

Definitionen

a) Ein Chirotop y : X* — {—,0,4} aufl X heift passend zu cinem molckularen Graphen
M(X) mit dem Rumpl £ C X, wenn es einen Automorphismus = von M(X) gibt, so dafl
fiir ¢ € R stets my; = +xo gilt.

Mit C(M) wird die Menge aller zu M passenden Chirotope bezeichnet.

b) Es sei M ein molekularer Graph mit der Punktmenge X und y ein zu M passendes
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Chirotop auf X. Dann heifit M = (M, x) cin Konfigurationsisomer oder kurz cine Konfi-

guration von M.

I jedes 3 € B nennen wir 13 = ({;...., {y) die Ligandenbasis von j, falls (4, ..., ;) € B°
und {{...., L4} = L, die Menge der Liganden von j ist. ['s sei £ := {L, : © € R} die Menge
der Ligandenbasen des Rumpfes R. Nach Satz 3 ist jedes zu einem molekularen Graphen
M passende Chirotop bereits durch die Werte ¢, := y(B,) auf den Ligandenbasen B; € £
des Rumpfes eindeutig bestimmt und x ¢ ist das Rumpf-Chirotop. ln weiteren wird unter

dem Chirotop eines Molekiils stets das Rumpf- Chirolop verstanden.

4 Chirotopklassen und die Chiralitit eines Molekiils

Zwei Konfigurationen eines Molekiils werden als gleich angesehen, wenn sie sich durch
cine Drehung des ganzen Molekiils oder um Einfachbindungen zur Deckung bringen las-
sen. s sei Dy die Menge aller Decktransformationen einer Konfiguration M = (M. x).
Jedes a € Dy induziert einerseits einen Automorphismus 7, des molekularen Graphen
und wirkt in natiirlicher Weise auf das Chirotop. Damit 1a8t sich die Gleichheit zweier
Konfigurationen folgendermafien beschreiben:

Es st (M. yq) = (M, x2) genau dann, wenn es ein 7 € A(M) gibt, so daB =y, = y ist.

Bemerkung

Es gibt molekulare Graphen, fiir die sowohl y als auch —y dieselbe Konfiguration erzeugen.
Gilt z.B. fiir die Beschriftung des molekularen Graphen eines M-Tetraeders ({1.....5},x)
mit Mittelpunkt 5, daff 3(1) = 3(2) ist (d.h. dic Plitze 1 und 2 sind mit den gleichen
chemischen Elementen belegt), so ist # = (12) € S5 ein Automorphismus von M und es

gilt Ty = —x.

Fiir Satz 1.16 aus [19] ergibt sich ein neuer Beweis, der die Beschreibung von Konfigura-

tionen durch Chirolope benutzt.

Satz 4 Em molckulaver Graph M mil einem vierwerligen Atom als Rumpf hat genau

dann mehr als eine Konftguration, wenn die Beschriftung 3 injektiv isi.

Beweis. 1. Das orientierte Matroid cines molekularen Graphen M mit einem vierwertigen
Atom als Rumpfist ein M-Tetracder (X, x) mit X = {1,...,5}. Es sei m € X der Mittel
punkt des M-Tetracders. Dann gibt cs cine Permulation # € S; mit m(ra) = 5. Nach Satz

st my = £ und nach Satz 2 gilt 7y = £, Folglich ist x = L yp und M hat hochstens
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zwei verschicdene Konfigurationen. My = (M, x) und M, = (M, —x) sind gleich, wenn es
einen Automorphismus = € A(M) gibt, firr den 7y = ~y ist.

2. 3 sei injektiv. Dann ist 7y = idy der einzige Antomorphismus von M. Wegen myx = y
sind My und M, dann verschieden.

3. Es seien M; und M, verschieden. Nehmen wir an, daB 3 nicht injektiv ist. Dann gibt
es i,y € X\ {m} mit 3(:) = 3(j) und 7 = (i7) ist cin Automorphismus von M. Nach
dem Lemma folgt 7y = sgn(r)- y = —y und M, und M, wiren demnach gleich, was der

Voraussetzung widerspricht. Also mufl 3 injektiv sein.

Bemerkung. Falls M ein molekularer Graph mit einem vierwertigen Atom als Rumpf ist

und 7 injektiv ist, so hat M genau zwei Konfigurationen.

Zur Bestimmung aller Konfigurationsisomere zu einem gegebencn molekularen Graphen
ergibt sich damit folgende neue Methode:
1. Bestimmung aller passenden Chirotope;
2. Finteilung in Klassen, wobei zwei Chirotope dquivalent sind. wenn sie das gleiche Kon-

figurationsisomer erzeugen.

Definition
Zwei zu M passende Chirotope x; und x; heifien dquivalent (x; ~ v2), falls (M, x;) =
(M, x2) gilt.

Folgerungen

L Fiir y1,x2 € C(M) gilt: x; ~ xz <= Im € AM) (701 = xz2)

2. ~ ist eine Aquivalenzrelation aul der Menge C(M) aller zu M passenden Chirotope.
Die Aquivalenzklassen [y] € C(M);. werden Chirolopklassen von M genannt. Thre Ge-
samtheit C(M) = {[x] : x € C(M)} bildet die Chiralitit von M (siche [6]).

3. Lin Konfignrationsisomer M bzw. eine Konfiguration eincs Molekiils M ist also genauer
ein Paar (M, [x]) mit [x] € C(M).

Damit ist klar, daB zwei Konfigurationen genau dann verschieden sind, wenn ihre Chivo-
topklassen verschieden sind, d.h. es gilt:

Satz 5 Alle wesentlich verschiedencn Kounfigurationsisomere eines Molekiils werden dureh
seine. Chiralital reprisenticrt.
Es sei M ein molckularer Graph. Fiir eine effektive Bestimmung der Konfigurationsisomere

ist es ausreichend, anstelle des ganzen Rumpfes R (hier: Zentren der Koovdinationszahl 1)
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nur die Menge R* = {1;... .. is} € R der Stercozentren sowie darauf passende Chirotope
zu betrachten. Zur Bestimmung der Stereozentren vergl. [19].

Iis branchen nur solche Automorphismen von M untersucht werden, die Stereozentren
wieder auf Stereozentren abbilden. Sie bilden cine Untergruppe A*(M) = {z € A(M):

T{R*) = R*} von A(M). Damit ergibt sich als Aquivalenztest fiir zwei Konfigurationen:

Satz 6 Zwei Chirolope x1,x2 € C(M) sind genaw dann dquivalent, wenn cs ein 7 €
AT(M) gibl, so dafi mx1(B;) = x2(B;) fiir alle j € R gill.

Ts sei L := (By..... B,). Jedes zu M passende Chirotop x € C(M) kann nach Satz 3 als
Abbildung f, € {+.— ¥ mit (Bi,..., B,) = (x(B1)...., x(8,)} aufgefabt werden: d.h.
es ist C(M) = {+, —}. Chirotopklassen kénnen folglich als Bahnen der Elemente aus
{+, =} unter der Wirkung von Automorphismen = € A*(M) gesehen werden. Damit

haben wir gezeigt

Satz 7 FEs st C(M) = A*(M) \\{+, —}". Die Menge aller Konfigurationsisomere eines

Molekiils wird durch eine Transversale von A*(M) ‘\\{+,—}L reprdsentiert.

5 Beispiele

Beispiel 1 Weinsiure .l8

o Molekularer Graph M(X) mit X = {1,....8) ‘(T;‘;
3(1) = 3(6) = II, 4(2) = 3(8) = OH. 'TTT':;
J(3) = B({7) = COOH, 8(1) = 3((3) = € B

A(M) = {m.mp}

wobei m = (1) (Identitit) und =, = (16)(28)(37)(45)

R* = {4,5)

o 1.= (B, Bs) mit By = (1,2,3,5), B; = (1,6.7,8)

Passende Chirotope: {4+, —}¥ = {(+,+). (+, =), (=, +), (-, =)}

Dann gilt fiir jedes x = (£1,22) € {4, -}

ma(<1,€2) = Ta(x(1,2,3,3), x(4.6,7,8)) = (max(1,2,3,5), m2x(4,6,7,8))
= (x(6.8,7,4), x(5,1,3,2)) = (x(4,6,7,8),x(1,2,3,5))

:(fi,r?l)

Daraus ergeben sich die folgenden drei Chirotopklassen hzw. Konfigurationsisomere:
Cr=A{(+4H} C={(+.-). (D} CG={(--)}

o Chiralitit der Weinsaure: C = {(, 5. (55}
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Beispiel 2 Tetramethylcyclobutan (vergl. 2.11 aus [19]) Ts Tﬁ

o Molekularer Graph M(X) mit X = {1.....4.5.5,....8.8'} ‘;‘Tf}g‘*‘ﬁ-
Bi)=Cfliri=1....: H)=CHyliri=5,....8; '8_—T4—T3— 'T
)= I firi =5,... 8 .y ®yi

A(M) = {m1,..., 78}

wobei 7y = (1) (Identitét), mp = (24)(68)(6'8'). my = (12)(31)(56)(5'6')(T8)(7'8").

74 = (1234)(SETR)(S6TR), 75 = (I3(BTHTT), 76 = (13)(24)(57)(5'T)(68)(6'Y)

2 = (14)(23)(58)(5'8")(6T)(6'T"), 7s = (1432)(5876)(5'8'T'6")

R = {1.2.3.1)

o L=(B,....B)

mit By = (2,4,5,5), By = (1.3.6,6'), By = (2.4, 7.7), By = (1.3,8.8)

Passende Chirotope: {+, =} = {(+,+, +,+), (+. +.+. = )eo s (=, = = 4) (= —.— -1}
Setzt man x = (£1,...,&4) € {+.—]", so ergibt sich z.B.:

0 PPN €4) = (—¢€1,€4, —€3.€2), FalE1a- .. E4) = (£2,81,84.83),

Ta(€1," . .1 €4) = (84, —€1. €2, —€3), USW.

Daraus gewinnt man leicht die folgenden vier Chirotopklassen bzw. Konfigurationsiso-
mere:
Ci={(+: 4+ ) (= =) (= by =) (=== =)
Co={{+.+ ) (+ =) (F = ) (=~ )
Uf(=ststeB)il—iti— =l =rbs =l —— 43}

Ca={(+:+,~, =)= — +,4)}

sl e e
o Chiralitit von Tetramethyleyclobutan: ¢ = {(..... ("}

Bemerkung zu Beispiel 2. Das obige Resultat erméglicht folgende geometrische Deutnng:
Dic Rumplelemente 1, 2. 3,4 bilden einen Ring, der zyklisch durchlaufen wird. Als Elemen-
te der zu j € R gehérenden Ligandenbasis I3, treten der "Vorganger' © = j — 1{modd),
der 'Nachfolger' n = j + l{rod4) sowie ein Punkt & mit 3(k) = I{ und ein Punkt &'
mit (k') = ('Hy aul. Gehit man jeweils von der Basis B, dureh Umordnen der Elemente
zu B! = (v,n, k, k') iiber, so wird dadurch eindeutig cine Permutation o; bestimmt. Wir
setzen & = sgn(a;) - €, fiir j € {1,2,3,4} und berechnen &) = —¢, &), = &2, &, = 3 und
¢y = —&4. Die Transformation der Chirotopklassen auf dieses Basissystem ergibt
=[(—++ =) Ca=[(—++. ) Cs = [(~.+. = +)] und 4 = [(-.—. -.-)].

Mit den Methoden aus [12. 13] 1Bt sich nachweisen. daB die mit. Wasserstofl belegten
Punkte zweier im Ring aulcinanderfolgender Zentren j und ;4 limod1) genan dann aof

derselben Seite des Ringes liegen. wenn =; = &/ ist. (Analoges gilt fiir die mit der Methyl-
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Gruppe belegien Punkte.) Die raumliche Lage der Molekiilbestandteile kann dann cha-
rakterisiert werden und zwar im Unterschied zu [19], 5.194 ohne eine Berechnung von
Koordinaten:

(', 1 Je zwei benachbarte H-Atome licgen aul derselben Seite des Ringes.

5 ¢ Bin II-Atom liegt entgegengesetzt zu den anderen.
'y : Je zwei gegeniiberliegende T1-Atome liegen auf derselben Seite des Ringes.

('y » Alle H-Atome liegen auf derselben Seite des Ringes.

Das Verfahren zur Bestimmung aller Konfigurationsisomere durch die Ermittlung der Chi-
ralitit wurde auBerdem fiir das in [19} bzw. [24] beschriebene halogenierte Cyclobutan-
Derival getestet. wobei der molekulare Graph wegen der auftretenden Doppelbindungen
cutsprechend modifiziert wurde. Auch hier erhilt man einen vollstindigen Uberblick iiber
alle I8 Chirotopklassen und kann analog zu Beispiel 2 bereits daraus detaillierte Informa-
tionen iiber die raumliche Lage der Molckiilbestandteile und damit iiber die Gestalt der

Konfigurationsisomere erhalten.

6 Enantiomorphe Paare und Mesoformen

Man nennt zwei Molekiile cnantiomorph zueinander, wenn sie sich verhalten wie ein Ge-
genstand und sein Spiegelbild. Dagegen spricht man von einer Mesoform, wenn das Mo-
lekiil durch eine Spiegelung in sich iiberfithrt wird. Das kann jetzt mathematisch exakt
gefabi werden. Da unter einem Molekiil genauer ein Konfigurationsisomer M = (M. [x]).
also eine Chirotopklasse eines molekularen Graphen M verstanden wird, untersuchen wir

zunichst die Wirkung einer Spiegelung o € Dy aul dquivalente Chirotope.

Beobachtung.

Sind xi, x2 € C(M) zwei Chirotope mit x; ~ xz, so gilt fiir jede Spiegelung o € Dy:
Qx| ~ axa.

Das folgt wegen ey, = —x, (¢ = 1.2) nach (('5) unmittelbar aus der Definition der Aqui-
valenz fiir Chirotope.

Folglich iiberfiihrt cine Spiegelung stets eine Chirotopklasse wieder in eine Chirotopklasse.
Ist 7 € (M) eine Chirotopklasse von M und = € A(M) so setzen wir 7 := {xy : x €
Chlund =C:={-x:xe C}.

Die obigen Beobachtungen motivieren die folgende Definition:
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Definition

a) Zwei Konfigurationen M, = (M, [x,]) und M, = (M. [x2])) heiBen enantiomorph, wenn
esein € A(M) gibt mit #[x,] = —[x2)

b) Eine Konfiguration M = (M, [x]) ist cine Mesoform. wenn [x] = —(x] gilt, d.h. insbe-
sondere —y € [x] ist.

Als Anwendung findet man fiir die Beispiele: Weinsaure besitzt ein cnantiomorphes Paar,
namlich (€}, (") und 'y als Mesoform. Bei Tetramethyleyclobutan sind dagegen alle
Konfigurationen Mesoformern. Von den 18 Konfigurationen des halogenierten Cyclobutan

Derivats sind 6 Mesoformen, die restlichen 12 bilden 6 enantiomorphe Paare.

7 Schluflbemerkungen

1. Durch die Chirotopklassen bzw. ihre Reprisentanten (Rumpf- Chirotope) wird die
raumliche Lage der Molckiilbestandteile zucinander charakterisiert. Dadurch werden alle
Konfigurationen des Molekiils gecometrisch beschrieben. Fiir die Konstruktion raumlicher
Darstellungen kénnen daran anschliefiend die in [6] vorgeschlagenen Methoden fiir die

Koordinatisierung von Chirotopen eingesetzt werden.

2. Es besteht eine Bijektion zwischen der Menge ('(4.+) \\{0,1}* der Bahnen der Kon-
figurationssymmetriegruppe ((3.7) cines molekularen Graphen M = (4.4) aul {0.1}*
(vergl. 2.23 aus [19]) und C(M) = A* (M) \\{+.- }*

Bei dem hier vorgeschlagenen Ansatz entfallt die Bestimmung der Inversionen. Sie werden

bei der Wirkung der Automorphismen auf die Chirotope automatisch mit beriicksichtigt.

3. Die Erzeugung der vollstandigen Chirotopklassen erméglicht eine schnelle Bestimmung
von chiralen (enantiomorphen) Paaren und damit Voraussagen zur optischen bzw. biolo-

gischen Aktivitit der untersuchten Stoffe.

4. Der Ansatz 1aBt sich anl Molckitle tiberiragen, die Atome mit einer Koordinationszahl
k > 1 enthalten. Die Chirotope entsprechender ranmlicher Punktkonfigurationen (#.13.
Bipyramiden) lassen sich analog zu den Sétzen 1 - 3 beschreiben. Die Erzeugung der
Chirotopklassen bzw. eines Reprasentantensystems kann wiederum mit der Antomorphis-
mengruppe A"(M) erfolgen und steht in enger Beziehung zu den Resultaten aus [20].
Moglicherweise lassen sich auch andere Formen der Stereoisomeric durch geeignete Modi-

fikation des Ansatzes beschreiben,
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