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Uberblick

Die mathcmatische Disziplin der Graphentheorie hat cinen ihrer Urspriinge in der Beschreibung chemischer Sub-
stanzen. In der zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts wurde unter Mitwirkung von Liebig, Kekulé, Crum Brown u.a.
ein mathematisches Modell fir Molekiile entwickelt [12, 17], bei dem die Atomce als Ecken und die Bindungen als
Kanten eincs Bindungsgraphen aufgefalt werden und das schnell zum Standard etablierte.

Dieses Modell wurde in der Folgezeit von Mathematikern zuniichst zur Herausbildung theoretischer Begriffe und
zur Ableitung von Abzihlformeln verwendet. Bedeutende Beitriige dazu lieferten H. Redfield [106] und G. Polya
[103].

Als spater leistungsfihige Rech schinen zur Verfiigung standen, wurden auch konstruktive Probleme behan-
delt. Dabei lag das Zentrum des Interesses zumeist auf der Konstruktion aller Graphen zu gegebenen Bedingungen
(s. etwa [30, 36, 52, 56]), also z.B. die Er aller Bind phen zu ciner gegebenen Bruttoformel und

weiteren Nebenbedingungen [53, 55, 96].

Wir wollen in dieser Arbeit weniger untersuchte Konstruktionsaufgaben diskutieren und dabei neue Methoden
fiir das Verbinden von Graphen aufzeigen. In vielen praktischen Anwendungen hat sich namlich gezeigt, daf dic
ungeheure Vielfalt von Strukturen, die von Graphengeneratoren erzeugt werden konnen, nur schwer handzuhaben
ist und durch Zusatzinformationen eingeschrinkt werden mufl. Daneben gibt es auch eine Reihe von Frzeugungs-
prablemen in der mathematischen Chemie und in der Graphentheorie, die sich nicht auf [somere zuriickfithren
lassen.

Obwohl cinige Begriffe im folgenden erst noch klar zu definieren sind, wollen wir kurz die drei Methoden der
Verbindung von Graphen umreiBen, die in dieser Arbeit beschrieben werden:

1. Verbindung zweier Graphen durch Hinzufiigen von Kanten

Wir betrachten numerierte ungerichtete, schleifenfreie zusammenhéngende Multigraphen. Unserc Methodik wer-
den wir allgemein formulieren, so daB ¢ine zusitzliche Beschriftung, etwa mit Atomtypen, nicht notwendig. aber
auch nicht hinderlich ist.
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Wir scizen voraus. daB jede Ecke der Graphen neben ihrem aktuellen Grad noch einen maximalen Grad besitzt, den
wir in Analogie zur Chemic als Valenz bezeichnen. Dann heiBt die Konstruktionsaufgabe, der wir uns in Kapitel 3
widmen:

Bestimme alle nichtisomorphen Graphen, die sich durch Zusammenfassen der beiden Graphen und
Hinzufiigen von Kanten evgeben, so daff der Grad jeder Ecke hichstens so grofi wie ihre Valenz ist.

Die Differenz #wischen dem aktuellen und dem maximalen Grad. dic freien Valenzen, liefert uns dic Anknipf-
punkic, wie etwa bei folgendem Beispiel:

. L]
-~ | ‘ il *
c=c? S e
.

D.h. es sind alle wesentlich verschiedenen Méglichkeiten zu bestimmen, Einfach- und Mehrfachbindungen zwi-
schen den Strukturen einzufiigen. Bei diesem Beispiel gibt es 31, zB.

c=C
C=C=C=C-C | )
C=C-C=C C=C-C
(Samtliche Losungsgraphen werden in Abb. 3.1, S. 57, gezeigt.) Die Anzahlen an L wachsen allerding:

sehr schnell und kénnen bei einem Graphenpaar mit vier bzw. sieben Punkten bereits liber einer Million licgen.

2. Verschmelzung zweier Graphen iiber alle gemeinsamen Teilgraphen

Auch hierbei betrachten wir Multigraphen mit und ohne Beschriftung. Die Konstruktionsaufgabe lautet:

B

alle nichii. phen molekularen Graphen, die sich durch Verschmelzen zweier Graphen
uber alle ihre gemeinsamen Teilgraphen ergeben.

Dazu gehen wir wie folgt vor:

i) Erzeugung aller nichtisomorphen gemei Teilgraphen (Kapitel 4)

ii) Besti aller nichti phen Abbild der gefund Teilgraph feinander und Konstruktion
der aus diesen Abbildungen resultierenden Graphen (Kapitel 5)

Bereits die Suche nach allen gemeinsamen Teilgraphen ist dabei ein eigenstindiges Problem, das sowohl in der
Graphentheoric als auch in der Chemic bereits mehrfach untersucht wurde. Wir werden einige dieser Ideen weiter-
entwicketn, eine durchgingige Formalisierung des Problems vorstellen und neuere mathematische Konstruktions-
verfahren zur Suche einsetzen. Mit deren Hilfe sind wir dann in der Lage, beispielsweise die 16 nichtisomorphen
gemeinsamen Teilgraphen von

c c
[>C-N-C und N-C-O
c c

zu bestimmen. Sie werden in Abb. 4.2, 8. 69, gezeigt; drei davon sind:
H2DU5,50 {ea}] 12345.5)

S SO

Zu jedem gemeinsamen Teilgraphen wollen wir sodann alle Zuordnungsméglichkeiten der Ecken und alle Ver-
schmeizungen berechnen, die iber diese Ecken unter Einhaltung der maximalen Grade mdglich sind. Zu obigem
Beispiel gibt es 12 derantige Losungen; drei davon sind
(‘1 C c O
C
0-0-N-C7 |

\ e
0-C-N-C-N-¢ | C-N-C-N-C7 |
~ \C \C

Dicse und die weiteren zeigt auch Abb. 5.2 auf S. 95



3. Verbindung iiber Verkniipfungsregeln unter Hinzunahme oder Wegfall von Ecken, in Nachbildung einer
chemischen Reaktion

Bei molekularen Graphen gibt es aber auch den Fall, daf nicht alle moglichen Verbindungen eine Rolle spiclen.
sondern nur cinige wenige, genau festgelegte. Solche Graphen ergeben sich z.B. im Verlauf einer chemischen
Reaktion. Einc Syntax und einen Algorithmus zur redundanzfreien Konstruktion derartiger Molekile werden wir
in Kapitel 6 entwickeln.

Ein Beispiel ist die Ausbildung ciner Peptidbricke zwischen Aminosauren:

N N (0]

| | | |
c-C-C-0 + €-C-0 — C-C-C-N-C-C-0

I | I
0 0 0

Insbesondere wollen wir uns der Frage widmen, welche Moglichkeiten fiir die Anbindung ciner Menge von Li-
ganden an eine Geriststruktur es gibt und wie diese konstruiert werden konnen.

Anwendungen in der Chemie

Bei den Anwendungen untersuchen wir in Kapitel 7 zunachst den iterativen Einsatz des Verschmelzungsverfahrens
bei Problemen aus der Strukturaufklirung, der Suche nach quantitativen Struktur-Aktivitatsbeziehungen (QS4R)
und der Wirkstoff-Forschung.

Ein weiteres Kapitel (8) 1st einer derzeit populiren Synthesemecthodik der organischen Chemie gewidmet, der
kombinatorischen Chemie. Grob gesprochen geht es dabei um die Anlagerung einer Menge von Bausteinsubstan-
zen an ein Gerustmolekul — ein Problem, dessen konstruktive Aspekte wir ja bereits vorher diskutiert haben. Wir
werden sowohl Verfahren zur geschickten Auswahl der Bausteine als auch zur Abzihlung der Méglichkeiten der
Anlagerungen vorstellen.

Im letzten Kapitel werden schlieBlich Einsatzmoglichkeiten der Verkniipfungs- und Verschmelzungsalgorithmen
zur Verbesserung der Eingabe cines Isomerengenerators vorgestellt.

Mathematische Hintergriinde
Unser Ziel sind Algorithmen, die folgenden Anforderungen geniigen:

o Sie konstruieren schnell, vollstindig und redundanzfrei.

s Sie beriicksichtigen Nebenbedingungen des Anwenders (sog. Restriktionen) so frih wic moglich.
Nur auf diese Weise ist auch dic Relevanz fiir die Praxis gewihrleistet.

Die oben angefithrien Problemstellungen fithren wir auf Operationen von Permutationsgruppen auf Mengen end-
licher Abbildungcn zuriick. Das zentrale Werkzeug, das bei fast allen Konstruktionsalgorithmen eingesetzt wird,
ist die Ordnung Er von Rep von Gruppenoperationen. Dabei wird dic Menge, auf der
operiert wird, in mvarlante disjunkte TeJlmengen zerlegt und die Transversale unter Ausnutzung einer Totalord-
nung sukzessive aufgebaut. Als neues Paradigma fithren wir die simultane Ordnungstreue Erzeugung mehrerer
Reprasentantensysteme ein.

Um den Aufwand der Verfahren weiter zu reduzieren, machen wir vom sog. Homomorphieprinzip Gebrauch. Bil-
det man namlich ein Bahnenproblem auf ein leichter zu lésendes ab, etwa auf ein kieinercs, so miissen nach diesem
Prinzip nur noch Operationen der Urbilder der Stabilisatoren der gefundenen Reprisentanten auf deren Urbildmen-
gen betrachtet werden. Neben der Aufspaltung von Bahnen beschreiben wir mit dem Homomorphieprinzip aber
auch die Fusion von Bahnen.

Ein dritter zentraler Begriff sind Doppelnebenki. Bei der Bi htung von Paaren von Graphen entspru,hcn
dic nichtisomorphen Losungen der Konstruktionsprobleme oft Doppelnebenklassen nach den Automorphismen-
gruppen der Graphen. Da aber auch diese als Bahnen von Gruppenoperationen beschrieben werden konncn, fiigt
sich dieser Begriff nahtlos in unsere tibrige Darstellung cin.

Alle in dicser Arbeit vorgestellten Algorithmen wurden auch vom Autor in der Programmiersprache C+ + objekt-
orientiert impl rtund zum P ystem NEXTOR i

Die meisten der hier vorgestellien Verfahren sind neu und in dieser Form nicht in der Literatur zu finden. (Bei
der Diskussion des Algorithmus zur Suche nach gemeinsamen Teilgraphen wird gesondert auf die in dicser Arbeit
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entwickelten Neuerungen hingewiesen.) Es soll an dieser Stelle betont werden, daB viele der vorgestellten mathe-
matischen Verfahren ganz allgemein und auf viele Arten diskreter Strukturen anwendbar sind. Die Konzentration
auf Graphen und molekulare Graphen ist somit exemplarisch zu verstehen und ist durch die Anwendung motiviert,
aber nicht durch die Methedik bedingt.
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Vorwort

Angeregt durch die Vorarbetiten, die von D. Moser [70, 98] und insbesondere Dr. R. Grund am Lehrstuhl 11 fiir Ma-
thematik der Universitit Bayreuth geleistet wurden [53, 54] und dic zum Strukturgenerator MOLGEN [14, 131)
fithrien, ergab sich der Wunsch nach einer Ausweitung der bestehenden Verfahren, Die Anforderungen entspran-
gen dabei zwei relativ unterschiedlichen Richtungen: Zum einen sollte cin theoretischer Beitrag im Rahmen der am
Lehrstuhl untersuchten konstruktiven Theorie diskreter Strukiuren [56, 69, 84, 85] geleistet werden, zum anderen
brachte der durch den Vertricb von MOLGEN in Gang gekommene intensive Kontakt mit einer Reihe von Che-
mikemn verschiedener Forschungsrichtungen viele neue Fragestellungen aus der mathematischen Chemie mit sich.
Somit wurde bei der Ausgestaltung dieser Arbeit der Versuch unternommen, beiden Anforderungen gleichmafig
Rechnung zu tragen, was zu einer Zweitcilung fiihrte in einen theoretischen Teil, der verschiedende Algorith-
men und ihre Hintergriinde vorstellt, und einen anwendungshezogenen Teil, der sich jedoch nicht damit begniigt.
exemplarische Félle der zuvor diskutierten Verfahren aufzuzeigen, sondern cigenstindige Resultate vorzustellen
versucht.

Denn auch die Mathematik steht heute, am Ende des zwanzigsten Jahrhunderts, vor neuen Herausforderungen:
Die Menschen bringen mehr Erkenntnisse denn je zuvor hervor; ihr Wissen verdoppelt sich alle zehn Jahre. Daher
konnen auch die einzelnen Fachdisziplinen ihre Grenzen nicht mehr in derselben Weise ziehen wie im 19. Jahr-
hundert, als sie sich etablierten. Kaum ein Wissenschaftler kann es sich heute noch leisten, sein Interesse nur auf
seine Fachrichtung einzuschrinken und andere villig zu ignorieren. In den immer stirker flieBenden Ubergangs-
zonen bilden sich neue Wissensgebiete heraus. So diirfen auch Abhandlungen, die die Grenzen zu iiberbriicken
versuchen, ja die bemiiht sind, den nicht immer einfachen Dialog zwischen den Fachsprachen zu verbessern, nicht
nur unter dem Blickwinkel eines Fachgebietes gesehen, sondern miissen in ihrer Gesamtheit beurteilt werden.

Mein Dank gilt zunichst den Profs. R. Laue und A. Kerber, die mich an den Themenkreis heranfiihrten, stets
ein offenes Ohr fiir Fragen aller Art hatten und mir viel Fretraum fur eigene Ideen lieflen. Daneben danke ich
allen Mitarbeitern an MOLGEN und am Lehrstuhl II flir Mathematik, insbesondere Hermn Dr. C. Benecke, der
neben vielen technische Hilfestellungen auch einige nitzliche Programmroutinen beistcuerte, und Herm Dipl.-
Math. T. Griiner, der mir bei fast allen theoretischen Schwierigkeiten weiterhelfen konnte und dessen Implemen-
tierungen verschiedener Verfahren von grofiem Wert waren. Nicht zuletzt danke ich meiner Frau Andrea, deren
Geduld und Verstandnis diese Arbeit erst moglich gemacht haben.






-1H —

Teil 1

Gruppen, Graphen und chemische
Verbindungen






17

Kapitel 1 Gruppen und Nebenklassen

1.1 Gruppenoperationen und Symmetrieklassen
Zunachst wollen wir die wichtigsten algebraischen Definitionen einfithren. Vom Leser wird dabei lediglich erwar-

tet, dab er mit elementaren Begriffen der Gruppentheorie vertraut ist. (Fur Details und Beispicle sei auf [37] oder
[67] verwiesen.)

1.1.1 Definition. Es sei G eine multiplikaniv geschriebene Gruppe und Q) eine nichtleere Menge. Eine Operation
von G auf §2 (von rechts) ist eine Abbildung:

AxG—=Q, (w,g)— w?
mit
o (W)Y = w9 Vg,¢' € GVw € Qund
id

oW =W

Man schreibt dafiir kurz Qg. .
Gruppenoperationen liefern uns eine Reihe wichtiger Strukturen:
1.1.2 Definition. £s operiere Qg. Seienw € Qund A C Q.

o W@ = {w¥ | g € G} heift die Bahn des Punkies w.

» QfG = {w | w € N} heifir die Menge der Bahnen.

o T(Q)G) heifit eine Transversale der Bahnen mir 2 = Ut&..,.tc. die sich aus der Agquivalenzklasseneigen-
schaft der Bahnen ergibt.

o Q= {w € Q| w¥ = w} wollen wir die Menge der Fixpunkte von g nennen.

¢ Co(A) == {g € G | § =¥ € A} heifit Zentralisator oder punktweiser Stabilisator von A in G. Falls
A einelementig ist, also A = {8}, schreibt man auch Cg(6).

* Ng(A):= {g € G | 6% € AY§ € A} heifit Normalisator oder

g iser Stabilisator von A in G.

Falls sowohl G als auch Q endlich sind, nennen wir auch dic Operation endlich. In dieser Arbeit werden wir
ausschlieBlich endliche Gruppenoperationen betrachten.
Zudem halten wir fest, daB fur einelementige Mengen A = {8} gilt, daB C¢(8) = Ne(6).



1.1.3 Bemerkung Seien X und Y zwei nichtleere endliche Mengen. Dann kann man sctzen:
YX:={f| f: XY}
Operiert ¥y, so openeren G und H aufl Y~ auf natiirliche Weise:
e YX x G YX, (f,g) > fOmit f9(z) = f(29 '),
o VX X H =YX (f,h) = f mit f(z) = f(z)? und
e YYX X (HxG) +Y¥, (f,(h.g)— fo.

Die Bahnen der Operationen von G, H und von H x G heillen S} ieklassen von Abbild)

Wir wollen nunn := {1,2,...,n} setzen. Die Abbildungen Y2 lassen sich dann in Form ciner Liste schreiben:
F= (0L £2),. ... fin)

Damit konnen wir festlegen:

1.1.4 Definition. Se/ ¥ < M.

* Es heifie f < f' genau dann, wenn der Bildvektor von f lexikographisch kleiner oder gleich dem Bildvektor
von fist.

® Fiir f € M C Y™ heifie es f < M oder f = wmin(M), falls fiir alle f' € M gilt- f < f'

Durch diese lexikographische Ordnung wird die Menge Y2 total geordnet.

1.1.5 Definition.
i) Sy = {m € n®| « bijektiv} heifit symmetrische Gruppe.

1) Die Elemente von 8y, heiflen Permutationen. Untergruppen einer symmetrischen Gruppe nennt man Permu-
tationsgruppen.

Wir wollen nun einige Eigenschaften der symmetrischen Gruppe zusammenstellen. Fiir die Details sei wieder auf
{67) verwiesen.

1.1.6 Bemerkungen
o |Spl=nl
o Fiir die Elemente 7 € S, gibt es zwei Schreibweisen: Zum einen dic Listenschreibweise
( 1 2 ..o0om )
w1) () ... =) )
wobei die erste Zeile auch weggelassen werden kann, wenn Unklarheiten ausgeschlossen sind,
Ist o andererseits von der Form

IR P S A T

T3 4§ sos  Bp  BF Bpst. s m o
50 heiBt  r-Zyklus, und man schreibt: © = (i1,4y,...,i,}. Jede Permutation kann als Produkt paarweise
disjunkter Zyklen geschricben werden, Dabei bezeichnet ¢(r) die Anzahl der Zyklen, und I; die Lange des

i-ten Zykels. Zyklen der Lange 2 heilen Transpositionen. Zyklen der Lange 1 werden i.a. nicht geschrieben.
Firr die identische Permutation schreiben wir auch 1 := (1)(2)... (n).

Die geordneten Langen ay(w), @ € Sy, der zyklischen Fakioren von 7 bilden eine eindeutig bestimmte
(cigentliche) Partition von n, d.h. fur alle ¢ gilt &; > @4y und zudem 37, @; = n. in Zeichen a(x) :=
(aifm),. ..y acpry(m)) b n. Dann heibt a(r) Zykelpartition von .

Definicre furi € m, m € Sy

ai(m) := [{i|a;(m) =i}|
Dann nennt man das Tupel a(n) := (ay(7),...,a,{r)) den Zvkeltyp von =. Dabei gilt: 31 - a; = n. und
man schreibt: a i n.
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1.1.7 Definition,

i) Ein m-Tupel natirlicher Zahlen A, ¢ N mit
A= (A gy Am) mit Y A=
i=1

heifft uneigentliche Partition von n, kirz X = n.
ii) Sei n* eine Mengenzerlegung von m mit
n} Cn, weobei n}| =X Yicmundn=| |n}
iEm
Der Normalisator von n*
A
S(n*) =8 @8 ®... B85 ={r €8, | mn) =n}Viecm)

heifit Young-Untergruppe.

Zu dieser Definition zwei
1.1.8 Bemerkungen (s.a. [67])

i) Diese Definition der Mengenzerlegung ist recht allgemein, da sie auch leere Blocke zulaBt: gf‘ = { bei

Ai=0.
ii) Eine Younggruppe ist eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe: S{n*) < §,,. Zudem gilt:

S(n) = 8y, x...x Sy,



1.2 Nebenklassen und Verklebungen

In diesem Abschnitt wollen wir die grundlegenden Begriffe und Aussagen iiber Nebenklassen und Doppelneben-
klassen vorstellen, die spiter eine wichtige Rolle spielen werden.

1.2.1 Definition. Sei G eine Gruppe und A, B < G Untergruppen.
o Fiir jedes Element g € G heifit die Teilmenge
Ag:={ag | a € A} bzw. gA:={ga | a € A}

(dic von g erzeugte) Rechts- bzw. Linksnebenklasse von A in G. Die Menge aller Rechisnebenklassen wird
mit A\G, die der Linksnebenklassen mit G /A bezeichnet.

o Fiir jedes Element g € G heifit die Teilmenge
AgB := {agb | a € A,b € B}

fdie von g erzeugte) Doppelnebenklasse vorn A und B in G. Man schreibt A\G /B fiir die Menge aller
Doppeinchenkiassen.

1.2.2 Bemerkung. Dic soeben definierten Nebenklassen konnen auch als Bahnen von Operationen der Form
G x U =G, (g,(ur,u2)) — v19u, "

von Untergruppen U < G x G auf G aufgefalt werden,

Fiir eine Uniergruppe A < G sind 4 x {1} und {1} x A Untergruppen von G x G. Dabei gilt (s. [67]), daB
GJA x {1} = A\G und Gjf{1} x A = G/A, was aus der Definition der Operation klar wird.

Ist nun B < G eine weitere Untergruppe, so ist 4 x B < G x G, und es gilt:

GJAx B=A\G/B

was ebenfalls leicht crsichtlich ist.
Aber auch in anderer Weise ergeben sich Doppelnebenklassen als Bahnen ciner Operation. Bei 4, B < G operient
B in natiirlicher Weise auf den Nebenklassen von A:

(12.3) A\G x B — A\G, (Ag,b) > Agh
Offensichtlich gilt A\G /B = A\G/B.

Ein wichtiges, elementares Resultat ist der Zusammenhang zwischen der Bahn eines Elements und der Nebenklasse
seines Stabilisators: Ist G cine Gruppe, dic auf einer Menge (2 operient, so ist fiir jedes w € 2 die Abbildung

(1.2.4) w® = Ng(w)\G, w? — Ng(w)g

eine Bijektion,
Damit ergibt sich auch

1.2.5 Satz (Fundamentallemma). Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge Q transitiv operiert, und U < G eine
Untergruppe. Sei ferner wy € Q beliebig, aber fest gewdhlt. Dann ist die Abbildung
QU - Ne(wo)\G/U, (w§)” — No(wo)gll
eine Bijektion.
(Beweis siehe [85]).
Um dic Bahnen der Operation von U auf §2 zu bestimmen, geniigt es also, ¢ine Ti le der Doppelnebenklas-

sen Ng(we)\G/U zu berechnen, und umgekehrt. Dics ist ein wichtiges Hilfsmittel bei der Konstruktion diskreter
Strukturen.

Ein weiterer wichtiger Satz fiir dicse Arbeit ist das sog. Verkiebungslemma. Hierin wird beschricben, wie sich Ob-
Jekie. die selbst Symmetrien beinhalten, auf alle wesentlich verschied Weisen mitcinander verbinden lassen.
Unm diesen vorzustellen, miissen wir noch den Begriff des Homomorphismus cinfithren.




1.2.6 Definition.

o Seien G und H Gruppen. Eine Abbildung f : G -+ H heifit Gruppenhomomorphismus, fafls fiir alle
gi.92 € G gilt:
flgrgz) = flg1)flg2)

Sind die Mengen, zwischen denen eine Abbildung definiert ist, keine Gruppen, so verstehen wir in Verallge-

meinerung dieser Definition unter einem Homomorphismus eine mit der auf den Mengen definierten Struktur
vertragliche und strukturerhaltende Abbildung.

o Seien ()a, und (Q3)g, zwei endliche Gruppenoperationen, und f = (fu, fa) sei ein Paar von Abbil-
dungen, so dafi fa : U = Qa2 und fg : G1 — Ga ein Gruppenhomomorphismus ist. Dann heifit f
Homomorphismus von Gruppenoperationen, falls fiir alle w € Q, und g € G, gilt:

fa(w?) = (fn(w))fctg)

« Ein Homomorphismus f : G — H heift

— Epimorphismus, fails f surjektiv ist,

— Monomorphismus, falls f injektiv ist,

— Isomorphismus, faiis f bijektiv ist,

— Automorphismus, falls f bijektiv und G = H ist.

o Die Menge Ker(f):={g€ G | f(g) = 1x} heifit Kern von f.

1.2.7 Satz (Verklebungslemma). Sei Q eine Menge von Objekten, fiir die Isomorphismen definiert sind, und
wi,wy € 8 zwel soiche Objekte, die vermage fo 1 w1 — wy isomorph sind. Sei weiterhin A < Aut(w:) eine
Untergruppe der Automorphismen von wy und B < Aut{wy).

Dann operiert A x B aufTso{wy, wa), der Menge der Isomorphismen von un nach wy, als

Iso(wy, wa) ¥ (A x B) — Iso(wr,wa), {f,(a, b)) — f1o8) = a1 ¢p,

wobei (a1 fb)(z) = f(z* ) fiirz € wy ist.
Ferner gilt:

i) Tso(w,w2) = fo o Aut(ws).
ii} Die Abbildung
Iso{wy,wn)JA% B —  folfy ' Afo)\Autlws)/B,
(for) B folf Afs)o B
ist eine Bijektion.

(Ein Beweis findet sich bei {85])



1.3 Homomorphieprinzip und Ordnungstreue Erzeugung

In der Mathematik diskreter Strukturen spielen Homomorphismen oft eine wichtige Rolle [67. 69, 83. 85]. Durch
sic konnen Verfeinerungen und Vergroberungen der Strukturbeschreibungen formal ausgednicki werden. So ge-
lingt ¢s. komphzierte Probleme auf einfachere, d.h. leichter losbare zuriickzufiihren. was effektivere Algorithmen
zu entwickeln erlaubt. Etwa bei dem Problem der Berechnung einer Transversale der Bahnen einer Gruppenopera-
tion bildet man durch emnen Homomorphismus das Problem auf eine leichter konstruierbare Operation ab und kann
die Stabilisatoren der Reprasentanten zur Vereinfachung der urspriinglichen Operation verwenden. Die Grundlage
bildet der folgende

1.3.1 Satz (Homomorphieprinzip). Seien Gy und G2 Gruppen, die auf Mengen 4y bzw. Qo operieren, und sei
o = (oq,0¢) ein Epimorphisatus von Gruppenoperationen, Dann gilt:

i) Fiir jedes wy € X und gy € Gy schneiden o (wa) und o ' (w™) die gleichen Bahnen von G auf (),

1) Sind we € Qo und wy,wy € an" (wa) mitw® = W} fiirein gy € G, so liegt g1 im Urbild des Zentralisators
vor wy:
9 €05 (Cay(@n)).

Zum besseren Verstandnis der Zusammenhinge geben wir einen Beweis an (nach [85]):

i) Seienwy € 2, und gy € Go. Firw; € crn"(wg) ist op(wy) = we, also auch oq(w ) = wi?. Nach
Voraussetzung ist fir g € o5 '(g2) damit on(w) = wf, woraus wf € o5 (w§*) folgt. Da sich dieser
Schluf auch leicht umkehren lafit. folgt somit die Behauptung.

ii) Seien wa € 0 und w1, w} € o '(w2) mit w{® = ) fir ¢cin g, € G,. Somit gilt nach Voraussetzung
oalw)7e9) = oq(w)). Da sowohl w; als auch w! im Urbild von ws liegen, ist w3%*%) = w,, dh. ag(g)

licgt im Zentralisator von w,. Der Schritt zum Urbild liefert dann g € o *(Ce, (w2))-
[w]

1.3.2 Bemerkung, Die Anwendungen des Homomorphicprinzips bei der Berechnung von Transversalen konnen
in zwei Klassen aufgeteilt werden (vgl. [85)):

i) Aufspaltung von Bahnen: Wir nehmen an, es sei eine Transversale der Bahnen der Operation (Q)¢, im
Bild: ben und die Repré von §2; /G, im Urbildraum gesucht. Dann miissen wir nach
1.3.1 zu allen wp € T (£ /G2) nur die Operation von a'G'l(Cc, (w2)) aufon'l(wz) betrachten. Die ope-
ricrende Gruppe wird also (i.a. wesentlich) kleiner, was entsprechende Konstrukzi Igorithmen deutlich
beschleunigt.

Besonders effektiv sind Algorithmen, die 1.3.] sukzessive anwenden. Diese Technik bezeichnet man auch

als Surjektive Auffosung (s. [67, 83]): Firm € Nund i € m seien (£;)¢, endliche Gruppenoperationen, und

firi < m seien ot") Paare von Abbildungen wie in 1.3.1 (also etwa oir’}' : Q; — ,_;). Dann crhiilt man

eine Transversale von {1y, /G ,, indem man zundchst cine Transversale von 2, /G und die Zentralisatoren

ihrer Elemente bestimmt und dann jeweils Reprisentanten der Operation von (aé‘ﬂ])*l(c'ai(w.')) auf
(i+1)y 4

(og )" {w:) berechnet.

Beispiele dazu werden wir in 3.2.1 und 5.1.6 antreffen.

i) Fusion von Bahnen: Wir nehmen an, es sei eine Transversale der Bahnen der Operation (£2; )¢, im Ur-
bildraum gegeben und die Reprasentanten von €23 /G im Bildraum gesucht. Auf diese Situation trifft man
meist dann, wenn man zur Bahnenberechnung Unterscheidungsmerkmale, wie etwa eine Klasseneinteilung,
der Elemente verwendet hat, die eigentlich (d.h. im Bildraum) aufgehoben werden sollen.

Ein Beispiel dafiir wird uns in 3.4 begegnen

Trotz aller Aufspaltungs- und F verschwindet das Problem der Bahnenberechnung nicht ganz, son-
dern wird nur verklenert. Wir miissen also noch Methoden fiir das Erzeugen vollstandiger Repri ysteme
von Bahnen von Gruppenoperati bereitstell

Ein naiver Ansatz zur Berechnung einer T(Q/G) ist. alle w € Q zu durchlaufen und fiir jedes zu testen, ob es
nicht ein g € G und ¢in bereits untersuchtes w' € € gibt, so dab w? = w’; gibt es diese nicht. so ist w € T. Diese
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Vorgehensweise ist natiirlich fur die Praxis vollkommen unsinnig, da hier jedes neue Element mit allen bisherigen
Reprasentanten verglichen werden muB.

Sehr oft gibt es auf Q2 eine Ordnung, ctwa die lexikographische wic in 1.1.4, die herangezogen werden kann. Da
nur ein Vertreter jeder Bahn gesucht ist, kann man auch denjenigen nehmen, der beziiglich der Ordnung der grofie
ist, also w > w©. Ein solcher Repri w heibt & h.

Damit ergibt sich:

1.3.3 Algorithmus (K: ithmus).
iy Starte mit der lceren Menge 7« 0.
ii) Berechne in absteigender Reihenfolge die Elemente w € €2 und untersuche sie wic folgt:

o Falls cin g € G existiert, so daB w? > w. dann ist w kein kanonischer Reprisentant.
o Andernfalls setze: 7 + T U {w}.
<
Hierbei hiingt der Test eines Kandidaten w € 2 nur noch von &, aber nicht mehr von den bereits vorhanden
Reprisentanten ab. Allerdings muf noch ganz Q2 durchlaufen werden.
Dieses Problem versucht das Prinzip der Ordnungstreuen Erzeugung nach R.C. READ [105) zu umgehen. Dabei

wird §2 in invariante disjunkte Teilmengen zerlegt und die Transversale so sukzessive aufgebaut. Dics beschreibt
folgender

1.3.4 Satz (Ordnungstreue Erzeugung). Sei Qg eine endliche Gruppenoperation, wobei  durch < toial geord-
net sei und eine disjunkte Zerlegung
0= U o
i=1

in invariante und nichtleere Teilmengen C); existiere. Sei A ein Algorithmus, der fiir jedes w € ) emweder die leere
Menge oder eine Menge A(w) C S in absteigender Reihenfolge erzeugt, so daf fiir die kanonischen Transversalen
T von Q|G fiir alle i € {1,. .., n - 1} die folgenden Bedingungen gelten:

.
e | Aw)
weT®
o Fiirallewy,ws € TS mit wy < w; gili, daff aus wy € A(w}) und wa € A(wh) folgr, dafi o, < wh ist.
Dann erkdlt man die gesuchte Transversale von Vj/G durch folgendes Vorgehen:
i) Bestimme TS und setze T  TEY,

ii) Firi € {1,...,n — 1} bestimme alle A(w' ) fiir 0 € 71“. berechne T)“HJ durch Vereinigung der
A(w®) und Entfernung aller nichtkanonischen Elemente und seize

4 ‘*T>UT>“+1)'

Haufig gilt fiir den Algorithmus A zustzlich, daB es fur jedesw ¢ 74! genau einw' € 7% gibt mitw € A(w').
Dadurch wird die Zahl tiberfliissiger Kandidaten, die zu testen sind, weiter klcin gehalten.

Wirk hien nun dic Situation bei Sy ieklassen von Abbildungen (s. 1.1.3}. Eine endliche Gruppe G ope-
riere auf einer endlichen Menge X. Ist ¥ eine weitere endliche Menge, so operiert G auch auf ¥ X . Gema 1.1.4
existiert auf YX eine lexikographische Ordnung. Ohne Einschrankung konnen wir von

Y={0,....m-1} und X ={0,...,n-1}

mitm,n € N hen und folgenden Satz formuli
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1.3.5 Satz. Sei f € To(YX J/G) und fy € Y ein Anfangsstiick von f, d h. es existiert ein t < n mit

L[ farj<t
f‘m*{o Jiirj > t

Dann ist auch f, ¢ To(YX JG).

Beweis: Wir fuhren den Beweis indirckt und nehmen an, f, sei nicht kanonisch, also f; ¢ 7= (Y X /G). Dann
existiert ¢in g € G mit ff > £, d.h. es gibt auchein £ < n, so daB

) = filg) forj<iund

1) > Al
Es gilt, daR £ < ¢, da sonst unter der Permutation g wegen f1(j) = 0 fur j > ¢ auch ¥ nicht gréfier als f, werden
konnte.

Wir unterscheiden nun nach der Wirkung von g:
1

i) g vertauscht Platze k < fund k' > {(dh. k% = k') mit f1(k) = fi(k') = 0, wobci aber f(k') > 0 ist.
(Gibt es mehrere solcher Paare (k, k'), so whlen wir das mit kleinstem k.) Nach Voraussetzung ist dann
146) = f3) = L1(3) = £4)
fur j < kund
F(k) = fr(k) = £](k) = 0, aber fo(k) = f(K') > 0,
also f(k) < f9(k). Das bedeutet f < f9, im Wid h zur ten Maximalitat von f.

i) In allen anderen Fallen ist f9(5) = f(j) ¥j < £ und
SNUESHOBAOES (DN

was wiederum ein Widerspruch zur Maximalitit von f ist.

a
Im Fall m = 1 kénnen wir die Elemente von ¥ X auch als Teilmengen von X auffassen. Ein Anfangsstick f; ist
dann eine Teilmenge fy C f mit f; < f (s. [85])-
Satz 1.3.5 zeigt uns, wie 1.3.4 algorithmisch eingesetzt wird: Es geniigt, Anfangsstiicke lexik hisch zu erwei-
tern, ohne dafl sie nochmals auf ihre Maximalitat getestet werden miissen. In der Umkehrung bedeutet dies, daf,
falls das Anfangsstiick bereits nicht kanonisch ist, es auch durch die Belegung der weiteren Platze nicht zu cinem
kanonischen Reprisentanten werden kann.

Bei jedem Setzen cines Wertes im Kandidaten muBl man bei der Ordnungstreuen Erzeugung auf Maximalitit testen.
Eine Abbildung, dic letztlich als maximal erkannt wird, hat dann schon eine Reihe von Tests hinter sich. Sind an
die Ergebnisse noch zusatzliche Nebenbedingungen gestellt, so war dieser Aufwand u.U. umsonst.

Einc Méglichkeit liegt darin, beim Filllen des Kandid nur die Nebenbedi zu Gberpriifen und nur in
bestimmten Schritten (oder ausschlieflich ganz am Ende) einen Maximalititstest durchzufiihren. Ein Nachteil an
dieser Vorgehensweise ist sicher, daf dabei der Fall eintreten kann, daB man einige Zeit mit nicht-maximalen
Abbildungen voranschreitet. Um dies zu verhindern — oder zumindest zu lindem —, verwendet man die Schlufol-
gerungen, die sich aus einem nicht bestandenen Maximaltest ziehen lassen:

1.3.6 Lemma. Sei f € YX undg e G mit f7 > f. dh.
Ft<n—-1: ) =fG) Vi<t f2(t) > f(2)

Seiy :=max{ z% |z < t, f9(z) > 0} und z := max{j, 3%, y }. Dann gilt fiir jedes ' ¢ Y™ mit f'(j) = £(3)
Jurj <z

(Fy=r.
(Ein Beweis fiir einc allgemeinere Form dieser Beziehung findet sich in [127, 128, so daB hier darauf verzichtet
wird.)
Dieses Lemma ermdglicht es. eine ganze Reihe von Schritten zunickzugehen, um dann wieder zu einer kanoni-
schen Abbildung zu gelangen. Da der Maximaltest aber 1.a. bercits beim ersten g abbricht, bei dem f gréBer wird,
wird so nicht immer der groftmogliche Riickwirtsschritt erreicht.

Wir wollen nun noch eine Erweiterung des Paradigmas der Ord Er Man kann
namlich tber 1.3.4 und 1.3.5 auch zu cinem Verfahren gelangen, das die Trans len zu mehreren Gruppen-
operationen sinltan berechnet.
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1.3.7 Korollar (Simultane Ordnungstreue Erzeugung). Sei G eine endliche Gruppe. die auf einer endlichen
Kette (X;)icn von Mengen mitn € I,

| Xit=¢ wnd X;CXipfirl<i<n-1

operiert, und Y eine weitere endliche Menge. Sei A ein Algorithmus, der fir alle i € {1,....n — 1} fiir jedes
§ € YX¢ die leere Menge oder eine Menge A(f) C Y X1 in absteigender Rethenfolge erzeugt, so daft fiir die
Transversalen T der Bahnen Y X1 G die folgenden Bedingungen gelten:

o TEUC Jseria AF).
« Fiiralle fy, f2 € TE D mit fi < fp gilt, daf aus f; € A(f]) und fo € A(f}) folet., daff £, < f} ist.
o Firalle f € T gilr, daff f(z) = f(x) fiiralle z € X;, f € A(f).
Darnn erhiilt man Transversalen T der Bahnen Y X G durch folgendes Vorgehen:
i) Bestimme T,

i) Firi € {1,...,n — 1} bestimme fiir {9 € T alle A(fO) und berechne TUYY) durch Vereinigung der
A(f©)) und Entfernung aller nichtkanonischen Elemente.

Auf diese Weise 1aBt sich nicht nur eine Transversale von Y* /G, sondem gleichzeitig von allen Y /G mit
i € n berechnen. Ein Beispicl fiir diese Vorgehensweise werden wir in 4.2 3 antreffen.






Kapitel 2 Graphen und Molekiile

2.1 Grundlegende Definitionen

In diesem Abschnitt wellen wir dic grundlegenden Definitionen aus der Graphentheorie vorstellen, auf denen wir
spéter aufbauen werden (nach [67, 117]).

2.1.1 Definition.

i) Sei V eine nichtleere Menge und E C V x V eine Relation. Dann heift das Paar G = (V, E) ¢in Graph.
Die Elemente von V' heifien dabei Ecken von G, die Elemente von E Kanten von G

fi) Ein Graph G heifit ungerichtet, falls E symmetrisch ist, d.h. mit E(vy, v2) gilt auch E(va, vy ), sonst gerich-
tet.

iii} Zwei Ecken u,v € V heiflen adjazent (oder verbunden), falls die Relation E(u,v) besteht.

In dieser Arbeit wollen wir nur endliche Graphen behandeln, d.h. V' se1 endlich. Es ist aber prinzipicll auch
méglich, unendliche Graphen zu untersuchen. Zudem wollen wir uns auf schleifenfreie Graphen beschrank

Da V endlich ist, sind die Elemente von V' numcriert, also auch der Graph. Wir werden auf diese Tatsache spiter
zuriickkommen.

2.1.2 Beispiel. Die folgenden Abbildungen zeigen einen ungerichteten und einen gerichteten Graphen (ohne die
Numerierung ihrer Ecken). Die Richtung wird dadurch angegeben, daB die Kanten als Pfeile gezeichnet sind:

2.1.3 Definition.
i) Ein Graph T = (V', E') heift Teilgraph von G = (V, E}, falls V' CV und E' C EN V' x V',

ii) Unter einem Kantenzug der Linge k in einem Graphen G von der Ecke u zur Ecke w1 wollen wir eine
Folge von Ecken (w, . .., uk11) verstehen, fiir die gilt:

Vie{l,...,k}: Elug,uiq).
iii) Ein Kantenzug heifit offen, falls uy # g1, sonst geschlossen

iv) Ein Pfad ist ein offener Kantenzug, in dem alle Ecken paarweise verschieden sind.



































































































































































































































































































































































































