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Kurzfassung

Auf der Grundlage der Uglschen Theorie der chemischen Identititsgruppe lassen sich
stereochemische Problemstellungen mit Hilfe des Begriffs der Permutationsisomerie for-
malisieren und modellieren. Da durch diese Modellierung jedem chemischen Objekt ein
adaquates gruppentheoretisches Gegenstiick zugeordnet wird, kénnen die Gruppentheorie
und mit ihr korrelierte Gebiete der Algebra zur Beschreibung von Beziehungen zwischen
diesen Objekten und zur Entwicklung von Algorithmen zur Loésung modellierter stereo-

chemischer Probleme dienen.

Der 1984 von UGI und DUGUNDIJI verdffentlichte erste Ansatz der Theorie der chemi-
schen Identitdtsgruppe ist jedoch nicht konsistent. Die hier verdffentlichten Erweiterun-
gen und Anderungen beseitigen diese Unzulinglichkeit unter Verzicht auf den Anspruch,
daB die chemische Identititsgruppe stets alle chemisch identischen Molekiilmodelle einer
betrachteten Teilmenge von Modellen umfafit. An die Stelle der bisherigen chemischen
Identititsgruppe tritt die chemische Identitatsklasse. Mit Hilfe dieses Begrifls modellierte



- 38 -

stereochemische Problemstellungen zielen stets darauf ab, eine Familie von permutier-
ten Modellen eines Molekiils in einen oder auch in mehrere Aquivalenzklassenraume zu
partitionieren. Diese Partitionierungen sind abhingig von den gewahlten Beobachtungsbe-
dingungen, die sich in einem Biindel chemischer Figenschaften widerspiegeln. Chemische
Eigenschaften kénnen z. B. Isomerisationsmechanismen sein, aber auch die chemische Na-
tur von Substituenten, oder Formationen des betrachteten Molekiils, bei denen bestimmte
chemische Reaktionen stattfinden kénnen.

Es wird gezeigt, wie sich chemische Eigenschalten als Aquivalenzrelationen modellieren
lassen. Das Verfahren der Akkumulation, das mittels dieser Aquivalenzrelationen den Ein-
fluB von Beobachtungsbedingungen auf eine Familie von Permutationsisomeren ermitielt,
wird beschrieben und in einen globalen algebraischen Kontext gestellt. Den Komplexitdts-
betrachtungen des implementierten Algorithmus folgen ein ausfiihrliches Beispiel, das den
Umgang mit der Theorie der chemischen Identititsgruppe zeigt, und abschlicBend ein
Vorschlag fiir eine Schnittstelle der Theorie der chemischen Identititsgruppe zum anwen-

dungsorientierten Chemiker.

1  Uber die formale Erfassung der Stereochemie

Unabhingig vom zugrundeliegenden Forschungsgebiet mufi eine Problemstellung formal
spezifiziert sein, um zur Loésungsfindung die Hilfe von Rechnern in Anspruch nehmen
zu konnen. Eine formale Spezifikation setzt ein abstraktes und formales — infolgedessen
hiufig mathematisches — Modell voraus.

Der Organiker UGt und der Topologe DUGUNDIT haben mit Beginn ihrer Zusammenarbeit
im Jahre 1970 versucht, mathematische Modelle der Chemie zu entwickeln, die nicht von
chemischen Datenbanken abhingen und somit neue Information statt zu bereits bekannten

Fakten analoge Information zu generieren erlauben.

Im Bereich der konstitutionellen Chemie hat sich die aus dieser Zielvorstellung entstandene
Algebra der be- & r-Matrizen [Dugundji, Ugi 1973] bereits vielfach bewihrt. Darauf
beruhende Programme wie IGOR [Bauer 1989] und RAIN [Fontain, Reitsam 1991] sind
mit beeindruckendem Erfolg in der Syntheseplanung eingesetzt worden.

Fiir die Stereochemie, die sich mit dem Zusammenhang zwischen den beobachtbaren Ei-
genschaften eines Molekiils und der rdaumlichen Anordnung seiner Atome beschiftigt, galt
es ein Modell zu finden, das unabhingig von geometrischen Vorstellungen alle stereo-
chemisch relevanten Objekte und Informationen zu beschreiben vermochte. Ein Molekiil
mittels eines geometrisch idealisierten starren Modells zu beschreiben stellt in aller Regel
eine unzureichende Ausgangsposition dar, da gewisse Eigenschaften sich nicht ausdriicken

lassen, und wiederum andere Eigenschaften suggeriert werden, die nicht vorhanden sind.
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Daher durfte es fiir das Modell keine Rolle spielen, ob ein Molekill Symmetrie aufweist,
oder ob es starr oder beweglich ist.

Der Stereochemie stand lange Zeit kein solches Modell zur Verfagung, das die Behandlung
stereochemischer Fragestellungen einheitlich fiir alle Molekiile zugelassen hétte, wenn-
gleich stereochemische Probleme bereits seit iiber einem Jahrhundert diskutiert waren und
gerade mit dem Gebiet der Metallorganik erneut Aktualitat erhielten. Auf der Grundlage
der Kombinatorik oder der Geometrie blieb die Formalisierung stereochemischer Pro-
bleme auf Spezialfille beschriinkt (z. B. [Pélya 1937], [Longuet-Higgins 1963]), bis Ut
und DUGUNDJI in den T0er Jahren ein auf der Gruppentheorie basierendes Modell ent-
wickelten, das sie in der Monographie [Ugi et al. 1984] unter der Bezeichnung , Theorie
der chemischen ldentitatsgruppe® vorstellten.

Die groie Errungenschaft der Theorie der chemischen Identititsgruppe ist zum einen
die Loslosung von symmetrieorientierten geometrischen Repréasentationen, zum anderen
die einheitliche Einbeziehung sowohl externer, als auch interner Bewegungen betrachteter
Molekiile. UGl und DUGUNDII hatten erkannt, daB die Abstraktion eines Molekiils zu
einem starren, d. h. in sich bewegungslosen, geometrisch spezifizierten Modell eine zu grofie
Einschrinkung darstellt, weswegen mit einem solchen statischen Modell viele Ursachen
chemischer Reaktionen und Eigenschaften der Objekte sich nicht représentieren lassen.
In einem dynamischen Modell hingegen spielt der Symmetriebegriff natiirlich keine Rolle
mehr. In der Theorie der chemischen Identitatsgruppe werden Objekte nur durch das
tatséichlich vorhandene Wissen spezifiziert und keine zusétzlichen, die Betrachtungsfreiheit
einschrinkenden Annahmen benétigt oder getroffen.

Das Modell, das der Theorie der chemischen Identitatsgruppe zugrunde liegt, geht also
weder von einem starren noch von einem symmetrischen Molekiil aus. Es muB nicht einmal
zusammenhéngend sein.! Die Abstraktion geschicht in der Weise, daBl man das Molckiil in
ein Skelett und in eine Menge von Liganden einteilt, wobei man zunéchst darauf verzichtet,
die Natur der Atome festzulegen. Sofern die einzelnen Atome einer Gruppe von Atomen
fiir eine gegebene stereochemische Problemstellung keine Rolle spielen, kann man sie als
eine atomare Einheit betrachten und von ihrer expliziten Darstellung absehen. So spielt
es bei der Modellierung der Berry-Pseudorotation [Ugi et al. 1984, S. 122ff.] keine Rolle,
ob es sich um eine Phosphor— oder eine Arsenverbindung handelt, und es ist gleichgiiltig,
welcher Natur die Liganden sind. Lediglich ist interessant zu wissen, welche Liganden
einander beziiglich welcher Eigenschaft dquivalent sind.

Die Theorie der chemischen Identitatsgruppe verschafft der Stereochemie einen formalen,

mathematischen Zugang zu den vielen im Bereich der Algebra erforschten Strukturen und

IMan spricht dann statt von einem Molekiil von einem Molekilensemble.
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deren Eigenschaften und eignet sich zudem aufgrund ihres formalen Charakters hervorra-

gend zur Nomenklatur oder fiir Dokumentationszwecke [Schénmann 1986].

Der zentrale Begriff der Theorie der chemischen Identititsgruppe ist das Konzept der

Permutationsisomerie, das in [Ugi et al. 1970] vorgestellt wurde.

1.1 Permutationsisomerie

UGl und DUGUNDJI spezifizieren eine chemische Verbindung durch eine Menge von
Molekiilen, die dieser Verbindung zugerechnet werden. Die Molekiile dieser Verbindung
konnen hdchst unterschiedlich geformt sein, sind jedoch alle fiir sie charakteristisch und
somit per definitionem chemisch identisch [Ugi et al. 1984, S. 13].

Fines dieser Molekille m unterteilt man in ein Skelett s und einen Satz L von n Ligan-
den in einer Weise, die der Losung einer gegebenen Problemstellung zutriglich ist.? Diese
Unterteilung E = (m, s, L) des Molekiils m wird als dessen Referenzmodell* bezeichnet.
Die Stellen des Skeletts, an denen die Liganden positioniert werden, bezeichnet man als
Anschlufstellen. Um lber die Skelettanschlufistellen reden zu kénnen, sind sie mit Identi-
fikatoren versehen. Durch Permutation der Liganden auf den AnschluBstellen des Skeletts
erhdlt man permutierte Modelle von E. Fiir eine Permutation* A der Liganden von E
bezeichnet man das entsprechende permutierte Modell mit AE.

Beispiel 1.1: Modelle der R- und S-Konfiguration einer Verbindung mit asym-
metrischem C—Atom
Zu einem Molekiil m einer Verbindung mit asymmetrischem C-Atom sei R = (m,s, L)

das Referenzmodell mit Skelett s = ¢~*%-¢ und einer Menge von Liganden L = {1,2,3,4}.°
Unabhéngig von der chemischen Beschaffenheit der Liganden in L und unabhingig von

2Die Liganden unterscheiden sich vom Skelett darin, daf sie miteinander vertauscht werden kénnen
und somit ihre Position am Skelett &ndern.

IDer Begrifl ,Modell“ steht im folgenden hiufig fiir ,modelliertes Molekiil*.

*Eine Permutation von L ist ein Automorphismus von L, d. h. eine bijektive Abbildung von L auf sich
selbst. Eine zyklische Permutation A = (1; Iz ... ;) mit {I;,1s,...,)s} € L ist eine spezielle Permutation
mit folgender Bigenschaft:

A L—1L;
L lipn (€ {lnlzy. . leet}),
Ig =1y,

L=k (eb\{hL,....i}).

Jede Permutation ist als Kombination zyklischer Permutationen darstellbar.

SWenn nicht anders angegeben, sind in einem Referenzmodell die Liganden so auf die SkelettanschluB-
stellen verteilt, daB sie in aufsteigender numerischer Reihenfolge jene in aufsteigender alphabetischer
Reihenfolge besetzen, d. h. Ligand 1 besetzt Anschlufistelle a, Ligand 2 besetzt Anschlufstelle b, usw.
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irgendwelchen Verzerrungen und Bewegungen des Skeletts in sich oder im Raum, stehen
die Modelle R und S stets in der Beziehung S = (2 3)R (Abbildung 1).

1 1
i’k;-'- 2/%3':

R S=(23R
Abbildung 1: R- und S-Konfiguration am asymmetrischen C-Atom

i

Alle Modelle, die durch Permutation der Liganden aus dem Referenzmodell E entstehen,
bilden zusammen eine Familie von permutierten Modeilen P(E). Jedes Modell aus P(E)
reprisentiert genau ein Molekil.

1.2 Maingel der klassischen Theorie der chemischen Identitits-
gruppe

Einer Modellierung liegt stets eine Abstraktion zugrunde und sie bringt somit i. a. einen
Informationsverlust mit sich, der sich frither oder spiter auf die Losbarkeit von in der
Modellwelt formulierten Problemstellungen auswirkt. Spitestens dann muf mittels einer

verinderten Abstraktionsabbildung ein anderes Modell gefunden werden.

Wie sich aufgrund der dieser Veréffentlichung vorangehenden Forschungsarbeiten zeigte,
ist die Theorie der chemischen Identititsgruppe in der in [Ugi et al. 1984] vorgestellten
Form unzureichend und teilweise sogar unrichtig. Sie weist einen wesentlichen Mangel
auf: Beim traditionellen Ansatz der Theorie der chemischen Identititsgruppe geht man
davon aus, dafl die Menge aller Permutationen, dic auf das Referenzmodell angewandi,
zu Modellen fithren, die chemisch identische Molekiile reprisentieren, ,for reasons based
entirely on the nature of chemistry* [Ugi et al. 1984, S. 24] eine algebraische Gruppe bilden.
Ucl und DUGUNDIJI setzten dabei chemisch unterscheidbare Liganden voraus. Wie jedoch
im nichsten Abschnitt mit einem Gegenbeispiel belegt wird, ist diese Pramisse allein zu
schwach, um Gruppeneigenschaften zu erhalten.

Laut [Ugi et al. 1984, S. 54] handelt es sich um ,a generally accepted chemical fact
that, if all the ligands of [molecular model] E are chemically distinct, then whenever AE,
uE are chemically identical, so also will be the molecules [really: models] aAE, auF for
each A € SymL?® [really: & € SymL].* Auf diesem Irrtum basiert das ,Stereochemische
Axiom* [Ugi et al. 1984, S. 54]: ,Stereachemical Axiom. If all the ligands of [model] E

are chemically distinguishable, then whenever [permutation] A ~ g also aA ~ ay for

8SymL bezeichnet die symmetrische Gruppe der Menge L (Abschnitt 2.3).
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each o € SymL.“ (~ bezeichnet die Aquivalenzrelation ,chemische Identitit®.) Bei Mo-
lekiilen mit bestimmten Eigenschaften fithrt das Axiom zu einem Widerspruch, obwohl die
verlangte Voraussetzung der Unterscheidbarkeit der Liganden erfillt ist. Die obige Aus-
sage mag zwar als Heuristik akzeptiert werden, da sie in sehr vielen chemisch relevanten
Fallen giiltig ist, es handelt sich aber keineswegs um eine chemische Tatsache. Im folgen-
den Abschnitt wird gezeigt, dab zugunsten der Konsistenz der Theorie mit der Praxis
auf das stereochemische Axiom verzichtet werden kann, und die Theoric der chemischen

Identititsgruppe dabei noch an Allgemeinheit gewinnt.

Trotz dieses Mankos der bisherigen Formulierung der Theorie der chemischen Identitéits-
gruppe behalten die meisten Definitionen und Theoreme in [Ugi et al. 1984] ihre Giiltig-
keit, soweit die Liganden in L bestimmte Eigenschaften erfiillen. Wie sich gezeigt hat, blei-
ben die wichtigsten Bestandteile der Theorie der chemischen Tdentitatsgruppe auch dann
giiltig, wenn statt Nebenklassenriumen beliebige, d. h. nicht gruppeninduzierte Aquiva-
lenzklassenraume vorliegen. Dies ist nicht verwunderlich, denn bei Ligandenaquivalenzen
war das Axiom ohnehin bedeutungslos und es waren keine Nebenklassenraume gegeben,
was nicht heiflen soll, daB die Gruppentheorie fiir die Stereochemie an Relevanz verliert.
Denn wahrend in der klassischen Theorie der chemischen Identitdtsgruppe algebraische
Gruppen zur Modellierung chemischer Objekte eine zentrale Rolle spielten, dienen sie der
hier vorgestellten revidierten Fassung der Theorie der chemischen Tdentititsgruppe als
leistungsstarkes Mittel zur Erzeugung der fiir sie wichtigsten algebraischen Strukturen,
den Aquivalenzklassenraumen. Die chemische Identititsgruppe bleibt, jedoch ihre Inter-

pretation dndert sich.

2 Aquivalenzrelationen und Gruppen als strukturie-

rende Werkzeuge

Da diese Begriffe fiir den hier vorgestellten Ansatz der Theorie der chemischen Identitits-

gruppe sehr grundlegend sind, seien sie im folgenden erlautert.

2.1 Der Umgang mit Aquivalenzrelationen

Eine binire Relation R assoziiert paarweise Elemente zweier Mengen X und Y. Es handelt
sich also um eine Menge von geordneten Paaren (x,y) € X x Y, fiir die gilt: ,x steht in
Relation zu y*, ausgedriickt durch (x,y) € R oder in Infixschreibweise xRy. Zur Defini-
tion der biniren Relation R benutzt man ein Pradikat P, das die Paare erfiillen miissen,
R = {(x,y) € X x Y|P(x,y)}, oder man gibt alle Paare explizit an, wobei sich die Ma-
trixschreibweise als sehr niitzlich erweist. Man tragt in die eine Richtung die Werte x € X



= RA

auf und in die andere Richtung die Werte y € Y und markiert die Kombinationen, die in

R enthalten sind.

Beispiel 2.1: Beschreibung von Relationen

Eine Relation R € X x Y mit X = {xi,x2,x3} und Y = {yi,y2,¥3,y4} sowie R =
{(x1,¥1), (%1, ¥2}, (%2, ¥4), (x3,¥1)} kann notiert werden als

Ry |¥e|¥s|ya
X) | e | e

X2 .
X3 .

A

Eine Aquivalenzrelation ist ein Spezialfall einer bindren Relation, bei der die Mengen X

und Y identisch sind und die zudem drei besondere Eigenschaften aufweist:
1. Reflezivitdt: ¥x € X : xRx (d. h. jedes Element steht mit sich selbst in Relation),

2. Symmetrie: ¥x,y € X : xRy = yRx (d. h. wenn ein Element x mit einem Element
y in Relation steht, dann auch umgekehrt y mit x),

3. Transitinitdl: ¥x,y,z € X : xRy AyRz = xRz (d. h. wenn x in Relation mit y steht
und dieses in Relation mit z, dann steht auch x in Relation mit z).

Beispiel 2.2: Aquivalenzrelationen

(a) Die Gleichheit ,=" ist eine Relation, welche die drei Eigenschaften Reflexivitit,
Symmetrie und Transitivitat erfiillt, denn (1) ist jedes Element sich selbst gleich,
(2) ist x = y, dann ist auch y = x und (3) ist x = y und y = z, dann gilt die
Gleichheit auch zwischen x und z.

(b) In der Chemie findet man ein Beispiel fiir eine Aquivalenzrelation bei der Einteilung
von Verbindungen in Isomere”™: Sei A die Menge der Atome. Fir ein n-Tupel von
Atomen N = (a;,az,...,a,) mit a; € A bezeichne Iso(N) die Menge aller Isomere,
die aus den Atomen aj,ay, ..., a, aufgebaut sind. Die Verbindungen aus Iso(N) sind
aquivalent beziiglich der Atome, aus denen sie aufgebaut sind, denn es gilt:

1. ¥v € Iso(N) : v ist isomer zu v,

7Isomere sind Verbindungen, die aus den gleichen Atomen anfgebaut sind. In der Literatur wird haufig
hinzugefiigt, daB zwei Verbindungen nur dann isomer sind, wenn sie sich chemisch voneinander unterschei-
den. Dieser nicht sehr sinnvolle Zusatz ist avs der Entstehungsgeschichte der Isomerie zu erkliren. Die
Ubersetzung von ,isomer* lautet: ,aus den gleichen Teilen aufgebaut®; es ist sicherlich falsch zu behaup-
ten, ein Molekiilensemble sei nicht aus den gleichen Teilen aufgebaut, wie eben dieses Molekiilensemble
Reflexivitit ist eine wesentliche Eigenschaft der Isomerierelation.
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2. ¥v,w € Iso(N) : v ist isomer zu w = w ist isomer zu v,
3. Vu,v,w € Iso(N) : u ist isomer zu v A v ist isomer zu w = u ist isomer zu w.
A

Ist eine Aquivalenzrelation R € M x M gegeben, wird wegen der Symmetrie fiir ein Paar
(x,¥) € R die Sprechweise ,x steht in Relation R zu y* meist durch ,x und y stehen
in Relation* ersetzt.® Fiir ein x € M bezeichnet man die Menge [x]n = {y|xRy} als die
Aquivalenzklasse von x in M bzgl. R. Fiir ein z € M ist die Aquivalenzklasse [z]g entweder
identisch zu [x]g, falls z € [x]n, oder die beiden Aquivalenzklassen sind disjunkt. Die durch
die Menge aller Aquivalenzklassen induzierte Partition {[x|g|x € M} von M nennt man

einen Agquivalenzklassenraum.

Beispiel 2.3: Aquivalenzklassenriume

Betrachtet man die Teilmenge
{Ethanol, 1-Propanol, 2-Propanol, 1-Butanol, 2-Butanol, t-Butanol }

der einwertigen Alkohole, so ist einc Klassifizierung in primare, sekundire und tertiire

Alkohole méglich. Der Aquivalenzklassenraum lautet

{{Ethanol, 1-Propanol, 1-Butanol}, {2-Propanol, 2-Butanol }, {-Butanol }} =
{[1-Butanol], [2-Butanol], [{-Butanol] }.

Die zugehérige Aquivalenzrelation kann man formulieren als ,besitzen gleich viele Alkyl-
Gruppen am C-Atom mit der funktionellen Gruppe.*
A

2.2 Verkniipfung von Aquivalenzrelationen

In der revidierten Theorie der chemischen ldentitatsgruppe stellen Aquivalenzklas-
senriume die wichtigste algebraische Struktur dar, denn Eigenschaften chemischer Ver-
bindungen lassen sich durch Aquivalenzrelationen modellieren, von denen jede einen Aqui-
valenzklassenraum definiert. Will man gewisse Eigenschaften kombiniert betrachten, so
bedeutet dies auf der Modellebene, daB die entsprechende Aquivaleuzrelationen miteinan-
der verkniipft werden miissen. Fiir die Stereochemie sind verschicdene Verkniipfungsregeln
von Bedeutung.

Seien M eine beliebige endliche Menge, a € M die Teilmenge der Elemente mit der

Eigenschaft P, und b € M die Teilmenge der Elemente mit der Eigenschaft Py. Die

8Zur Definition einer Aquivalenzrelation reicht wegen der Symmetrie eine Dreiecksmatrix.
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Allrelationen R, = a x a und R, = b x b in a und b sind Aquivalenzrelationen in
diesen Mengen. Die Relationen R, und Ry bzw. die Klassen a und b lassen sich auf
vielfiltige Weise miteinander verkniipfen und diese Verkniipfungen lassen sich mit Hilfe

der Eigenschaften P, und Py, interpretieren.

Die Elemente des Schnitts an b der beiden Aquivalenzklassen erfiillen sowohl die Eigen-
schaft P, als auch Py, Die entsprechende Aquivalenzrelation (anb) x (anb) ist identisch
mit demn Schnitt Ra = RaN Ry, = (a x a) N (b x b).

Die Menge der Elemente, die ausschliefilich eine der beiden Eigenschaften P, oder Py
aufweisen, besteht aus allen Elementen von a und b aufier denen, die beide Eigenschaften
aufweisen, also (a \ b) U (b\ a) = (aUb)\ (anb). Die Aquivalenzrelationen Rawp =
(a\b)x (a\b) bzw. Ry, = (b\a) x (b\a) bestehen jeweils zwischen je zwei Elementen, die
ausschlieBlich Eigenschaft P, bzw. Py, aufweisen. Da R, und Ry, eine leere Schnittmenge
besitzen, ist Rg = Rayn U Ry, ebenfalls eine Aquivaienzrelat.ion, welche zwischen je zwei
Elementen besteht, die entweder bzgl. P, oder Py, dquivalent sind (ezklusives Oder).

Die Vereinigung der beiden Aquivalenzrelationen Ry, =g¢ Ra URy, ist keine Aquivalenzre-
lation, falls anb # §, da die Paare (o, 8) mit o € a\b, 3 € b\ a nicht aus Ry, sind, obwohl
die Paare (a, ) und (7, ) mit ¥ € anb in Ry, enthalten sind. Somit ist die Transitivitit,
verletzt. Rg hingegen schliefit die Paare (a,+) und (v, 8) mit vy € an b aus.

Eine weitere Aquivalenzrelation ist dic transitive Hiille® RY = (Ry)* der Vereinigung der
Aquivalenzrelationen R, und Ry,. Sie ist die kleinste Aquivalenzrelation, welche R, und Ry,
umfai. Fiir den Fall, daB R, und Ry, disjunkt sind, ist die Vereinigung R, U Ry, eine Aqui-
valenzrelation und offensichtlich die kleinste, die R, und Ry, umfafit, also RY = R,URy,. Im
anderen Fall (R,NRy, # B) gilt: Eine Aquivalenzrelation Ry, die R, und Ry umfaBt, umfaBt
auch deren Vereinigung R,URy. Fiir o € aund 3 € b erfiillen alle v € anb die Eigenschaft
(2,7) € Ra und (7,8) € Ry. Wegen der Transitivitit von Aquivalenzrelationen miissen
auch alle Paare (a, 3) in Ry enthalten sein, d. h. 2 x b C Ry, und wegen der Symmetrie
muf auch b x a C Ry gelten. Somit ist R, = R,U(axb)U(bxa)URy = (axa)U(axb)u
(bxa)U(bxb)=(ax(aUb))u(bx(aUb))=(aUb)x (aUb) = R,u, die Allrelation
in aUb und als solche eine Aquivalenzrelation. Es bleibt zu zeigen, dal R® genau diese
Relation Ry ist. Um zu zeigen, dafl Ry eine Teilmenge von R ist, sei angenommen, dafl
ein (o, f) € Ry existiert, das nicht in R enthalten ist. Wegen R, N Ry, # 0 existiert
ein ¥ mit der Eigenschaft, daf fiir alle @ € a und fiir alle # € b gilt: (a,v) € R, und

®Die transitive Hille R einer Relation R ist definiert durch [Hoperoft, Ullman 1990, S. 8):
(i) (a,b) e R =>(a,b) € RY,
(ii) (a,b) € R* A(b,c) € R=> (a,c) € R*, und

(i) R* enthélt ausschlieBlich Paare aufgrund von Regel (i) oder (ii).
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(7, 8) € Rp. Weil (a,7) € R,, ist (o, 7) € Ry und somit aus R*.Y Wegen (a,7) € RY und
(7,8) € Ry = (v,8) € Ry ist auch (o, 3) € R®.? Da dies im Widerspruch zur Annahme
steht, gilt fiir alle (o, ) mit @ € a und € b: (a,8) € RY, also a x b € R”. Analog lafit
sich zeigen, daBf b x a C RY. Trivialerweise gilt: R, U Ry, € RY und somit R, € RY. Weil

aber RY hochstens Rau, = Re umfassen kann, ist R gleich R.

Falls sich a und b schneiden, li6t sich die Menge aU b als diejenigen Elemente interpre-
tieren, die zu einem gemeinsamen Element bzgl. P, oder Py, (inklusives Oder) aquivalent
sind. Das bedeutet, zu je drei Elementen g, € aUb und £ € an b existiert ein Pfad
e & e v, so daB gilt: g und € haben eine Eigenschaft P, oder Py, gemeinsam und
ebenso v und £.

Beispiel 2.4: Verkniipfung von Aquivalenzklassen

Sei P(E) eine Familie permutierter Modelle mit Referenzmodell E. Sei a die Menge der
Modelle, die zu Modell E chemisch identisch sind, da sie sich von X nur darin unter-
scheiden, daff chemisch dquivalente Liganden vertauscht werden (Eigenschaft I). Sei b die
Menge der Modelle, die zu Modell E chemisch identisch sind, weil sie durch Rotation um
eine frei drehbare Achse in E iiberfiihrbar sind (Eigenschaft I1). Der Schnitt von a und
b enthdlt alle Modelle mit beiden Eigenschaften, also jene Modelle, deren Permutationen
chemisch dquivalenter Liganden durch Rotationen beschreibbar sind. Der Schnitt ist nicht
leer, da wenigstens E darin enthalten ist, denn es ist zu sich selbst aus beiden Griinden
chemisch identisch. Die Modelle der Menge (aUb)\ (aNb) besitzen entweder Figenschaft
[ oder Eigenschaft I1, aber nicht beide Eigenschaften. Die Vereinigung a U b enthilt alle
Modelle, die Eigenschaft I oder Eigenschaft 11 besitzen. Diese Modelle sind aus wenigstens
einem der beiden Griinde chemisch identisch. Wenn der Grund fiir die chemische Identitit
nicht interessiert, erspart man sich die getrennte Behandlung von Modellen aus a und b
und betrachtet nur deren Vereinigung.
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2.3 Gruppeninduzierte Aquivalenzklassenriume
Eine Menge G mit einer Verkniipfung o ist eine Gruppe, wenn die folgenden vier Eigen-
schaften erfiillt sind:

(i) Abgeschlossenheit: alle Elemente a,b € G ergeben verkniipft wieder ein Element der
Menge G: a,b € G =>aob e G,

(it) Assoziativitdl: fir alle Elemente a,b,c € G gill: ao(boc) = (aob)oc,

(iii) Eristenz eines neutralen Flements: es existiert ein e € G, so dab fiir alle Elemente
a€Ggilt:ace=eoa=a,
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(iv) Eristenz eines Inversen: [ir jedes Element a € G existiert ein Element a~' € G, so

daf gilt: aca™' =a'ca=e.

Im Kontext einer Gruppe vernachlassigt man das Symbol fiir die Verkniipfung haufig und
schreibt ,ab* statt jaob®.

Eine Teilmenge U C G, welche beziiglich der Verkniipfung o eine Gruppe bildet, heifit
eine Untergruppe von G. Die Untergruppenbezichung von U zu G notiert man als U < G.

Fiir ein Element a € G wird die Menge ao U = {aoulu € U} als Linksnebenklasse
von U bezeichnet. Erfolgt die Verkniipfung mit U von rechts, so ergeben sich Rechts-
nebenklessen U o a. Die Menge der (Links-/Rechts-)Nebenklassen der Untergruppe U
in der Gruppe G Dbildet einen (Links—/Rechts—)Nebenklassenraum. G wird durch einen
(Links-/Rechts-)Nebenklassenraum von U in G partitioniert. Jeder (Links-/Rechts-}Ne-
benklassentaum ist daher ein Aquivalenzklassenraum.

Eine minimale Menge T mit der Eigenschaft To U = {toujt € T,u € U} = G
wird als Linkstransversale von U in G bezeichnet [Ugi et al. 1984, S. 201]; analog als
Rechtsiransversale, falls Uo T = G. Wenn U nicht trivial ist — d. h. U enthilt nicht
nut das neutrale Element —, ist die (Links—/Rechts—)Transversale nicht eindeutig. Die
(Links—/Rechts—)Transversale von U in G enthilt von jeder (Links—/Rechts—)Nebenklasse
von U'in G genau einen Reprisentanten. Jedes Element einer (Links-/Rechts—)Nebenklas-
se kann jedoch als ihr Reprisentant dienen. Statt von Reprasentanten spricht man auch

von Nebenklassenfiihrern.

Um eine Gruppe G zu definieren, reicht es aus, die Verkniipfung und einige wenige Ele-
mente anzugeben, die zusammen mit ihren Inversen zu G verkniipft werden kénnen. Die
Elemente dieser Menge bezeichnet man als Erzeugende, die Menge selbst als Erzeugen-
densystem der Gruppe G [Daintith, Nelson 1989].

Fiir A € G bezeichnet man das Produkt AGA™" als (A-}Konjugierte von G. Die Konju-
gierte einer Gruppe ist wiederum eine Gruppe [Ugi et al. 1984, S. 207].

Sind die Elemente einer Gruppe Permutationen, so spricht man auch von einer Permutati-
onsgruppe. Die Menge P aller Permutationen der n Elemente einer Menge S bildet zusam-
men mit der Hintereinanderausfiihrung von Permutationen o eine Gruppe S, = (P, o),

die man als die symmetrische Gruppe von S bezeichnet.!® &, enthilt n! Elemente.!

Gruppen finden in der Theorie der chemischen Identititsgruppe unmittelbare Anwen-
dung: Zwischen jeder Familie von permutierten Modellen P(E) mit n Liganden und der
symmetrischen Gruppe S existiert eine bijektive Abbildung, da je zwei verschiedene Per-

mutationen aus S, angewandt auf das Referenzmodell zu zwei verschiedenen Modellen

10In [Ugi et al. 1984] wird , 8, hiufig mit ,SymL* bezeichnet.
Hpl=gern-{n—1)-...-1, d. h. bei 8 Symbolen resultieren bereits 40320 Permutationen.
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in P(E) fithren und jedes Modell aus P(E} durch Anwendung einer Permutation aus S,
anf das Referenzmodell entsteht. Manchmal ist es praktischer, statt von einer Menge von
Modellen M = PE von der Menge von Permutationen P zu reden, die auf das Referenz-
modell E angewandt zu M fiihren. Diese Menge wird notiert als Mg = {A|JAE € M}. Mg
nennt man modell-abstrahiert.

3 Aquivalenzklassenrdume in der Stereochemie

Aquivalenzrelationen spielen in der Theorie der chemischen Identitatsgruppe immer dann
cine Rolle, wenn es gilt, permutierte Modelle einer Familie bzgl. einer Eigenschaft als
ygleichwertig* zu deklarieren. Aquivalenzrelationen sind durch Aquivalenzklassen gege-
ben. Gruppen und Nebenklassen dienen dahei der bequemen Definition von Aquivalenz-
relationen.

3.1 Der Identititsklassenraum

Mit Hilfe von chemisch relevanten Aquivalenzrelationen 138t sich eine Familie permutierter
Modelle P(E) in diverse Aquivalenzklassenraume partitionieren. Da zu einer Verbindung
i. a. mehrere Molekiile gehéren, kann es sein, daB verschiedene Modelle die gleiche Ver-
bindung reprisentieren. Faft man in P(E) jene Modelle zu einer Menge zusammen, die
alle die gleiche Verbindung wie das Referenzmodell E reprasentieren, so erhilt man eine
Aquivalenzklasse, die man als die chemische ldentititsklasse Id(E) von E bezeichnet. Die
zugehorige Aquivalenzrelation ,reprisentiert die gleiche Verbindung wie E* wird mit ~
bezeichnet.!> Wihlt man aus P(E) ein Modell AE, das eine Verbindung repriisentiert,
die nicht durch E reprisentiert wird, und vereinigt man es mit allen Modellen aus P(E),
die dieselbe Verbindung reprisentieren wie AE, so erhilt man erneut eine Aquivalenz-
klasse Id(AE). Da Id(E) und Id(AE) zwei verschiedene Verbindungen reprisentieren, ha-
ben sie natiirlich kein Modell gemeinsam, sie sind disjunkt. Stellt man fiir jede durch P(E)
reprasentierte Verbindung die zugehérige Identitatsklasse auf, erhilt man eine Menge von
Aquivalenzklassen IdC(E) = {Id(E), [d(\E), Id(AE), ..., Id(AE)}, die mau als [den-
tititsklassenraum bezeichnet. Die Relation, durch die der Aquivalenzklassenraum 1dC(E)
aufgespannt wird, lautet: ,reprasentieren die gleiche Verbindung®. Jede Aquivalenzklasse
reprasentiert genau eine Verbindung, ein sogenanntes Permutationsisomer. Die Menge
verschiedener Verbindungen, die durch die Identitatsklassen in [dC(E) reprisentiert wer-
den, bildet eine Familie von Permutationsisomeren J(E). Stereochemische Problemstel-
lungen zielen zunéchst auf die Frage ab, welche Familie von Permutationsisomeren J(E)

2Die .ﬁquivalenz zweier Modelle «E und GE der gleichen Identititsklasse driickt man durch die Infix-
schreibweise oF ~ JE aus.
























































































































