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Abstract

The Wiener index W = W(({) (also called distance index) of a graph G' = G(M),
that corresponds to a molecule (or structure) M, plays an important role in connec-
tion with physicochemical properties of M (e.g.: boiling point, heat of formation,
crystal defects,... ). Therefore, this paper presents easy explicit formulas for W(G) if
(i is a socalled simple polytree.

L. Einfithrung

Sei (¢ = (V, E) ein Graph mit der Knotenpunktmenge V = V(G) = {v;,ve, ..., v}
und der Kantenmenge £ = E(G). Weiter sei di; = d(v;, v;) die Linge eines kiirzesten
Weges zwischen v;,v; € V(4,7 = 1,2,...,n). Die d;;-s bilden eine symmetrische qua-
dratische Matrix D = D((G) = (d;;) n-ter Ordnung, welche auch als (topologische)
Distanzmatrix von G bezeichnet wird. Der Wiener Index W = W(G) ist gleich der
halben Summe der d;; — s von D (siehe Figur 1.):

Ydi= T dy (1

15=1 1€i<j<n

n
W= L
2z
Im Jalire 1947 wurde dieser Index von H. Wiener [1, 2] im Zusammenhang mit phy-
sikochemischen Figenschaften baumartiger Molekile (Alkane) eingefiihrt. 1961 hat
K. Altenburg [3] diesen Index fiir Untersuchungen der Radien derartiger Molekiile
verwendet. 1971 hat H. Hosoya [4] das Wiener-Konzept auf beliebige Graphen iibert-
ragen und Gleichung (1) formuliert. Mehr Informationen zu D(G) und W((7) eines
Graphen @ findet der interessierte Leser z. BB. in Arbeiten von D.H. Rouvray [5]. P.
Senn [6] und B. Mohar und T. Pisanski [7].

Herrn Professor Dr. Hans Miiller (Universitdt Jena) zum
60. Geburtstag gewidmet.
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ts sei (¢ =T = (V. ) ein Baum mit n = n(T') Kootenpunkten und m = n(I') =
n — 1 Kanten. Fiir e € I9 ist der Teilgraph #{e) := T' — e = (V. E — {¢}) cin Wald
nmit zwei Komponenten F.(c).c € {1,2}. Bezeichne n.(e) := n(F.(¢)) die Anzahl der
Knotenpunkte von F.(¢). Offensichtlich ist fur jedes ¢ € E : ny{€) + na(e) = n. Wir
ordnen Kante e das Gewicht w(e) = ny(¢) - na(e) zu. Damit kann (1) fir ¢ = 7 in
der Form

W(T)= 3. wle) (2)

c€E(T)

geschrieben werden.
Als Beispiel betrachte Figur 1.
Fir einen Baum ¢ = T haben F.R. Canfield, R.W. Robinson und D.1l. Rouvray
[8] eine interessante Rekursionsformel, welche auf drei verschiedenen Summen von
Distanzen basiert, hergeleitet und [ Gutman [9] hat neulich einen einfachen Algo-
rithmus zur Berechnung von W(T') publiziert.
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W=W(G)=6-149-246-3=4

W(G)=5-6+1-12 =42

Figur 1

Fiir einige spezielle Klassen von Graphen (siehe Figur 2, n = 5) sind explizite For-
meln zur Berechnung von W bekannt (siehe z. B. O.E. Polansky und D. Bonchev
[10]):
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*r— o ———— @8
B Ss

Cs Figur 2 Ks
G= P, (Weg): W(P)=("}")
G =S, (Stern):  W(S,)=(n—1)?
-n? , falls n gerade

L S L | s a ] = ?
G=C. (Krelt)y  W(Ci)= { (n? —1) . falls n ungerade

i

G = K, (vollstandiger Graph): W(K,) = (’2‘)

Offensichtlich gilt fiir W(@) von & mit n Knotenpunkten

W(K,) <W(G) < W(P,) (3.1)
und fiir einen Baum T
W(S.) < W(T') < W(F,). (3.2)

2. Binfache Polybdume

Sei T = (V, E) ein Baum mit zwei (nicht notwendig verschiedenen) markierten Kno-
tenpunkten v', v" € V. Der diese beiden Knotenpunkte verbindende Weg von T werde
mit P’ = P(v',v") = (V’, E’) bezeichnet. P’ habe n' = n(P") = [V'| Knotenpunkte
und m' = m(P’) = |E'| Kanten. Fiir ¢ € E'{e € E — E') sei F\(e)(F2(e)) diejenige
Komponente von #'(¢) = T — e, welche v” enthalt (nicht enthdlt). Seien j = 1.2,...,p
Exemplare T'(j) von 7" mit den markierten Knotenpunkten v’(5),2"(j) und den We-
gen P'(3) = (v'(7),v"(j)) gegeben. Die Kanten von 7'(j) werden fortlaufend mit ¢(j,7)
bezeichnet, und zwar so, daB fiir eine auf P'(j) liegende Kante 1 € {1,2,..., m'} und
fiir eine nicht auf P'{(j) liegende Kante i € {m' + 1,m' +2,...,m} sind (siehe Figur
3.1).
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Figur 3
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Damit sind fiir e = (). #) 1 mle) = [Fi{c)] = mi(i) und na(e) = n—ni(e) =: ny(2).
Emﬂl einfachen Polybaum T T(P‘} crhalten wir, indem zusétzlich (p— 1) Kanten
= {("(4),"(F + 1)),j = 1,2,....p — 1, eingefiigl werden (siehe Figur 3.2). Einen
andf-ren einfachen Polybaum T = T(P’) finden wir, indem fiir j = 1,2,...,p — 1
Knotenpunkt ¢"(j) mit ¢'(j + 1) identifiziert wird (siehe Figur 3.3). Beim Ubcrgang
von T’ zu einem der beiden einfachen Polybaume T e {T.T} gehen v € V(T') und
e€ E(T)inv e Vo=V (T) hew. ¢ € E = E(T) iiber. Fiir T lassen sich einfache
explizite Formeln zur Berechnung von W = W(T') angeben.

3. Der Wiener Index eines einfachen Polybaumes

Es sel T = (V,F) ¢ {! T} ein einfacher Polybaum mit der Kantenmenge E=
E(T) € {E,E}. Weiter seien £y = {|é € Eound é = (8"(j), 0'(F 4+ 1)) fr
Jrg12 vy = 1} By = {¢ = é(5,7 |eeEundz_—]2 Lm'} und By =
{E=¢0,9)e€ Eundi=m'+1,m" +2,....m}.

3.1. Berechnung von W = W(?:')

Offensichtlich sind EL k= 0,1,2, paarweise disjunkt und Eg ] E. U f,‘l = f

Mit W= Y w(é), k=0,1,2, (4)
eeFy
ist
A 2 -
W=> W. (5)
k=0

k=0:Fir é = (8"(4),%'(j + 1)) € £y st
w(é)=jn-{pn—jn) =n?-jlp—j), j=1,2,...,p—1.

und somit
p-1
; . +1
=ﬂ221(p—,a)=n”(”3 ) (6)
i=1

Fir k € {1,2} gilt j = 1,2,....p.
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k=1:Firé=é(j.i)c F ist

w(é) = w(él, "))‘{(i—l)"+711(5)} {{p =i+ mli)}
= (J=D(p—j+ 0" +(p =25 + D omf@) + (i) nala).

i m',
—
W= g?:jlw(éu.z‘))
= m’--n'lilu—1)(p—j+1)+n~i(p—2j+1)~inl(é)
+p-gnlu)vm<f) )
- m’-ng(‘”;])+p.g;m(;)-m(i)
folgt.

k=2: Fiir é = é(j, l)Ebglsi
wi(é) =w(é(f, 1)) = {pn — na(i)} - n2(s) = {(p — Ln + m (i) prals),
i=m'+1,m'+2,...,m,

und es ist

o m P m m
W, = }:w é(J.1))=plp—1)n Z na(i) +p- Z ny(i)na()
i=mi41 j=1 i=m'+1 i=mi41
=2 (D) 5 w4 3w mai ®)
t=n'+1 i=m'+1
Mit s = s(T, P") = )':nf ny(1), folgt aus den Gleichungen (6) - (8) und (3)
i=m/ 41
W=n'-n=(”;‘ 1) +-z(f2’)ns+p-W(T). (9

Die Grofe s = (T, P') kann algorithmisch leicht bestimmt werden (siehe Figur 4):



- 129 =

s=s(I,P)=3-141-3=6

Figur 4

Zunéchst orientieren wir alle Kanten von T', welche nicht in P’ = P(v’.v") enthalten
sind, zu v’ hin, wodurch Baum 7" in einen Graphen = (V,Eu E'") mit gerichieten
Kanten & € E und ungerichteten Kanten ¢’ € E' tibergehe. Jede ungerichtete Kante
¢ erhalt das Gewicht g(e') = g(¢'. T’) = 0. Einer gerichteten Kante ¢, die zugleich
héngende Kante von T ist, wird das Gewicht g(€) = ¢(¢, T") = ny(€) = 1 zugeordnet.
Gibt es eventuell eine gerichtete Kante €, die noch kein Gewicht g{(€) hat, so gibt es
wenigstens eine Kante ¢* € E, deren Endknotenpunkt zugleich Anfangsknotenpunkt

von € ist. In diesem Falle ist g(&) = 1 + 3" ¢(€") = ny(€), wobei iiber alle méglichen
& zu summieren ist.

Die gesuchte Grofle s ergibt sich zu:

m

§ = z (i) =Y g(e).

i=m'+1 Fel
Ist P' =T, also n’ = n, so haben wir s = 0. Im Falle n’ < = gilt die Relation
’
(il (n '.1 h l).

2

Ist n' = 1 {also v" = "), so kann Knotenpunkt o/ € V(T') ein Werl s’ = s(v') :=
s(T,v" = v") zugeordnet werden. Offensichtlich ist im Falle v’ = v; s = s(v' = v;) =

¥ dy.
=

3.2. Berechnung von W = W(T)

Wegen £y U F, = E und F; NE, = § ist mit

Wi= 3 wE). k=12, (10)

cEy
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W= iﬁ} (1)
Firke {1,2}ist j=1.2,....p -
k=1 Fare=7¢(j,i) € E; (fiir i = 1.2,...,m') ist
w(e) = w(e(j,1) = {(j = Vm+nle)} - {{p —j)m +na(i)}
= m3(j = 1)(p— )+ m(p =25 + V(i) + mn(i = 1) + (i) - nali).
woraus mit (10)

Y3 wl@(i.i)

W =
=1,=1
v v
= w3 (- Uip—j)+md(p—-2j+1) an +m TT!IIZ(J —-1)
i=1 J=1 i=t
m'
+p Lomi) - mali)
i=1
= m'm‘i(z) +m mn( ) +pZn1 (1)
5 =1
4 ]
= m'mzv(l";’ )+ m()+p an (i (12)
: i=1
folgt.

k=2:Iste=¢j,i) € By, alsoi=m'+1,m' +2,...,m,
50 ist
w(@) = (e, i) = {(p = Dm + na(i)} - nali)

und mit (10) finden wir

mp

Wy = 3 Y (@)= —1)m - i na(i) +p- i ny(2)na(i)
i=m4l =1 =m’+1 i=m'+1
= 2. (g) cmes+p- Z ny(#)na(2). (13)

i=m'41

Durch Einsetzen von {12) und (13) in (11) erhalten wir schlieBlich

W= ("; ')m'm’ + (f:)m(m'+-25) +p - W(T). (14)
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Es sei angemerkt, daBl die Formeln (9) und (11} auch fiir den Fall o = o"(m’ = 0)
gelten (siehe Figur 5).

T =v") T =2")

Figur 5
4. AbschlieBende Bemerkung

Die hier geléste Aufgabenstellung kann verallgemeinert werden:

Es seien fiir k € {1,2,...,q} jeweils p Exemplare eines Baumes T} mit den markier-
ten Knotenpunkten vi, vy gegeben (py + pa + ... + p; = p). Man bestimme z. B. fir
=2 den Wiener Index W (2) = W(T(2)) fiir T(2) = T(T,.T2) in Abhangigkeit von
der 11, To-Sequenz in Ts.
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