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Zusammenfassung

Angenommen, uns interessieren die Molekiilgraphen mit bestimmten Eigenschaften. Durch syste-
matische Konstruktion aller entsprechenden Graphen 140t sich die gewiinschte Information erhalten.
Oft ist dieses Vorgehen jedoch nicht praktikabel. Die Kombinatorische Abzédhlungsthearie ermdglicht
dann neben der Bestimmung der Gesamtzahl von Molekiilgraphen vorgegebener Stoffklasse eine
Autteilung dieser Stoffklasse in Klassen von Graphen mit bestimmten Eigenschaften. Durch diese
Klassifikation 4Bt sich eine genauere Ubersicht Uber die betrachtete Stoffklasse erreichen. In der
vorliegenden Arbeit wird gezeigt, wie die Bildung neuer Eigenschaftsparameter bei der Kombination
von Eigenschattsparametern im Abzahlungsverfahren berticksichtigt werden kann. Damit lassen sich
etwa (ber das Pélya-Verfahren Topologische Indizes, z.B. Konnektivitats-Indizes und Charakteristi-
sches Polynom, fiir Klassen nichtzyklischer Verbindungen ermitteln. Dies stellt eine Erweiterung bis-
her Gblicher Abzahlungsverfahren dar. Der Artikel gibt eine kurze Einfihrung in die Anwendung der
gewichteten Form des Satzes von Polya und beschreibt die rekursive Abzéhlung von Bdumen und
Wurzelbdumen. Am Beispiel der Abzahlung von Knotenzahl, Knotengrad und Spektrum aller Weg-
langen der Alkane wird das Rechenverfahren vorgestellt. Mogliche Anwendungen in der Quantitativen
Struktur-Eigenschafts-Simulation (QSPR) werden kurz angedeutet.

Stichworte:
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Einfl
Die topologische Behandlung von Molekdlgraphen spielt in der Chemie eine nicht
geringe Rolle [1], [2], obwohl die Topologie des Molekulgeristes ein bis heute nicht
exakt faBbarer Begriff ist [3] und rein topologische Methoden unter Kritik stehen [4] -
[8]. Die Situation auf dem Gebiet der Entwicklung Topologischer Indizes fdr Informa-
tion und Dokumentation ist in gewisser Weise unbefriedigend. Standig werden neue
Indizes vorgeschlagen, deren Werte nach Mdglichkeit die verschiedenen chemi-
schen Strukturformeln eineindeutig charakterisieren sollen. Ein Beweis fur diese Ei-
genschatt ist aber derzeit nicht verftigbar. Ublicherweise werden die Molekiilgraphen
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erzeugt, daraus die Werte des betrachteten Topologischen Indexes berechnet und
auf Koinzidenzen hin untersucht. Der Grad der auf diese Weise gefundenen Einein-
deutigkeit des Indexes ist deshalb von Art und Menge der gewéhlten Testverbindun-
gen abhéngig. Unser Ziel war es, die Topologischen Indizes ohne explizite Erzeu-
gung der Molekdlgraphen zu generieren. Die Kombinatorische Abzahlungstheorie
liefert entsprechende Techniken zur Abzéhlung von Graphen.

In der Chemie dienen Verfahren der Kombinatorischen Abzéhlungstheorie der Be-
stimmung der Anzahl von Skelett-, Stellungs-, Konfigurations- und Stereo-lsomeren
[9] - [14], Isomeren mit wechselnden Symmetrien [15], Graphen von [somerisierungs-
reaktionen [16], Reaktionsgraphen [17], und finden auBerdem in Spektroskopie,
Quantenchemie und Statistischer Thermodynamik Verwendung [18]. Dabei l&6t sich
nicht nur die Gesamtzahl von Objekten ermitteln. Es kann eine abzéhlende Funktion,
die Erzeygende Funktion, gewonnen werden, die die Menge der abzuzéahlenden Ob-
jekte strukiuriert, nach vorzugebenden Eigenschaften klassifiziert. Fiir eine gegebe-
ne Stoffklasse haben wir also die Erzeugende Funktion der Werte des gewahiten
Topologischen Indexes zu ermitteln.

Abzéhlungsverfahren fir Graphen arbeiten meist nach der folgenden Methode (19).
Jeder Graph (Konfiguration) der abzuzahlenden Menge wird durch Verteilen von
Subgraphen (Eiguren) auf die Objekte einer gegebenen Menge mit vorgegebenener
Symmetrie in dieser Menge erzeugt. Die Charakteristika der Figuren lassen sich ge-
meinsam mit diesen kombinieren und ergeben die Charakteristika der Konfiguratio-
nen. Die Konfigurationen kénnen also bezlglich gewisser Eigenschaften abgezéhit
werden. Wir missen uns bei diesem Ansatz allerdings auf Stoffklassen beschran-
ken, deren Molekuigraphen sich Uber eine Konstruktionsvorschrift aus Subgraphen
zusammensetzen lassen. Graphen kénnen nach recht einfachen Parametern, wie
z.B. Knoten- und Kantenzahl, abgezahlt werden [20]. Diese lassen sich bereits als
triviale Topologische Indizes auffassen. Eine Verallgemeinerung der Abzahlungs-
verfahren flir diese einfachen Parameter flihrt auf die Abzahlung komplizierterer
Charakteristika, der Topologischen Indizes. Im folgenden wird die (ibliche Darstel-
lung des Molekilgeriistes durch ungerichtete, zusammenhéangende Graphen be-
nutzt. Die Alkane werden durch Baume mit einem Knotengrad kleiner gleich 4, ent-
sprechend der méglichen Bindigkeit des Kohlenstoff-Atoms gegeniiber Nicht-
Wasserstoff-Atomen, beschrieben. Den Alkylradikalen entsprechen dann die Wur-
zelbdume (knotenmarkierte Baume) mit einem Wurzelgrad kleiner gleich 3. Aus
ihnen werden die Alkane zusammengesetzt. Das Kombinieren von Wurzelbaumen
an einem markierten Knoten, der Wurzel, bzw. einer markierten Kante, beide hier
kurz Basis genannt, ergibt knoten- bzw. kantenmarkierte Baume (ABB.1). Durch
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Kombinieren aller bereits erzeugten Wurzelbdume unter Berlicksichtigung der
Symmetrie der hinzugefiigten Basis lassen sich alle méglichen Wurzelbdume bzw.
kantenmarkierten Baume erzeugen.

NN

ABB.1 Konstruktion eines Wurzelbaumes mit dem Wurzelgrad g=2 (a) und
eines k kierten B (b} aus zwei Wurzelbdumen.

Dieser Schritt kann bequem durch das Polya-Verfahren [9] beschrieben werden. Die
Symmetrie an der Basis wird dabei durch die Permutationsgruppe G der Menge aller
mdglichen Permutationen an der Basis beschrieben. Da alle Substitutionen an den
Positionen der Basis unabhangig voneinander sind, wird die Symmetrische Gruppe
Sp, die Gruppe aller Permutationen der n Basis-Positionen, benutzt. Von den einzel-
nen Permutationen wird die Anzahl der Zyklen entsprechender L&nge benétigt. Die-
se Informationen werden meist in einem Polynom dargestellt, dem Zyklenzeiger
Z(s1,82,...,5n) der Permutationsgruppe. Der Index der Variablen s bezeichnet die Zy-
klenldnge, der Exponent die Zahl des Auftretens eines Zyklus entsprechender Lange
in einer Permutation. Der Faktor eines Polynomgliedes gibt die Anzahl der Permuta-
tionen entsprechender Zykleneinteilung in der Gruppe an. Fir die Menge der Figu-

ren (Wurzelbdume) wird wiederum ein Polynom gebildet, die Erzeugende Funktion
der Figuren oder Gewichisfunktion ¢(x1,x2, ....xm)- Jedes Polynomglied darin cha-
rakterisiert eine Figur. Der Faktor des Gliedes xj entspricht der Anzahl der Figuren

entsprechender Charakteristik. Die unterschiedlichen Variablen bezeichnen die ein-



- 278 -

zelnen interessierenden Eigenschaften, ihre Exponenten die Eigenschafts-Parame-

ter (Gewichte). Der Satz von Pélya besagt nun, daB sich die Erzeugende Funktion
Z(Gic(xq,x2,....xm)) der Konfigurationen ergibt, wenn die Gewichtsfunktion in den Zy-

klenzeiger der Gruppe eingesetzt wird, so daB jede Variable sj des Zyklenzeigers
durch ¢(x1i xal,....xmi) ersetzt wird. Die Erzeugende Funktion der Konfigurationen
enthalt gerade alle benétigten Kombinationen von Gewichten.

ABB.1 zeigt die Verkniipfung zweier Wurzelbdume der Hohe 3 bzw. 2 an einer Wur-
zel zu einem Wurzelbaum der Hohe 3+1=4 (a) sowie die Konstruktion eines kanten-
markierten Baumes der Héhe 3 (b). Um die im rechten Teil der Abbildung dargestell-
ten Graphen zu erhalten, ist die folgende Rechnung durchzufiihren. Fiir die Knoten-
zahl der Teilwurzelbdume ergibt sich das Figurenpolynom c(x)= xB+x3. Mit Z(S2)=
1/2(s12+sp) erhalten wir Z(Sox6+x3)= 1/2((x6+x3)2+(x6-24x32) )= x124x94x6. Um
das Hinzufiigen des Basis-Knotens in ABB.1a zu beriicksichtigen, ist noch mit x zu
multiplizieren. Die beliebige Kombination zweier Wurzelbdume mit einer Knotenzahl
von 6 bzw. 3 ergibt also jeweils einen Wurzelbaum mit den Knotenzahlen 13, 10 und
7 bzw. jeweils einen kantenmarkierten Baum mit den Knotenzahlen 12, 9 und 6, wo-
bei in ABB.1 die unsymmetrischen Kembinationen, die dem mittelsten Term entspre-
chen, dargestellt sind. Fir die rekursive Abzahlung der Wurzelbaume mit einem
Wurzelgrad kleiner gleich g und einem Knotengrad von hdchstens g+1 ergibt sich

9
W1 (X)=Zf4[Z(Sjwn(x))] (1
i=0
w(x): Erzeugende Funktion der Wurzelbdume
g: maximaler Wurzelgrad
f1: Transformation, die die Verknipfung tber den hinzugefiigten Wurzelknoten beschreibt
n: Rekursionsstute, groBte Hohe eines Wurzelbaumes.

Mit g=3 erhalten wir die Erzeugende Funktion der Alkylradikale, der einwertigen
Alkohole, der Monochloralkane o.4.. Fiir die Betrachtung der Knotenzahl, die der
Zahl der Kohlenstoff-Atome entspricht, ist f1= x (Multiplikation mit x) und wg= x zu
setzen. Entsprechende Anzahlen sind z.B. in [21] zu finden. Die durch zweimaliges
Ausfiihren von Gleichung (1) erhaltenen Polynome fiir die Abzahlung von Knoten-
anzahlen sind wq= 1+x2+x34x4 und wo= 14x+x2+2x343x4+4x544x6.45x7 +4x844x9
+3x1042x115x12,13,
Aus den Wurzelbdumen der n-ten Rekursionsstufe lassen sich die kantenmarkierten
Baume konstruieren (ABB.1b):

kn(x)=t2[Z(S2:wn(x))] 2

k(x): Erzeugende Funktion der kantenmarkierten Baume
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f: Transformation, die die Verkniipfung (iber die hinzugefiigte Basis-Kante beschreibt
n: groBte Hohe eines Wurzelbaumes bzw. kantenmarkierten Baumes.

Fiir die Abzahlung nach Knotenanzahl ist dabei fo= -1 zu wéhlen.

Baume kénnen aus Wurzelbdumen zusammengesetzt werden, was der Konstruktion
der Alkane aus den Alkylradikalen entspricht. Wahrend Cayley [22] die Generierung
von Béumen aus Wurzelbdumen durch schrittweises systematisches Konstruieren
[23] 16st, soll hier ein Konstruktionsverfahren fir Baume benutzt werden, das auf ei-
nen Satz von Otter [24] zurlickgeht. Danach ist in einem Baum die Zahl voneinander
verschiedener Knoten (p) minus der Zahl voneinander verschiedener Kanten (q)
plus der Zahl der symmetrischen Kanten (s) gleich eins. Unter einer symmetrischen
Kante soll eine Kante verstanden werden, die zwei gleiche Teilbaume miteinander
verkniipft (ABB.2). Uber alle Baume aufsummiert ergibt sich £1= £p-£q+Zs, mit £1:

ABB.2 Bildung eines sy ischen kant kierten B aus zwei
identischen Wurzelbdumen.

gesuchte Anzahl der Bdume (bzw. Alkane), Zp: Zahl der knotenmarkierten Bdume
{Wurzelbdume), Zq: Zahl der kantenmarkierten Baume und Zs: Zahl der symmetri-
schen kantenmarkierten Baume [11]. Fir eine Abzahlung der Alkane ist also das
folgende Polynom anzusetzen [11]:
4
a(x)=13[EMH [Z(SiwxDH2[Z(S2 W) +alw(x2)] (3)
i=0
a(x): Erzeugende Funktion der Alkane
w(x): Erzeugende Funktion der Wurzelbdume
f1: Transformation, die die Verkniipfung iber den hinzugefiigten Basis-Wurzelknoten beschreibt
fo: Transformation, die die Verknipfung tber die hi fiigte Basis-Kante beschrei
fa: Transformation, die einen Wurzelbaum bzw. kantenmarkierten Baum in einen
freien Baum Gberfiihrt.

Die drei Terme in Gleichung (3) beschreiben jeweils die Abzahlung der knotenmar-
kierten Baume, der kantenmarkierten Baume und der symmetrischen kantenmarkier-
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ten Baume. Die von uns eingeflhrte gesonderte Formulierung der Transformationen
fj erleichtert die Ableitung spezieller Abz&hlformeln. Fiir die Abzéhlung der Alkane
beziglich der Zahl der Kohlenstoff-Atome (Knotenzahl) sind die Transformationen
f1:x, fo: -1 und f3: -1 zu benutzen. Mit den Alkylradikal-Wurzelbdumen w(x)= x+x2
+2x3+4x4+8x5+17x6+... ergibt sich durch Einsetzen in Gleichung (3) fur die Alkan-
Baume a(x)= x+x2+x3+ 2x443x5+... .

Es wurde ein Computerprogramm geschrieben, das Pélya-Einsetzung, Polynom-
transformation und Rekursion fUr mehrere Variablen in Zyklenzeiger und Gewichts-
funktion gestattet. Dariber hinaus sind Operationen von Gewichtsfunktionen bzw.

Zykienzeigern mdglich [25] .

2. Knotengrad

Die Abzahlung einer Klasse von Graphen beziglich der Knotenzahl kann zur Abzéh-
lung von Knotengraden erweitert werden, wenn fiir jeden Knoten die Zahi der Nach-
barknoten, bzw. die Zahl der von diesem Knoten ausgehenden Kanten, mitgefuhrt
wird. Die Abzahlungsvariable erhélt dazu einen Index, der den Knotengrad bezeich-
net. Das Hinzufiigen der Basis veréndert den Knotengrad der Wurzeln der Teil-Wur-
zelbdume. Dies wird wiederum durch eine spatere Transformation der Gewichte die-
ser Wurzeln beriicksichtigt. Die Variablen, die die Wurzeln der Teilbdume beschrei-
ben, erhalten deshalb einen zusatzlichen Index. In Erweiterung bisher Gblicher Ab-
zahlungsverfahren wird damit zwischen Eigenschaften, die durch die Verknlpfung
an der Basis gedndert bzw. beibehalten werden, unterschieden. Das Gewichtspoly-
nom besteht somit aus Gliedern von Faktoren xijn mit i=Knotengrad und

) F wenn Knoten Wurzel eines Teilbaumes ist

j=

0, sonst,
wobei gilt f1: xj1 --> Xj+1,00 %Xj1, 121 Xj1 --> Xj+1,1 und f3: Xjq1 --> xj, mit wp=xxp1.
Die Transformationen f4 und f2 beschreiben die Vergréerung des Knotengrades
der Wurzel um 1 bzw. das Hinzufligen des neuen Wurzelknotens beim Anfligen der
Basis. Fiir ABB.1 erhalten wir Z(S2;x8x103x00x21x30+x3x1 0%11x20)=xEx1 02x1 12
x202+x3x1 0%x1 1X202x21x30+x 12x10Bx002x212 x302. Der mittelste Term entspricht
wieder der in ABB.1 dargestellten unsymmetrischen Kombination, so daB sich mit f4
fiir den Wurzelbaum ergibt: x10x4g%x203x21x302 und mit f2 fiir den kantenmarkier-
ten Baum: x9x1p%xp02x21x30x31. Uberfiihrung in die freien Baume durch f3 liefert
x10x14x24x32 und x9x14x23x32. Damit haben wir die Giiltigkeit der Gleichungen (1)
und (2} und der beiden ersten Terme in Gleichung (3), die die Wurzelbdume bzw.
***Das PC-Programm ist beim erstgenannten Autor erhaltlich.
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Kantenbdaume abzéhlen, auch fur unser abgewandeltes Abzéhlverfahren gezeigt.
Der dritte Term in Gleichung (3) fp[w(x2)] berechnet die symmetrischen Kanten-
baume. Die Gewichtsfunktion w(x2) driickt allerdings nur die Kombination beider

Teildste des Kantenbaumes und Addition ihrer Gewichte aus. Tatsachlich ist aber
die Multiplikation der Gewichte durch die Transformation fo zu ersetzen. Wir schrei-

ben deshalb genauer fa[Z(Ga;w(x))], wobei Gp diejenige Gruppe ist, die aus
W(X1,X2,....Xn) die symmetrischen Zweier-Kombinationen bildet: w({x1,x1),(x2,x2),
.(XnXn)}. Der Zyklenzeiger Z(Gp)= sp erflillt gerade diese Bedingung. Wir erhalten
fur den symmetrischen Kantenbaum aus Abbildung 2 nach dem Satz von Pélya:
Z(G2:xBxq03x20x21%30)= x62x1032x0012x011-2x30 2. Anwendung der Trans-
formation fo ergibt xoq:X21 --> X312, woraus f3 schlieBlich x12x18xp2x34 liefert. Wir
sehen also, daB die Benutzung von Gleichung (4) statt Gleichung (3) unserem er-
weiterten Abzahlverfahren gerecht wird:

4
ax)=f3[ZH [Z(Siw(x))]-falZ(S2:w(xN]+12lZ (G2 w{x))]. (4)
i=0

Damit lassen sich aus den Wurzelbdumen die Alkan-Baume berechnen.

Flir die Abzahlung von Baumen und Wurzelbdumen bezlglich Knotengrad I&Bt sich
gine Formel aufstellen, die von Stammbaumen ausgeht und mit nur einem Variablen-
index auskommt [26]. Quintas u. Mitarb. [27] haben auf diese Weise die Valenzen in
den Alkan-lsomeren berechnet. Die von uns entwickelte etwas kompliziertere Form
soll die Berechnung komplexerer Eigenschaften demonstrieren.

3. Distanzspektrum

Bei der Suche nach graphentheoretischen Invarianten und auf dem Gebiet der
QSPR spielt das Distanzspektrum eine gewisse Rolle [28], [29]. Die Anzahl der
Knoten im Baum kann als Zahl der Wege der Lange Null aufgefaBt werden. Eine

Abzéhlung der Wege beliebiger Lange |46t sich erreichen, wenn das Gewichtspo-
lynom aus Gliedern von Faktoren der Form xjj; i=Weglédnge;
{, wenn Wurzel Endknoten ist

0, sonst
besteht, mit f1:xj, 1ixk, 1! > Xisk+2,0M, 17K, 11 Xi 1 > Xi 0% 41, 1%142,00
*00%1199"1)2x0g {g: aktueller Wurzelgrad in den Gleichungen (1) bzw. (2)},
120 %, 10xk 11> Xikat 00, 10k 11 %, 1 > X, 0%i41,1; %10 und 13: i > x;, sowie
wp=xpg. Diese Transformationen f{ und f2 beschreiben die Kopplung der Wege, die
an der Wurzel enden, uber die Basis hinweg, sowie die Verlangerung aller dieser
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Wege um 1 beim Hinzufligen der Basis. Zum SchluB wird noch das Gewicht der
Basis berlicksichtigt.

ABB.1 zeigt fir die unsymmetrische Kombination in Z{Szx008x103%1 12x203 x212
x30°%31x40+x00%x10%11x21) das Resultat xgp9x10%x113x20%x213x303 x31x40-
Fiir den ersten Teil von f1 ergibt sich mit x112x212x31-%{1X21: X4 12-x11 > X402,
X112%21 > X502, X212%11 --> X502, X212X21 > X602, X31%11 ~> X60, X31%X21
-> x70 und fiir den ersten Teil von f2: x3p2x404x503%60. Gemeinsam mit den ande-
ren Teilen von f{ bzw. fp erhalten wir dann xgg10x107x112x207x213x307x313
x408x41x509%603x70 fur den Wurzelbaum bzw. xgp9x107x11x208x213x308x313
x40%%41x503xg0 fiir den kantenmarkierten Baum. Mit f3 ergibt sich schiieBlich als
Endergebnis xg 10x19xp10x310x47x55x53x7 bzw. xp9x18x09x39x46x53x6.

Zur lllustration soll hier nur die Erzeugende Funktion vorgestellt werden, die sich
ergibt, wenn Gleichung (1) nur einmal ausgefiihrt wird. Eine genauere Diskussion
von Distanzspektren muB einer anderen Arbeit [25] vorbehalten bleiben. Es ergeben
sich mit wp(x)=xgg alle Wurzelbdume bis zur Hhe eins: x00+x002x1 1 +x003x112
x00+X00?x113x203 (ABB.3a). Uber Gleichung (4) erhalten wir daraus die in Tabelle
1 aufgefiihrten Gewichtsvektoren der Alkan-Baume.

* NN

NNAZVARY,

ABB.3 Die Wurzelbdume der ersten Stufe (a] und die daraus zusammen-
gesetzten AlkanbZume mit bis zu 5 Knoten [b).

Tabelle 1 zeigt fiir die Weglange 0, also die Knotenzahl der Molekiilgraphen bzw.
die Zahl der Atome, das Abzahlpolynom x+x2+x3+2x4+3x5+4x6.46x7+7x848x9
+7x1047x1145x12,5x1343x1442¢15+x16+x17 . Die volle Erzeugende Funktion der
Atomanzahlen in den Alkanen ist dagegen x+x2+x3+2x4+3x5+5x6+9x7 +18x84+35x9
+75x1041509x11.4355x12.4802x134+1858x14+4347x15410359x 16+24894x17 4. [40].
Aus den Wurzelb&umen der ersten Rekursionsstufe der Gleichung (1) lassen sich
entsprechend Gleichung (4) alle Wurzelb&ume bis zur Hohe 2 bzw. alle kantenmar-
kierten Bdume bis zur Héhe 1 zusammensetzen, was den Molekilgraphen von Alka-
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TAB.1 Distanzspekiren der 64 Alkane der ersten Rekursionsstufe, mit Weglange 0 beginnend.

1 8 712 9 11101818 9 15142530 36
8 710 9 2 1110161811 15142430 37
21 8 710 8 3 1110161415
B 710 5 6 1110151812 1615273345
321 87993 1110151812
879864 1110151416 1716 30 36 54
4 3 3 8782865 1110141813
4 321
9 81312 3 1211192115
5 46 9 813 6 9 1211182116
5442 9 81212 4 12111816 21
54321 9 81210 6 1znir2117
9 81112 5 1211162118
6573 9 81110 7
656 4 9 81012 6 1312212421
6 5541 9 81010 8 1312202422
65532 1312192423
10 91515 6 1312182424
76 96 10 91512 9 1312211827
76861 10 91415 7
768643 10 91315 8 14132427 27
76762 10 9131211 1413222729
767 44 10 91215 9 14132127 30
766 63 10 9121212

nen bis zur Knotenzahl 5 entspricht (ABB.3b). Nur die ersten 5 Koeffizienten unserer
Erzeugenden Funktion sind also richtig. Die Distanzspektren der noch fehlenden Al-
kane kénnen durch weitere Anwendung von Gleichung (1) berechnet werden.

Wir sehen auch gleich, daB das Distanzspektrum einen Molekilgraphen nicht ein-
eindeutig beschreibt. Nach Tabelle 1 ergeben zwei Molekllgraphen, die das Dis-
tanzspektrum 11 10 15 18 12 besitzen. Randic [28] gibt dieses Paar isocodaler Gra-
phen ebenfalls an (ABB.4).

ABB.4 Die isocodalen Graphen mit dem Distanzspektrum 11 10151812
[2.2-Dimethyl-3,3-diethylpentan u. 2,3.4-Trimethyl-3-isopropylpentan),
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Zur Demonstration haben wir alle Distanzspektren der ersten Stufe berechnet, ob-
wohl hier nur die ersten 5 Glieder der Erzeugenden Funktion interessieren. Wah-
rend der Rechnung lassen sich aber bei Bedarf Polynomglieder mit Exponenten, die
groBer als ein vorgegebener Wert sind, verwerfen.

Di " :
Das Ausmultiplizieren des Pélya-Polynoms wird durch eine Transformation ersetzt.
Bei der Kombination ven Figuren werden die Gewichte nicht einfach zusammenge-
faBt, sondern entsprechend dieser Transformation miteinander verkniipit. Dadurch
wird die Bildung nicht additiver Gewichte beriicksichtigt. Dies stellt eine Erweiterung
bekannter Abz&hlungsverfahren dar und ermdglicht die Abzahlung komplexerer Ei-
genschaften. Die Kopplung von Knotengrad und Wegen flhrt dann z.B. auf Konnek-
tivitdtsindizes nach Randic [30], die ja Summen von mit Knotenbewertungen gewich-
teten Wegen darstellen. Da die Knotengrade am besten iiber Stammbaume abge-
zahlt werden, ist es zweckmaBig, die Distanzen dabei ebenfalls (iber Stammbaume
zu berechnen. [31] beschreibt die Abzahlung der Distanzen in Stammbaumen.

Uber die Abzahlung von Sachs-Graphen [32] kénnen die Koeffizienten des Charak-
teristischen Polynoms und damit die Eigenwerte der Verknilpfungsmatrix des Mole-
kilgraphen berechnet werden. Die Berechnung aller Kantenfolgen im Graphen ist
ebenfalls denkbar [25].

Topologische Indizes scheinen durchaus geeignet, die klassischen QSPR-Methoden
zu erganzen. Im Gegensatz zu vielen physikalisch-chemischen Molekulparametern
1&Bt sich der Wertebereich der mathematisch abgeleiteten Indizes relativ leicht ab-
schétzen. Mit dem von uns entwickelten Verfahren lassen sich Erzeugende Funktio-
nen Topologischer Indizes ohne Generierung der zugehdrigen Molektigraphen ge-
winnen. Dadurch ist bei bestimmten Fragestellungen eine schnellere Abzéhlung
mdglich. Die Vertahren der Kombinatorischen Abzahlungstheorie bieten den Vorteil,
daB sie mathematisch wohlbegriindete Formalismen bereitstellen, andererseits aber
sehr flexibel an die jeweiligen Abzahlprobleme angepaft werden kénnen. Abzahl-
polynome Topologischer Indizes liefern einen sehr ausftihrlichen Uberblick tber die
Haufigkeit des Vorkommens bestimmter Werte der topologischen Parameter. Mit
ihnen IaBt sich z.B. die Eindeutigkeit zwischen Index und Strukturformel {Molekiil-
graph) nachweisen bzw. widerlegen, was im Bereich der Information und Dokumen-
tation von einiger Bedeutung sein dlrfte, je nachdem alle Koeffizienten des Poly-
noms gleich 1 sind oder nicht.

Hat man tiber QSPR-Untersuchungen eine Molekileigenschaft in Abh&ngigkeit von
Topologischen Indizes formuliert, so zeigt das Erzeugende Polynom durch ent-
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sprechende Koeffizienten ungleich oder gleich Null an, ob es in der betrachteten
Stoffklasse Molekiilstrukturen mit den fiir einen gewiinschten Eigenschaftswert er-
forderlichen Auspriagungen Topologischer Indizes gibt.
Bei rekursiver Anwendung, wie bei der Abzahlung von Wurzelbdumen demonstriert,
148t sich der Zyklenzeiger als Funktionenreihe auffassen, so daB asymptotische
N&herungsformeln flir die Anzahlen ermittelt werden kénnen [33]. Die in der vorlie-
genden Arbeit eingefdhrten Transformationen sind aber mathematisch recht unhand-
lich, so daB dieser Vorteil der Kombinatorischen Abz&hlungstheorie wohl nicht ge-
nutzt werden kann.
Es sind Methoden entwickelt worden, die neben den Eigenschaften auch die Mole-
kulgraphen selbst erzeugen [34]. Damit béte sich in der QSPR die Mdglichkeit, die
Relation Eigenschaft=f{Struktur} anders herum zu benutzen, was dem Begriff Mole-
kildesign noch besser gerecht wird. Dadurch fieBe sich ein Konstruktives Molekii-
design [34b] realisieren.
Gegenwdrtig wird die Generierung von Strukturformeln tber die Erzeugung lexiko-
graphisch geordneter Strukturcodes weiter entwickelt [35]-[37]. Die Generierung
Topologischer Indizes auf diesem Wege ist wohl noch nicht versucht worden®. Man
hat also die Méglichkeit, Abzahlpolynome fiir topologische Parameter und/oder Mo-
lekdlgraphen zu entwickeln, oder die Molekiilgraphen durch systematische Konstruk-
tion zu erzeugen und die Topologischen Indizes anschlieBend zu berechnen. Beide
Methoden kdnnten sich sinnvoll erganzen. Z.B. ist eine Pdlya-Abzéhlung auf einem
Strukturcode denkbar.
SchlieBlich sind Abzahlungsverfahren entwickelt worden, die es erméglichen, ein-
zeln ausgewahlte Glieder der Erzeugenden Funktion zu bestimmen [38], so daB sich
der Rechenaufwand ganz erheblich verringern lieBe.
Ob die angedeuteten Méglichkeiten des Einsatzes der Kombinatorischen Abzéh-
lungstheorie fiir die Chemie nutzbar gemacht werden kénnen hangt wesentlich da
von ab, ob effektive Rechner-Algorithmen gefunden werden. Das Gebiet ist offen flr
Neuerungen, wie die aktuelle Literatur zeigt. Es ist aber noch sehr viel rein mathe-
matische Forschungsarbeit zu leisten.
2. Literatur

[1] a) |.S.Dmitriev: Moleklle ohne chemische Bindungen?;

Verlag fiir Grundstoffindustrie, Leipzig, 1982

b) Molecules without Chemical Bonds: Essays on Chemical Topology;
Central Book Ltd., London, 1982

" [41) beschreibt die Erzeugung aller Molekiilgraphen zu einem vorgegeben Wert des
Randic-Konnektivitats-Indizes fiir Wege der Lange 1.



- 286 -

[2] P.J.Plath: Diskrete Physik molekularer Umlagerungen; Teubner, Leipzig, 1988
[3] H.Primas, U.Mliller-Herold: Elementare Quantenchemie;
Teubner, Stuttgart, 1990, 149ff., 309ff.
Research; Academic Press, New York, 1976
[4] D.H.Rouvray: The Value of Topological Indices in Chemistry;
Match 1 (1975) 125-135
[5] H.-H.Schmidtke: Some Comments on the Lecture by Dr. D.H.Rouvray;
Match 1 (1975) 70
[6) D.H.Rouvray: A Reply to Some Comments from Prof. Dr. H.-H. Schmidtke;
Match 2 (1976) 143-146
[7] S.B.Elk: The Limitaticns of Describing Chemical Compounds by Virtue of their
Graph Theoretical Representation by a Computer; Match 23 (1988) 9-10
[8] D.H.Rouvray: The Limitations of Applicability of Topological [ndices;
J.Mol.Struct. (1989) 187-201
(9] a) G.Pdlya: Kombinatorische Anzahlbestimmungen fiir Gruppen, Graphen und
chemische Verbindungen; Acta Math. 68(1937) 145-254
b) G.Pélya, R.C.Read: Combinatorial Enumeration of Groups, Graphs and
Chemical Compounds; Springer, 1987
[10] F.Harary, E.M., R.W.Robinson,R.C.Read: Pélya's Contributions to Chemical
Theory; in A.T.Balaban (Ed.): Chemical Applications of Graph Theory;
Academic Press, 1976
[11] a) R.C.Read: Some Recent Results in Chemical Enumeration;
in Lect.Notes Math. 303, Springer, 1972
b) R.C.Read: The Enumeration of Acyclic Chemical Compounds;
in A.T.Balaban (Ed.): Chemical Applications of Graph Theory;
Academic Press, 1976
[12] A.T.Balaban: Enumeration of Cyclic Graphs; in A.T.Balaban (Ed.):
Chemical Applications of Graph Theory; Academic Press, 1976
[13] W.Hasselbarth: Substitution Symmetry; Theoret.Chim.Acta 67 (1985) 339-367
[14] a) A.Kerber, R.Laue, D.Moser: Ein Strukturgenerator fiir molekulare Graphen;
Anal.Chim.Acta 235 (1990) 221-228
b) R.Grund, R.Hager, F.Herrmann, A.Kerber, R.Laue, W.Weber:
Groups, Graphs and Isomers; in J.Gmehling {(Ed.): Software Development in
Chemistry 5; Springer, 1991
¢) R.Grund, A.Kerber, R.Laue: MOLGEN, ein Computeralgebra-System fiir die
Konstruktion molekularer Graphen; Match 27 (1992) 87-131
[15] a) S.Fujita: Enumeration of Non-Rigid Molecules by Means of United Subduced
Cycle Indices; Theor.Chim.Acta 77 (1990) 307-321
b) S.Fujita: Symmetry and Combinatarial Enumeration in Chemistry;
Springer, 1991
c) S.Fujita: Promolecules with a Subsymmtry of [ , Combinatorial Enumeration
and Stereochemical Properties; J.Chem.Inf.Comput.Sci. 32 (1992) 354-363
[16] W.G.Klemperer: Enumeration of Permutational Isomerization Reactions;
J.Chem.Phys. 56 (1972) 5478-5469
[17] a) S.Fujita: Description of Organic Reactions Based on Imaginary Transition
Structures; J.Chem.Inf.Comput.Sci. 26 (1986) 212-223, 224-230; 27 (1987)
99-104,104-110
b) S.Fujita: Formulation of Isomeric Reaction Types and Systematic



= 287 =

Enumeration of Six-Electron Pericyclic Reactions;
J.Chem.Inf.Comput.Sci. 29 (1989) 22-30
¢) S.Fujita: Subduction of Coset Representations. An Application to
Enumeration of Chemical Structures; Theoret.Chim.Acta 76 (1989) 247-268
[18] a) K.Balasubramanian: Applications of Combinatorics and Graph Theory to
Spectroscopy and Quantum Chemistry; Chem.Rev. 85 (1985) 599-618
b) K.Balasubramanian: Graph Edge Colorings and their Chemical Applications;
Theoret.Chim.Acta 74 (1988) 111-122
c¢) K.Balasubramanian: Combinatorics of Cluster Enumeration;
J.Chem.Inf.Comput.Sci. 32 (1992) 47-54
d) K.Balasubramanian: Combinatorics of NMR and ESR Spectral Simulations;
J.Chem.Inf.Comput.Sci. 32 (1992) 296-298
[19] M.Ch.Klin, R.Pdschel, K.Rosenbaum: Angewandte Algebra. Einflihrung in
gruppentheoretisch-kombinatorische Methoden;
Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1988
[20] F.Harary, E.M.Palmer: Graphical Enumeration;
Academic Press, New York, 1973
[21] K.Ebert, H.Ederer: Computeranwendungen in der Chemie;
VCH, Weinheim, 1983
[22] E.Cayley: Uber die analytischen Figuren, welche in der Mathematik Baume
genannt werden und ihre Anwendung auf die Theorie chemischer
Verbindungen; Chem.Ber. 8 (1875) 1056-1059
[23] A.T.Balaban, J.W.Kennedy, L.V.Quintas: The Number of Alkanes Having n
Carbons and a Longest Chain of Length d; J.Chem.Educ. 65 (1988) 4, 304-313
[24] R.Otter: The Number of Trees; Ann.Math. 49 (1948) 583-599
[25] J.Will: in Vorbereitung
[26] F.Harary, G.Prins: The Number of Homeomorphically Irreducible Trees, and
Other Species; Acta Math. 101 (1959) 141-162
[27] L.V.Quintas, J.Yarmish: Valence Isomers for Chemical Trees;
Match 12 (1981) 65-73
[28] M.Randic: Characterization of Atoms, Molecules and Classes of Molecules
Based on Paths Enumeration; Match 7 (1979) 5-64
[29] W.-D. Ihlenfeldt: Computer gestiitzte Syntheseplanung durch Erkennung
synthetisch nutzbarer Ahnlichkeit von Molekilen;
Dissertation, Technische Universitdat Minchen, 1991, 45ff.
[30] M.Randic: On Characterization of Molecular Branching;
J.Am.Chem.Soc. 97 (1975) 6609
[31] J.Will, B.Adler, G.Biess, S.Dobers: Kombinatorische Abzahlung Topologischer
Indizes; Poster, 7. Workshop Chemie - Information - Computer der Gesellschaft
Deutscher Chemiker, 18.-21.10. 1992, Gosen/Berlin
[32] D.M.Cvetkovic, M.Doob, H.Sachs: Spectra of Graphs - Theory and Application;
Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1982
[33] J.Cioslowski: Series Analysis Methods in Enumeration of Chemical Isomers;
Theoret.Chim.Acta 76 (1989) 47-51
[34] H.Brown, L.Hjelmeland, L.Masinter: Constructive Graph Labeling Using Double
Cosets; Discr.Math. 7 (1974) 1-30
[35] a) J.V.Knop, W.R.Miiller, Z.Jericevic, N.Trinajstic: Computer Enumeration and
Generation of Trees and Rooted Trees;
J.Chem.Inf.Comput.Sci. 21 (1981) 91-99



- 288 -

b} N.Trinajstic, S.Nikolic, J.V.Knop, W.R.Miiller, K.Szymanski: Computational
Chemical Graph Theory. Characterization, Enumeration and Generation of
Chemical Structures by Computer; Ellis Horwoed, 1991

[36] a) V.Kvasnicka, J.Pospichal: Constructive Enumeration of Acyclic Molecules;
Coll.Czech.Chem.Com. 56 (1991) 1777-1802
b) V.Kvasnicka, J.Pospichal: Constructive Enumeration of Melecular Graphs
with Prescribed Valence Staates;
Chemom.Intell.Labor.Syst. 11 (1991) 137-147
[37] M.L.Contreras, R.Valvidivia, R.Rozas: Exhaustive Generation of Organic
Isomers. 1. Acyclic Structures; J.Chem.Inf.Comput.Sci. 32 (1992) 323-330
[38] K.-J.Thirlings: Direkte Berechnung spezieller Anzahlen in Pélyas
Abzéahltheorie; Match 4 (1978) 161-171
[39] a) A.Kerber, H.-J. Thirlings: Symmetieklassen von Funktionen und ihre Abzéh-
lungstheorie. . Die Grunprobleme; Bayreuther Mathemat. Schr. 12 (1983)
b) A.Kerber: Algebraic Combinatorics via Finite Group Actions;
Bl Wissenschattsverlag, Mannheim/Wien/Ziirich, 1991
[40] Jianji Wang, Qiang Wang: The Numbers of Constitutions, Configurations,
Chiral and Achiral Configurations of Polyhaloalkanes CiHai,2.X;:
Tetrahedron 47 (1991) 2969-2978
[41] E.V.Gordeeva, M.S.Molchanova, N.S.Zefirov:
General Methodology and Computer Program for the Exhaustive Restoring of
Chemical Structures by Molecular Connectivity Indexes. Solution of the Inverse
Problem in QSAR/QSPR; Tetrahedr.Comput.Method. 3 (1990) 389-415
[42] K.Jacobs: Einfiihrung in die Kombinatorik; de Gruyter, 1983



