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1 Einfithrung

Die Existenz des [somerieproblems der Chemie wurue bereits am Ende des achtzehn-
ten Jahrhunderts behauptet und ein Vierteljahrhundert spiter bestitigt. Seine Losung
durch Einfithrung des graphentheoretischen Molekiilmodells um die Mitte des neun-
zehnten Jahrhunderts weckte den Wunsch nach einer Konstruktion chemischer Bin-
dungsgraphen und stimulierte die Entwicklung der Graphentheorie und der kombina-
torischen Abzahlungstheorie. Das Isomerieproblem hat also grofien Einflufl auf die
Entwicklung sowohl der Chemie als auch der Mathematik gehabt. Dennoch muff
eingeriumt werden, dafl diese Aufgabe bisher nur unzureichend gelést wurde. Dies
liegt einmal an der Komplexitit der Fragestellung, zum andern aber auch daran,
dafl erst jetzt Rechenanlagen zur Verfiigung stehen, die zu erschwinglichen Preisen
solche &uflerst umfangreichen und mathematisch sehr anspruchsvollen Rechnungen
durchfiihren kénnen.

Das Problem der Herstellung aller Bindungsgraphen zu vorgegebener Summenformel
ist vor allem in dem groflen amerikanischen Forschungsprojekt DENDRAL angepackt
worden (Lederberg, Stanford, seit 1965). Die im Rahmen dieses Projekts entstandenen
Programme lassen jedoch noch Wiinsche offen, die unter anderem die Reichweite der
Systeme betreffen. So ist zum Beispiel der CATALOG der Substrukturen, auf den bei
der Konstruktion zuriickgegriffen werden kann, viel zu klein. Andere, jiingere Ansitze

1Das Projekt wird von der Deutschen Forschungsgemeinschaft unter Ke 201 gefrdert
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benutzen vorwiegend kombinatorische Methoden und laufen deshalb in die Falle der
Komplexitit, das heiBt, ihre Verwendung ist noch wesentlich starker limitiert als die
des mehr algebraisch orientierten Ansatzes von DENDRAL.

Wir haben deshalb eine Eigenentwicklung begonnen mit dem Ziel besserer Portabilitit
und Redundanzfreiheit, unter Verwendung neuerer Methoden aus Mathematik und In-
formatik, besser standardisierter Programmiersprachen und eines wesentlich grofieren
zugrundeliegenden Katalogs von Teilstrukturen.

Hierbei hat uns die Weiterentwicklung der Anwendungen der Graphentheorie in der
Chemie stimuliert, die insbesondere auch O.E. Polansky zu verdanken ist. Die von ihm
1975 im Max-Planck-Institut in Miilheim/Ruhr veranstaltete Tagung “Graph Theory
in Chemistry” hat bahnbrechend gewirkt. Sie fithrte u.a. zur Griindung der Zeitschrift
MATCH, die seitdem ein Forum fiir graphentheoretische Uberlegungen in der Chemie
ist. Der Verlust, der durch den Tod von O.E. Polansky eingetreten ist, trifft uns auch
deshalb besonders schwer. Wir widmen diese Arbeit seinem Andenken.

Die finanzielle Unterstiitzung durch die Stiftung Volkswagenwerk im Rahmen des
Projekts “Algebraische und kombinatorische Beschreibung von Molekiilen” hat die
theoretischen Vorbereitung erméglicht, die zu ersten wichtigen Programmen und Ma-
nuskripten fiihrte. Danach erhielten wir dankenswerterweise weitere Hilfe durch die
Deutsche Forschungsgemeinschaft im Rahmen des Projekts “Molekulare Strukturer-
kennung” und die Mitarbeit interessierter Studenten, denen wir ebenfalls zu Dank
verpflichtet sind, insbesondere F. Bauer, W. Decker, F. Herrmann, R. Hager, D. Mo-
ser (der die erste Version von MOLGEN implementierte} und W. Weber.

2 Historische Entwicklung

Bereits 1797 hat Alexander von Humboldt behauptet (vgl. [20], [6]), daB es chemische
Substanzen mit verschiedenen Eigenschaften aber derselben atomaren Zusammenset-
zung geben kénne. In seinem Buch “Versuche {iber die gereizte Muskel- und Nervenfa-
ser, nebst Vermutungen iiber den chemischen Prozef des Lebens” schreibt er ndmlich
([14], Band 2, Seite 128):

Drei Kérper a, b und ¢ kdnnen aus gleichen Quantitdten Sauerstoff, Was-
serstoff, Kohlenstoff, Stickstoff und Metall zusammengesetzt und in ihrer
Natur doch unendlich verschieden sein.

Nachdem dann Gay-Lussac zu Beginn des neunzehnten Jahrhunderts die entspre-
chenden Analysenmethoden entwickelt hatte, wurde diese Vermutung schlieflich 1824
durch fast gleichzeitige Verdffentlichungen einerseits von Gay-Lussac und Justus von
Liebig, andererseits und unabhéngig davon durch F. Wéhler bestitigt. (Alexander
von Humboldt war iibrigens mit Gay-Lussac eng befreundet und protegierte Justus
von Liebig ([2]). Ob die oben erwihnte Behauptung Humboldts direkten Einfluf auf
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die Untersuchungen von Gay-Lussac und Liebig gehabt hat, ist uns aber nicht be-
kannt.) Sie entdeckten tatséichlich Substanzen, die zwar dieselbe Summenformel, aber
verschiedene Eigenschaften besitzen. Hier ein entsprechendes Zitat, eine Fuinote von
Gay-Lussac zu einer Arbeit von Wohler ([8]):

.. comme ces deux acides sont trés diflérents, il faudrait pour expliquer leur
diflérence admettre entre leurs éléments un mode de combinaison différent.
C’est un objet qui appelle un nouveau examen. ...

Aber erst nachdem dann 1828 Wahler bemerkte, dafi aus Ammoniumcyanat Harnstoff
entstehen kann, eine Substanz mit derselben Summenformel, aber anderen Eigenschaf-
ten, wurde dieses Phanomen in seiner allgemeinen Bedeutung erkannt, und Berzelius
fiihrte 1830 dafiir den Begriff der Jsomerie ein.

Zur Ermittlung der Ursache dieses Phinomens begann man, Molekiile zu skizzieren.
Hier sind einige prominente Vorstellungen von Molekiilen (fiir weitere Einzelheiten
vgl. [3]) des Ethanols C; HsOH. Zunéchst Coupers Version (da$ irrtimlich zwei Sau-
erstoffatome aufgefiithrt werden liegt daran, daf# man damals das Atomgewicht des
Sauerstoffs noch nicht kannte):
0..-0H
c {q

c - Hy
Hier sind Loschmidts und Kekulés Skizzen fiir dieses Molekiil:

Q 0 “‘“
O > Q&Q“‘
ERECEO®

Den Durchbruch zur Lésung brachte die Methode von Alexander Crum Brown, der die
Couperschen Punkte bzw. die Loschmidtschen und Kekuléschen Bertihrungspunkte, die
atomare Bindungen andeuten, durch die wesentlich deutlicheren Verbindungskanten
ersetzt. Crum Brown zeigte 1864 unter anderem, dafl es zwei Méglichkeiten gibt, drei
Kohlenstoffatome C' mit der Wertigkeit 4 mit acht Wasserstoffatomen H der Wertigkeit
1 und einem Sauerstoffatom O der Wertigkeit 2 so zu kombinieren, daB ein Alkohol
entsteht, d.h. eine Hydroxylgruppe OH vorhanden, also ein H-Atom direkter Nachbar
des Sauerstoffatoms ist. Beide Méglichkeiten zeigt die folgende Abbildung:
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Die zugehdrigen Propanole haben z.B. verschiedene Siedepunkte: 97,1° baw. 82,4°.
LaBt man die Bezeichnungen fiir die Atome dabei weg, dann entstehen aus diesen
beiden Skizzen die folgenden Graphen (eine genaue Definition dieses Begriffes folgt
spiiter).

Crum Browns Lésung des Isomerieproblems lautet deshalb so:

Zu einer Summenformel gibt es unter Umstinden mehrere Molekiile, die
dieser geniigen, aber verschiedene Eigenschaften haben, und verschiedene
Bindungsgraphen besitzen.

Damit war die Ursache der Isomerie erkannt und die Graphentheorie geboren. Es blieb
die Frage nach einer Bestimmung oder wenigstens einer Abzihlung der verschiedenen
Isomere zu vorgegebener chemischer Summenformel. Auch bei Mathematikern fiel
das Problem auf fruchtbaren Boden, denn etwa zur gleichen Zeit beschiftigte sich
A. Cayley mit sogenannten Biumen, das sind zusammenhéngende Graphen, die man
leicht gewissen Kohlenwasserstoffen zuordnen kann, was schon die ersten Resultate zum
Isomerieproblem lieferte. Auch J. Sylvester interessierte sich fiir diesen Themenkreis,
er schrieb eine Arbeit mit dem Titel “Chemistry and Algebra” ([27]) in der zum
erstenmal die Bezeichnung Graph auftaucht.

Es begann damit eine fruchtbare Periode, in der viele Isomere graphisch konstruiert
oder wenigstens abgezihlt wurden, neben der Graphentheorie war also aus dem Iso-
merieproblem heraus noch die kombinatorische Abzdhlungstheorie entstanden. In einer
Arbeit von 1929 haben dann Lunn und Senior (ein Chemiker und ein Mathematiker)
gezeigt, dafl die Algebra mit dem Begriff der Operation von Gruppen auf Mengen und
dessen Anwendungen ein wichtiges Werkzeug fiir die Losung solcher Abzahlprobleme
bereithilt ([22]).

G. Pélya hat diesen Ansatz dann in seiner beriihmten Arbeit 23] systematisch und
zudem didaktisch duflerst geschickt systematisiert. Ein erstes Buch iiber Abzéhlme-
thoden in der Graphentheorie haben F. Harary und E. Palmer 1973 veréffentlicht
(113)).

Substanzer derselben Summenformel (z.B. C3HgO), deren Atome im Molekiil aber ver-
schieden verkniipft sind, heiflen Bindungsisomere. (Zu einem Bindungsisomer kénnen
dariiberhinans noch mehrere Stereoisomere gehoren, die zwar denselben Bindungs-
zusammenhang besitzen,sich jedoch in der rdumlichen Anordnung der Atome unter-
scheiden. Auf dieses Problem kénnen wir hier aber nicht eingehen, denn dies ist der
Gegenstand weiterer Untersuchungen.)
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Wichtig ist hier die Bemerkung, daff die Bindungsisomere fiir eine Summenformel in
verschiedene Substanzklassen fallen kénnen. So gibt es z.B. fiir C3HgO noch einen
dritten Bindungsgraphen, ihn zeigt die nidchste Abbildung. Er reprisentiert jedoch
keinen Alkohol, da die Hydroxylgruppe fehlt, der einzige Punkt mit der Wertigkeit 2
ist nimlich mit keinem Punkt der Wertigkeit 1 verbunden:

Mit anderen Worten: Zu der Summenformel C3HgO gibt es genau drei Bindungsiso-
mere, zu der Strukturformel C3H,OH gibt es genau zwei Bindungsisomere. Ahnlich
verhalt es sich mit der Summenformel CNOH. Hierfiir gibt es zwei chemische Sub-
stanzen, die Cyansiure und die Isocyansiure:

Zu CNOH gibt es sogar noch einen weiteren Bindungsgraphen; eine chemische Ver-
bindung dieser Struktur ist jedoch nicht bekannt:

(o)
®) 0.0

Andererseits existiert neben Cyansiure und Isocyansiure cin weiteres [someres, die
Knallsdure, bei dem die Atome in der Reihenfolge HC N O verkniipft sind. Formal kann
diese Struktur durch einen Bindungsgraphen mit 5-wertigem Stickstoff beschrieben
werden:

Bei der Konstruktion von Bindungsgraphen zu einer gegebenen Summenformel mufl
also auch die Mdglichkeit unterschiedlicher Wertigkeiten einiger Elemente beriicksich-
tigt werden.

Zusammenfassend ist also das Problem der molekularen Strukturerkennung in erster
Niherung dieses:

Aus chemischer Information, wie gegebener Summenformel, stofflichen Ei-
genschaften, spektroskopischen Daten, etc. sollen zunichst die Bindungs-
graphen aller Bindungsisomere gewonnen werden, die dieser Information
geniigen. Diese sollen vorzugsweise nach Substanzklassen getrennt kon-
struiert werden, d.h. es soll méglich sein, Substrukturen (wie beispielsweise
Hydroxylgruppen) vorzuschreiben und/oder zu verbieten.
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3 Numerierte Multigraphen

Wollen wir einen molekularen Graphen im Computer speichern, so miissen wir an-
geben, welche Atome bzw. welche Punkte des Graphen mit welchen Atomen bzw.
Punkten verbunden sind, und welche nicht. Dazu bedarf es einer Numerierung der
Punkte, denn im Computer kénnen keine unnumerierten Strukturen sondern nur nu-
merierte Strukturen gespeichert werden. Diese Strukturen definieren wir jetzt genauer
wie folgt. Ein numerierter Multigraph ist ein Paar

3.1 (P,K),

bestehend aus einer Menge P numerierter Punkte, etwa P = {Pi,..., F,}, von denen
einige durch (ungerichtete) Kanten verbunden sind, was durch die Menge der Kanten
K ausgedriick{ wird. Diese Kanten kdnnen Mehrfachkanten sein, jedoch soll keine der
Kanten einen der Punkte mit sich selbst verbinden, d.h. es treten keine Schleifen auf.
Zur Abkiirzung werden wir fiir die Bezeichnung Py, ..., P, der Punkte meist 1,...,p
schreiben. Unter dem Kantengrad bzw. der Valenz ( Wertigkeit) eines Punktes verste-
hen wir die Anzahl der Kanten, die von ihm ausgehen.

Die folgende Abbildung zeigt ein Beispiel fiir die graphische Darstellung eines nume-
rierten Multigraphen. Die Menge der Punkte P ist {1,2,3,4}, die Menge K der Kanten
besteht aus einer Einfachkante zwischen 1 und 2, einer Einfachkante zwischen 2 und
3, sowie einer Dreifachkante zwischen 3 und 4:

O—0—CE=®

Dieser Graph geht durch geeignetes Bezeichnen der Punkte in den molekularen Gra-
phen der Cyansiure iiber. Beachten Sie aber, daf dieses Bezeichnen von Punkten mit
Atomnamen i.a. nicht eindeutig ist, da es einerseits Atome gibt, die mit verschiede-
nen Wertigkeiten auftreten kénnen, und es andererseits verschiedene Atome gleicher
Wertigkeit gibt.

Ein numerierter Multigraph (P, X) wird offensichtlich eindeutig durch die zugehérige
Bindungsmatriz B(P,K) beschrieben, die wir so definieren:

3.2 B(P,K) = (bi), 1<4,k<m,

wobei by, die Anzahl der Kanten angibt, die die Punkte ¢ und %k verbinden, kurz die
Kantenvielfachheit des Punktepaars (i,k). Zum Beispiel ist die Bindungsmatrix fiir
den obigen Multigraphen gleich

oo ~o
(=T -
(2SI — I =]
oS W oo
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Fiir eine sparsame Abspeicherung eines Multigraphen (P,K) mit p Punkten im Rech-
ner miissen aber nicht alle p* Eintrige der Bindungsmatrix abgespeichert werden, fiir
obiges Beispiel also nicht alle 4> = 16 Elemente der Matrix 3.3, vielmehr kommen wir
mit wesentlich weniger Speicherbedarf aus. Kanten, die die Punkte  und k verbinden,
verbinden namlich auch die Punkte k und ¢ und es treten nach Voraussetzung keine
Schleifen auf: da B(P,K) symmetrisch ist und die Hauptdiagonale aus lauter Nullen
besteht, geniigt es, anstelle von B(P,K) die Folge

3.4 v =bizbya. . biphas . by byl

zu betrachten, die aus denjenigen Elementen von B(P,K) besteht, welche rechts ober-
halb der Hauptdiagonalen stehen; diese Folge nennen wir die Bindungssequenz des
Graphen. Zu obiger Matrix gehort beispielsweise die Bindungssequenz

3.5 100103.

Wenn wir also anstelle der Bindungsmatrix die Bindungssequenz zur Abspeicherung
cines Multigraphen mit p Punkten benutzen, miissen wir statt p? nur noch 1’—21 = (;)

Zahlen abspeichern, fiir obiges Beispiel (:) = 6, fir molekulare Graphen kommen
allerdings noch die p Atombezeichnungen hinzu.

Pin klein wenig formaler kann die Bindungssequenz als eine Abbildung aufgefafit wer-
den, und zwar als eine Abbildung von der Menge der Punktepaare? {i,k} in die Menge
{0,1,...,m} der Kantenvielfachheiten. Die Bindungssequenz aus 3.5 entspricht auf
diese Weise der Abbildung mit der folgenden Wertetabelle:

- Gk} = [[{1,2} | {1,3} | {1,4} | {2,3} | {2,4} | {3.4}
] ba= 1 [ o ] o [T [ o | 3"

Wenn wir noch verabreden, die Paare grundsitzlich lexikographisch anzuordnen, dann
bendtigen wir zur Darstellung dieser Abbildung sogar nur die zweite Zeile dieser Wer-
tetabelle, also nur die Bindungssequenz. Wir wollen eine Abkiirzung fiir solche Mengen
von Abbildungen einfithren. Dazu bendtigen wir zwei Standardmengen der Ordnung
P

3. p={0,1,...,p~1}, und p:={1,...,p}.

Auflerdem kiirzen wir die Menge der Paare {i,k} so ab:
18 P = {{i,k} |1 <i<k<p)

Die Bindungssequenz eines numerierten Multigraphen mit p Punkten und maximal
m-fachen Kanten ist also eine Abbildung von p¥ in m+1 = {0,1,...,m}. Die
Bindungssequenz aus 3.5 ist in diesem Sinne eine Abbildung von 4% in die Menge

%Als Punktepaar verstehen wir hier also eine 2—elementige Teilmenge der Menge aller Punkte.
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3+ 1 ={0,1,2,3}. Da wir, wie oft iiblich, mit ¥* die Menge aller Abbildungen von
X nach Y abkiirzen:

3.9 Y ={f: XY},

kénnen wir mit Hilfe dieser Bezeichnungsweisen jetzt die prizise formale Definition
numerierter Multigraphen ohne Schleifen, mit p Punkten und durch m beschrankter
Kantenvielfachheit angeben, solche Graphen nennen wir numerierte m-Graphen mit
p Punkten:

3.10 Definition (Numerierter m—~Graph) Ein numerierter m-Graph mit p Punk-
ten ist ein Elementy € (m + 1)(2[“], also eine Abbildung «v von der Menge

PP ={{i,k} |1 <i<k<p}
der Punktepaare in die Menge der zugelassenen Kantenvielfachheiten
m+1={0,1,...,m}.

Dabei bedeutet y({i,k}) = 0 bzw = j, daf das Punktepaar {i,k} nicht verbunden bzw.
durch eine j-fache Kante verbunden ist.

4 Umnumerieren von Multigraphen

Die Tatsache, dafl im Computer nur numerierte Strukturen, in unserem Beispiel also
nur numerierte Multigraphen gespeichert werden kénnen, wirft ein sehr schwerwiegen-
des Problem auf. Die Numerierung eines Multigraphen ist ndmlich im allgemeinen auf
sehr viele verschiedene Weisen méglich, so dafl wir sehr viele numerierte Multigraphen
haben kénnen, die bis auf die Numerierung gleich sind, d.h. denselben chemischen
Graphen beschreiben, und es ist sehr schwierig festzustellen, wann dies im konkreten
Fall so ist. Ein Beispiel zweier numerierter Multigraphen, die beide C'O, beschreiben,
aber verschieden numeriert sind, ist

O——0 —E—0

Diese Mehrdeutigkeiten miissen wir in den Griff bekommen! Als nichstes wollen wir
deshalb die dazu notwendige Mathematik bereitstellen. Betrachten wir ganz allgemein
einen numerierten m-Graphen v mit p Punkten. Die Umnumerierungen der p Punkte
von 7 bilden eine sogenannte Gruppe, wir miissen also zunédchst an diesen Begriff
erinnern.

4.1 Definition (Gruppe) Unter einer Gruppe versieht man eine Menge G zusammen
mit einer Verknipfung =, also einer Abbildung

*:GxG—G:(g,9)—gxd,
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die jedem Paar (g,g') von Elementen aus G ein eindeutig bestimmies Element von G
suordnet, das wir mit g = g’ bezeichnen. Es missen folgende Rechenregeln gelten:

1. Es gilt das Assoziativgeselz, d.h. fir alle g1,92,9: € G ist

g1 % (g2 * ga) = (91 * g2) * 9.

2. In G existiert genau ein neutrales Element, d.h. ein Element e derart, daff fir
alle g € G gill:
gre=exg=g.
3. Zu jedem g € G gibt es ein eindeulig bestimmles Inverses, d.h. ein Element
g' € G mil der Eigenschaft
gxg'=g'xg=e
Gruppen mit kommutativer Verkniipfung, d.h. g * ¢’ = ¢’ % g, fiir alle g,¢' € G,
heiflen abelsche Gruppen (nach dem Mathematiker N.H. Abel). In diesem Fall schreibt
man die Gruppe oft additiv, d.h. man nimmt als Verkniipfungssymbol oft + statt x,
schreibt 0 fiir das neutrale Element und — g fiir das [nverse von g. Prominente Beispiele
hierfiir sind die Zahlbereiche Z, Q und C, die ganzen, die rationalen und die komplexen
Zahlen mit der Addition als Verkniipfung. In den Fillen, in denen man offen 1afit,
ob die Gruppe abelsch ist, oder nicht, schreibt man die Gruppe meist multiplikativ,
also - anstelle von * als Verkniipfungssymbol oder, wie meist iiblich, garnichts. Bei

dieser multiplikativen Schreibweise bezeichnet man das neutrale Element mit 1 und
das Inverse von ¢ mit ¢~'. Eine solche Gruppe ist die Gruppe

Sp,

die aus allen Permutationen, d.h. Umordnungen, der Menge p besteht, und deren
Verkniipfung die Hintereinanderausfithrung ist. Diese Gruppe ist fiir p > 2 nicht mehr
abelsch, wir schreiben sie deshalb multiplikativ. Ihre Ordnung, d.h. die Anzahl ihrer
Elemente, ist p! =1-2-...-p.

Benutzen wir kleine griechische Buchstaben =, p, o etc. zur Bezeichnung der Permuta-
tionen, und schreiben wir kurzerhand =i fiir das Bild von i € p, dann besteht S, aus
den folgenden Elementen:

(1),
1l ... ®p

Dabei haben wir einfach das Bild 74 unter das Urbild gesetzt. Zu beachten ist bei
dieser Schreibweise, daB die Reihenfolge der Spalten "‘. fiir die Beschreibung von =
offensichtlich keine Rolle spielt. Die Verkniipfung ist, wie bereits erwihnt, die Hinter-
einanderausfihrung, also bedeutet p ., was wir wie meist {iblich kurz mit pr bezeich-
nen, die Permutation “erst w, dann p”, d.h. wir lesen Produkte von Permutationen

von rechts nach links, es gilt also

(p}i = p(mi).
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Das neutrale Element bezeichnen wir wegen der multiplikativen Schreibweise mit 1, es
ist die identische Abbildung:

1= 1 2 ... p—1 p
T\l 2 ... p—-1 p)?
und das Inverse von m (es wird mit 7~! bezeichnet) erhilt man durch Vertauschen der
beiden Zeilen

e . e W
42 1r‘=(1 :).

also ist zum Beispiel
123\ 7" (231} (123
231 T \123) " \312)°

Wir wollen die Gruppe Sp jetzt anwenden, um die oben erwidhnten Mehrdeutigkeiten
beim Numerieren von Mrﬁtigraphen in den Griff zu bekommen. Dazu betrachten wir
einen numerierten m-Graphen ¥, also eine Abbildung von Bm nach m+ 1. Durch
Umnumerieren der Punkte entstehen aus 4 weitere numerierte m—Graphen v',~4",.. .,
diese wollen wir zu der sogenannten Isomorphieklasse von v zusammenfassen, denn
diese durch Umnumerierung entstandenen numerierten m~Graphen unterscheiden sich
ja nicht wesentlich von v. Wie dies geschieht wird prazise mit Hilfe des folgenden
Begriffs der Operation einer Gruppe G auf einer Menge M beschrieben.

4.3 Definition (Operation einer Gruppe auf einer Menge) Ist G eine multi-
plikativ geschriebene Gruppe, M eine Menge, dann wird eine Operation von G auf M
durch eine Abbildung

GxM— M:(g,m)— gm

beschrieben (d.h. jedem Paar (g,m) mit ¢ € G und m € M ist ein Element von
M zugeordnet, dieses wird mit gm bezeichnet) mit folgenden Eigenschaften: Fir alle
m € M, alle g,9' € G und fir das neutrale Element 1 € G qult:

(99'ym = g(g'm), 1m = m.
Ein triviales Beispiel ist die sogenannte natirliche Operation von Sp auf p,
4.4 Sp x p — pi(mi) — i

Diese Operation kénnen wir als Umnumerierung der Punkie eines numerierten m-
Graphen interpretieren. Sie ergibt gleich noch ein weniger triviales Beispiel, das wir
als entsprechende Operation auf den Punkiepaaren eines numerierten m~Graphen in-
terpretieren kénnen:

4.5 Sp x p — p: (m, {3, k}) > {mi, mk}.
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SchlieBlich ergibt sich daraus die gewiinschte Beschreibung dessen, was bei der Umnu-
merierung der Punkte mit den numerierten m-Graphen selbst passiert:

4.6 Sp x (m + DED - (m 4 1) (7,9) s yoml.

Die symmetrische Gruppe operiert also in folgender Weise auf der Menge der nume-
rierten m~Graphen: Dem Paar (m,7) wird der numerierte m~Graph 7y = yon™!
zugeordnet, das ist die folgende Abbildung +":

Y ({3, k}) = y(n7 {5, k) = v({x7"i, 77 k}).

Wir haben damit eine prizise Formulierung dessen, was die Umnumerierung numerier-
ter m~Graphen mit p Punkten vom mathematischen Standpunkt her gesehen bedeutet,
es ist die in 4.6 angegebene Operation der symmetrischen Gruppe Sp auf der Menge
der numerierten m-Grapken mit p Punkten!

5 Isomorphie numerierter Multigraphen

Wir haben numerierte Multigraphen deshalb einfiihren miissen, weil wir im Rechner
Punkte und damit auch Multigraphen nur in numerierter Form speichern kénnen. Wir
wollen zwei numerierte m~Graphen +,+" jedoch als im wesentlichen gleich ansehen,
wenn sie durch Umnumerieren auseinander hervorgehen, d.h. durch die Operation
cines geeigneten 7 € Sp, ineinander iibergefithri werden, also wenn es = € Sp gibt mit
77 = 7. Das fiihrt uns auf den folgenden Begriff, der die Zusammenfassung solcher im
wesentlichen gleicher Elemente einer Menge beschreibt, auf der eine Gruppe operiert:

5.1 Definition (Bahn einer Gruppe auf einer Menge) Operiert die Gruppe G
auf der Menge M wie oben definiert, und ist m € M, dann heifit die Menge

G(m)={gm|geG}C M
die Bahn von m unter G.

Die Bahn von m besteht also aus allen m' € M, fiir die es ¢ € G gibt mit m' = gm.
Diese Mengen haben die folgende sehr wichtige Eigenschaft:

5.2 Satz Je zwei Bahnen G(m),G{m') ven G auf M sind entweder identisch oder
disjunkt (elementfremd). Die Menge

G\M = {G(m) | m € M}

der verschiedenen Bahnen bildet also eine vollsiandige Zerlegung von M in paarweise
disjunkte und nicht leere Teilmengen von M.
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Solche vollstindigen Zerlegungen in disjunkte und nicht leere Teilmengen nennt man
auch Partitionen. Insbesondere bilden also die Bahnen von S eine Partition von

(m+ 1)(Em). Die Elemente dieser Partition sind die Bahnen von Sp. Eine Bahn be-
steht hier also aus allen numerierten m~Graphen mit den p Punkten 1,...,p, die aus
irgendeinem numerierten m-Graphen durch Umnumerieren hervorgehen! Die Opera-
tion 4.6 faPt also genau diejenigen numerierten m—-Graphen mit p Punkten zusammen,
die wir als im wesentlichen gleich ansehen wollen! Oder, anders gewendet: Wir er-
halten einen vollstandigen Satz wesentlich verschiedener numerierter m—~Graphen mit
p Punkten, indem wir aus jeder Bahn von Sp auf (m+ 1)‘2[2]) genau ein Element
herausgreifen. Nehmen wir diesen reprdsentativen Satz numerierter m—Graphen mit p
Punkten her, und lassen wir die Numerierung jeweils weg, dann erhalten wir das, was
wir als m-Graphen mit p Punkten, oder, genauer, als unnumerierte m-Graphen mil p
Punkten bezeichnen wollen. So besteht beispielsweise die Menge aller 2-Graphen mit
4 Punkten aus 11 Elementen, die Abb. 1 zeigt. Es ist jetzt ganz wichtig zu beachten,

. - - L] >-—a ]—.

IR FS N
AN

Abb. 1: Die 2-Graphen mit 4 Punkten

daf} wir diese reprasentative Menge durch Wahl irgendeines Elements der Bahn und
Weglassen der Numerierung erhalten haben, deshalb sind zum Beispiel die beiden un-
numerierten Graphen gleich, die sich aus den beiden numerierten Graphen von Abb. 2
ergeben, sie sind in Abb. 3 dargestellt. Das heifit, es gilt tatsichlich die in Abb. 3

4 3

und

1 2 1 2

Abb. 2: Zwei isomorphe numerierte 2-Graphen

symbolisch angedeutete Gleichheit!
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Abb. 3: Die beiden zugehérigen unnumerierten (und gleichen) Graphen

Numerierte e—Graphen, die durch Umnumerieren auseinander hervorgehen, also, mit
anderen Worten, in derselben Bahn liegen, heiflen zueinander isomorph. Beispielsweise
sind die zu dem im Rechner als Bindungssequenz 112 gespeicherten Graphen

= =112

isomorphen numerierten 2-Graphen die folgenden:

Dazu ist fibrigens zu bemerken, daf eine Vertauschung der beiden durch eine Zwei-
fachkante verbundenen Punkte die Bindungssequenz nicht dndert!
Wir kénnen jetzt definieren, was wir unter einem m~Graphen verstehen wollen:

5.3 Definition (m—Graph mit p Punkten) Unter einem m-Graphen mit Punkte-
menge p verstehen wir eine Isomorphieklasse T' numerierter m-Graphen v mit Punk-
temenge p, oder, was dasselbe ist, eine Bahn der symmetrischen Gruppe Sp auf der
Menge (m + 1)(—1’—[’]) aller Abbildungen von der Menge p? der (;) Punktepaare in die
Menge m + 1 der Vielfachheiten.

Die Menge aller m—Graphen mit p Punkten ist also, unter Benutzung der Abkiirzungen
aus 5.2, gleich

2]
Sp\(m + 1) )
und eine Skizze dieser Graphen I' erhilt man durch Herausgreifen eines Systems von

Reprasentanten dieser Bahnen und Weglassen der jeweiligen Numerierung. Firm =1
und p = 4 gibt Abb. 1 eine solche Skizze.
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6 Valenzstrichgraphen

Nachdem wir jetzt eine prizise Definition von m~Graphen mit p Punkten zur Hand
haben, kénnen wir unter ihnen diejenigen aussuchen, welche wir einer vorgegebenen
chemischen Formel zuordnen wollen. Enthélt die Formel p Atome (z.B. p = 12 fiir
C3H,0H bzw. C3HyO), dann ordnen wir die p Valenzen, die wir den Atomen zu-
schreiben zu einer absteigenden Zahlenfolge, der Valenzenfolge

V= (‘U]_.,‘l)g,. ..),

wobei v; die Anzahl der Atome mit Valenz ¢ bezeichnet. Bei C3H;OH nehmen wir
beispielsweise an, alle drei Kohlenstoffatome C seien vierwertig, das Sauerstoffatom
O sei zweiwertig, und die acht Wasserstoffatome H seien einwertig, so daf} sich die
Valenzenfolge

V(C:H,OH) = (8,1,0,3)

ergibt. Bei den entsprechenden Graphen gibt v; an, in wievielen Punkten des Graphen
genau i Kanten zusammentreffen.

Schlieflich bezeichnen wir einen m-Graphen als zusammenhdingend, wenn wir von
einem seiner Punkte alle anderen Punkte erreichen kénnen, indem wir Kanten entlang
wandern. Z. B. ist der folgende Graph nicht zusammenhingend:

* 4_.
Fiir die Darstellung der Bindungsstruktur von Molekillen kommen in der Regel nur
zusammenhingende Graphen in Betracht. Wir definieren deshalb

6.1 Definition (Valenzstrichgraphen) Unter den Valenzstrichgraphen zu einer
vorgegebenen chemischen Formel und zugeordneter Valenzenfolge V = (v1,...,vm)
verstehen wir die zusammenhdngenden m-Graphen I', die V als Valenzenfolge haben,
d. k. die genau v; Punkte der Valenz i besitzen. Molekile, deren Bindungsverhdlinisse
durch diese Graphen beschrieben werden, heiffen auch Valenz— oder Bindungsisomere
zu der gegebenen Formel und Valenzenfolge.

Zur Formel C3H;OH und zugeordneter Valenzenfolge (8,1,0,3) gibt es also genau
die drei oben angegebenen Valenzstrichgraphen und dementsprechend zumindest drei
Valenz— oder Bindungsisomere (denn Valenzisomere zu demselben Bindungsgraphen

kénnen sich ja noch in den Bindungsverhiltnissen der einzelnen Atomsorten unter-
scheiden).
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7 Bindungsisomere

Leider sind die Valenzstrichgraphen bzw. die Valenzisomere noch nicht ganz genau
das, was wir haben wollen. Wenn wir nimlich in der Valenzenfolge verschiedenen
Atomen dieselbe Valenz zugeordnet haben, dann kénnen wir die Punkte desselben
Valenzstrichgraphen unter Umstanden auf wesentlich verschiedene Weisen aber unter
Beriicksichtigung der angenommenen Valenzen mit Atomnamen bezeichnen. Betrach-
ten wir beispielsweise den folgenden Graphen:

P

Nehmen wir einmal an, er beschreibe ein Molekiil, von dessen 4 Atomen der Valenz 3
jeweils zwei zur Atomsorte @ und zwei zu der von a verschiedenen Atomsorte b gehoren.
Dann kénnen wir die entsprechenden Punkte auf diese zwei wesentlich verschiedenen
Weisen beschriften:

a b b b
M und M
a b a a
Es ist also von Bedeutung, diese wesentlich verschiedenen Beschriftungen zu unter-
scheiden! Zur prézisen Beschreibung dieses Sachverhaltes gehen wir deshalb zur Defi-

nition der Operation einer Gruppe auf einer Menge zuriick und benutzen die folgende
Definition, fiir die wir an 4.3 erinnern:

7.1 Definition (Stabilisator eines Punktes) Ist G eine Gruppe und M eine Menge,
auf der G gemdff

G xM— M:(g,m)— gm
operiert, dann heift, fir m € M, die folgende Untergruppe G,, von G der Stabilisator
von m:

Gm={g € G|gm=m}.
Der Stabilisator des numerierten Graphen v € (m + 1)(2[11) besteht also aus den Um-
numerierungen m € Sp, die die Bindungssequens «y fest lassen: y o 7™ = . Dieser

Untergruppe geben wir wegen ihrer grofien Bedeutung fiir unsere Problemstellung noch
einen speziellen Namen:

7.2 Definition (Automorphismengruppen numerierter m—Graphen) Der Sta-
bilisator eines numerierten m-Graphen v € (m + 1)(2{:]) wird mit A(7y) bezeichnet und
heifit die Automorphismengruppe dieses Graphen:

Aly)={m€Sp|yorT" =~}





























































































