m@ﬁ@h no. 18 pp. 71-81

DIE ENTWICKLUNG DES p-POLYNOMS EINES SCHLICHTEN GRAPHEN,
SPRECHEND SEINER ZERLEGUNG AN EINEM KNOTEN
Oskar E. Polansky

Max+~Planck-Institut fir Strahlenchemie

D-4330 Milheim a.d. Ruhr

(Received: September 1984)

1985

ENT -

In equ. (8) an expansion of the characteristic and/or the

acyclic polynomial of a simple graph G is given in terms of the

polynomials of its subgraphs, which correspond to the decomposi-

tion of the graph G at its vertex u.

Die charakteristischen und azyklischen Polynome schlichter

Graphen spielen eine groBe Rolle in der Theorie ihrer Eigenwerte

und folglich auch in jenen Gebieten, in denen diese von Bedeutung

sind. Das am besten bekannte Beispilel ist die Hiickel-Theorie und

ihre Anwendungen [1]; als weitere Beispiele seien angefithrt: die

Topologischen Resonanzenergien (2,31, welche aus den Eigenwerten



dieser Polynome berechnet und zu Aussagen liber die relative
Stabilitdt organischer Verbindungen benutzt werden, sowie die
Topologischen Effekte an Molekiilorbitalen (4-121, bei welchen
Schlisse beziglich der GroBenbeziehung zwischen den
charakteristischen Polynomen zweier verschiedener Molekulargraphen
gezogen werden. Gerade bei den letztgenannten Anwendungen ist es
erforderlich, das Polynom eines schlichten Graphen in Terme von
Polynomen bestimmter Partialgraphen zu entwickeln.

Es seien G ein schlichter Graph, #(G,x) sein
charakteristisches und «(G,y) sein azyklisches ("matching”)
Polynom in den kontinuierlichen reellen Variablen x bzw. y (auf
deren explicite Angabe wird in der Folge zugunsten einer kiirzeren
Notierung verzichtet). Es wurde gezeigt [13], daB diese beiden
Polynome mit Hilfe eines diskriminierenden Parameters t zu einem
einzigen Polynom, dem sogenannten p-Polynom des Graphen G,
u(G,t;x), zusammengefaBt werden kénnen, in welchem die zyklischen
Beitrdge mit entsprechenden Potenzen von t multipliziert sind.
Dementsprechend nimmt der Parameter t fir azyklische Polynome den
Wert t = O, filr charakteristische Polynome aber den Wert t = 1 an,

sodafl gilt:

a(G) = p(G,t=0),

O(G) = p(G, t=1).

Wegen der allgemeineren Gililtigkeit beziehen wir die vorliegende
Betrachtung auf das p-Polynom eines gegebenen Graphen G.
Wie bereits oben erwdhnt, besteht gelegentlich das Bedirf-

nis, das Polynom eines gegebenen Graphen ¢ durch diejenigen
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Polynome auszudriicken, welche bestimmten Subgraphen von G entspre-
chen. Ublicherweise bedient man sich hierbei der Zerlegung von G

an einer Kante e = {a,bleG, wobei man erhdlt [(141:

p(G) = p(G-e) - p(G-a-b) - 2t L u(G-Ze)» (1)
{Ze)

Darin sind (G-e), (G-a-b) und (G—ZE) diejenigen Graphen, welche
aus G entstehen, wenn die Kante e bzw. die Knoten a und b
(zusammen mit allen incidenten Kanten) bzw. die zum Kreis Z,
gehdrenden Knoten (wiederum zusammen mit den incidenten Kanten)
entfernt werden; dabei steht Z, fiir einen beliebigen Kreis von G,
zu welchem die Kante e gehdrt; die in Gl. (1) angezeigte
Summierung ist Uber der Menge dieser Kreise auszufithren. Um die
Kanten zu entfernen, welche eine zerlegende Kantenmenge (cut set
[15)) bilden, muB Gl. (1) wiederholt, und zwar auf jede einzelne
dieser Kanten angewandt werden, d.h. man zerlegt G an den Kanten
eines cut sets. Dies fiihrt im Falle, daB die zu der zerlegenden
Kantenmenge gehdrenden Kanten keinen Endpunkt gemeinsam haben, zu
einem Ausdruck [16]), welcher zwar aus zahlreichen Gliedern
besteht, von kombinatorischen Gesichtspunkten her aber vollkommen
durchsichtig ist.

In gewissen Fallen ist es wiinschenswert, das Polynom von G
so zu entwickeln, daB diese Entwicklung einer Zerlegung von G an
einem Knoten entspricht. Auch in diesem Falle sind die Kanten
eines zerlegenden Kantensatzes durch wiederholte Anwendung von Gl.
(1} zu entfernen. Die dabei entstehende Situation unterscheidet
sich von der vorgenannten [16] insofern, als hier alle zu dem cut

set gehorenden Kanten einen Endknoten gemeinsam haben, namlich



jenen Knoten, an welchem G zerlegt wird. Das Ergebnis
unterscheidet sich von dem in [16]1 erzielten durch eine

vergleichsweise geringe Zahl vcn Gliedern in der Entwicklung.

Es sel G ein schlichter Graph und u derjenige Knoten wvon

G, an welchem G zerlegt werden soll. Die dem Knoten u benachbarten

Knoten seien mit vj, 1 -8 3 S g, bezeichnet; g stellt den Grad des

Knotens u dar. Der zu entfernende cut set wird von den mit u

i : i £ .
incidenten Kanten ej = {u,vj], 1 & jJ = g, gebildet.

Die Entfernung der Kante e, filhrt gemaB Gl. (1) zu dem

1

folgenden Ausdruck:

u(G) = p(G-e,) - p(G-u-v,) - 2t L p(G-2,). (2)
1 1 1
{21}
Mit 21 ist einer jener Kreise notiert, welcher die Kante e, ent-
hdlt. Jeder dieser Kreise stellt einen geschlossenen Weg dar,

welcher im Knoten u beginnt, diesen iliber die Kante e, verldBt und

1

schlieflich wieder, iliber eine andere Kante des cut sets (ej,
J > 1) zum Knoten u zuriickfihrt. Benutzt man den Index dieser
Kante (j) um die der zu {21) gehérenden Kreise zu ordnen, so 1ldBt

sich diese Menge einfach in disjunkte Teilmengen {Z1j) zerlegen,

wobeli Z,Ij einen Kreis bezeichnet, welcher die Kanten e, und ej
enthdlt:
g
{21} = Lj{z1_}. (3)
j=2

Die in den beiden letzten Termen von Gl. (2) erscheinenden

Graphen, (G-u~v1) und (G—Z1), sind bereits am Knoten u zerlegt,



d.h. sie enthalten keine Kante des cut sets; sie bediirfen daher
auch keiner weiteren Behandlung. Der Graph (G-e1) hingegen enthdlt

noch alle Kanten ej bis auf e welche noch zu entfernen sind.

17

Die Entfernung der Kante e, aus (G—e1) im nadchsten Schritt

2

flihrt zu

u{G) = u(G-e1—e2) - u(G—e1—u—v2) - 2t £ p(G-e1—22) (2a)

= u(G-u—v1] = 26 T u(G*Z1)

Da mit einem Knoten auch alle mit ihm incidenten Kanten
entfernt werden, enthdlt ein durch die Entfernung des Knoten u
erzeugter Subgraph keine der mit u incidenten Kanten ey es gilt

daher die folgende Identitat:
(G-e1~u~v2) = (G—u—vz). (4)

Die Menge der Kreise {22}, iiber welche die in Gl. (2a)

angezelgte Summierung von p(G-e, -2

1 2) auszufithren ist, kann in

einer zu Gl. (3) analogen Weise in disjunkte Teilmengen zerlegt
werden, wobel zu berlicksichtigen ist, daB die Kante e, nicht fir
die Riickkehr zum Knoten u zur Verfiigung steht:

g
{22} = U {z,.}. (3a)
j=3 <)
Von den in Gl. (2a) erscheinenden Graphen ist nur
(G4e1—ez) weiter zu zerlegen. Filhrt man diese Zerlegung
schrittweise in der gleichen Weise wie oben aus, so erhidlt man

nach der Entfernung der Kante ey k<g, als typisches



zwischenresultat den folgenden Ausdruck:

k k
u(G) = p(G- U e) - [ u(G'u—VK) - (2b)
k=1 © k=1
3
-2t L [ p(G-z)
k=1 {z }

worin {ZK} analog zu den Gln. (3) und (3a) wie folgt definiert

ist:

g
z,) = ¢ tz .} (3b)
j=k+1 "3

LABt man k den Wert k = g-1 erreichen, so erhdlt man aus

Gl. (2b) schlieBlich:

g-1 g-1
p(G) = p(o-J e ) - L u(G-u-v ) - (2c)
k=1 k=1
g-1
-2t [ u(G-Z ).
k=1 {2}

Um die angestrebte Entwicklung abzuschliessen, muf noch
die letzte der urspringlich mit dem Knoten u incidenten Kanten
entfernt werden. Es ist dies die Kante eq Sie ist in (G-Uek) die
einzige Verbindung des Knoten u mit dem Rest des Graphen. In
diesem Graphen ist also %y eine Briickenkante und u ein Endknoten,

und es gibt in diesem Graphen keinen Kreis, welcher die Kante e

9
enthielte, d.h. {Zg) ist notwendigerweise eine leere Menge. Die
Anwendung von Gl. (1) auf u(G«UeK) ergibt somit

g-1 g
ue-Ue ) = ue-Ue,) - w(G-u-v ). (5)
k=1 k=1 4



Bevor dieser Ausdruck in Gl. (2¢) eingesetzt wird, sel sein erster
Term sowie der letzte Term von Gl. (2c) naher betrachtet.

Der Graph (G—Ueu) ist nicht-zusammenhidngend; er ist 1n
mindestens zwel Komponenten zerfallen, von denen die eine nur aus
dem Knoten u besteht, wahrend die andere durch (G-u) gegeben ist.
Dementsprechend zerfdllt auch das p-Polynom dieses Graphen in

mindestens zweli Faktoren, namlich

g,
pe-U e ) = xu(G-u), (6)
k=1
worin bereits up(u) = x beriicksichtigt ist.

Die in Gl. (2c) angezeigte Doppelsumme entspricht einer
Summierung iliber alle Kreise der Vereinigung der Menge {ZK}, fur

welche man setzen kann:

g-1

tz,} = KL:J1{ZK}A (7
Wie aus den Gln. (3), (3a) und (3c) folgt, enthdlt die Menge {ZU}
alle in G existierenden Kreise, welche durch den Knoten u gehen.

Trdgt man Gl. (5) unter Beriicksichtigung von Gl. (6) in
Gl. {(2c) ein und benutzt die Notierung von Gl. (7), so erhidlt man
als Resultat der am Knoten u ausgefilhrten Zerlegung des Graphen G
den folgenden Ausdruck:

g

p(G) = xp(G-u) - L p(G—u‘vj) : R u(GvZu)A (8)

=1 ¢z}
u

Vergleicht man Gi. (8) mit dem in [16] erzielten Ergebnis, so



fallt vor allem auf, daB Gl. (8) nur drei verschiedene Typen von
Polynomen enthdlt, unabhangig davon, welche Machtigkeit der cut
set {ej} besitzt, wahrend in (16] die Zahl der unterschiedlichen
Typen von Termen etwas stdrker als linear mit der Mdchtigkeit des
cut sets ansteigt. Dieser Unterschied ist eine unmittelbare Folge
davon, daB der Knoten u fiir jede Kante ej des cut sets ein
Endpunkt ist: er kann daher nur entweder zusammen mit dem anderen
Endpunkt vj einer einzigen Kante des cut sets oder zusammen mit
den Knoten eines durch ihn gehenden Kreises Z'.l entfernt werden.
Abschlieflend seien die durch die Gln. (1) und (8)
beschriebenen Entwicklungen miteinander verglichen und zwar fir
den Fall, daB sie auf charakteristische Polynome angewandt werden.
Diese sind bekanntlich durch die Sdkulardeterminante des Graphen

wie folgt definiert:

o(G) = detlxln - A(G) ], (9)

worin sind: A(G) die Adjazenzmatrix des Graphen G, Ln die
Einheitsmatrix der Ordnung n und n die Zahl der Knoten von G; jede
Entwicklung von ¢(G) kann daher als eine Entwicklung der mit G1.
(9) gegebenen Determinante verstanden werden.

Von diesem Gesichtspunkt aus ist die mit Gl. (1)
beschriebene Entwicklung leicht als eine Laplace-Entwicklung der
Determinante (9) zu identifizieren, wobei die dem Knoten a
entsprechende Zeile (Kolonne) zu dem einen, die dem Knoten b
entsprechende Zeile (Kolonne) zu dem anderen Block von Zeilen

(Kolonnen) gehort, aus welchen die in der Laplace-Entwicklung
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vorkommenden Minoren gebildet werden. Im Gegensatz hierzu
entspricht Gl. (8) der Entwicklung der Determinante (9) nach den
Elementen derjenigen Zeile (Kolonne), welche mit dem Knoten u
korrespondiert.

In der Literatur findet man im Theorem 2 von [17] ein sehr
spezielles Beispiel fiir die hier behandelte Entwicklung der Poly-
nome gemaB Gl. (8).

Frau R. Wolf und Frau U. Heiligenstadt danke ich fiir deren

Hilfe bei der Erstellung des Manuskripts.
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