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(Abstract) :

Some new relations between the polynomials of certain par-
tial graphs of a given simple graph are presented in egqs. (11),
(12), (17), and (22)-(2%). Three methods useful for the derivation
of such relations are described: (i) partition of a composed graph
by the removal of bridges, (ii) expansion of the polynomial of a
vertex-weighted graph, and (iii) partial differentiation; the last
method is the most effective one. It is shown, that all these
relations orginate from the Jacobi theorem concerning the minors

of a symmetric determinant.

" Teil 2: siehe (11.
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1. Einleitung

Seit langer Zeit ist die Verkniipfung dex charakteris-
tischen Polynome, welche mit dem schlichten Graphen G und seinen

i k _
durch Entfernung der Knoten k und 1 erzeugten Partialgraphen, G =
I k1

(G-k), G = (G-1), G = (G-k-1), assoziiert sind, bekannt [2]:
k.1 k1 2 "
GG - GG = le 3 1)

darin sind die charakteristischen Polynome mit denselben Symbolen

dargestellt wie die ihnen entsprechenden Graphen:
G = 0(G,x), ¢X = o(6X,x), ete.; (2a)
ferner ist mit Gil das Quadrat der Summe der charakteristischen

Polynome notiert, welche denjenigen Graphen entsprechen, die aus G

durch Entfernung eines die Knoten k und 1 verbindenden Weges, P

k1l
€ G, erzeugt werden:
2 _ 2
le = (L (G Pkl'x]} . (2h)
{Pkl}

Hierbei ist zu beachten, daB zuerst die Summe iber alle Wege Pyq
und dann erst die Bildung des Quadrates ausgefihrt wird. Gl. (1)
folgt aus dem Jacobi Theorem fiir die Minoren einer symmetrischen
Determinante [2]; da die charakteristischen Polynome von Graphen
unter anderem auch durch deren Sikulardeterminante definiert sind,

kann die Jacobi-Gleichung unmittelbar auf charakteristische
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Polynome ibertragen werden [31].

Verkniipfungen von Polynomen, welche der linken Seite (LS)
von (1) dhnlich sind, treten bei der Untersuchung des topolo-
gischen Effektes an Molekiilorbitalen (TEMO) (4] hdufig auf (11;
wahrend aus der Differenz zweier Funktionen, welche die LS (1)
darstellt, kein SchluB gezogen werden kann, cob diese im gesamten
Bereich der Variablen xe(-e,+wm) positiv oder negativ ist oder aber
bei bestimmten Werten der Variablen das Zeichen dndert, macht die
rechte Seite (RS) von (1) klar, daB stets

et « 6™y 3 0

gilt, wie immer auch G und k,1 e G, sowie x gewdhlt werden. Durch
diese Aussagekraft sind Beziehungen wie (1) von besonderer

Bedeutung fiir TEMO-Untersuchungen.

Bei der Bearbeitung einer bestimmten Fragestellung (1]

traten neben LS (1) auch noch Verkniipfungen auf wie z.B.:

(chlm + clcmk _ ghgkl Glem) -2, (3)
k k

(G Glm < GGlm) = ? (4)

(GkGlmn ” Glenk _ GmGnkl _ gRgklm (5)

. leGmn B kaGln + GknGlm _ Glemn) =

u.a.m. (siehe auch (37)~(39) in [(11), fiir welche allem Anschein
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nach die entsprechenden RS nicht bekannt sind. Es wurde daher ver-
sucht, diese Ausdriicke direkt zu gewinnen, was aber nur im Falle
von (3) und (4) gelang. Bei der Beschdftigung mit diesen Aufgaben
wurden dreli verschiedene Versionen einer Methode entdeckt, welche
eine systematische Bearbeitung derartiger Fragestellungen ermog-
lichen. Die bei diesen Untersuchungen erzielten Ergebnisse werden
hier berichtet. Im folgenden Abschnitt 2 wird die RS (3) direkt
hergeleitet. In den Abschnitten 3 bis 5 werden die verschiedenen
Versionen der erwahnten Methode vorgestellt und zur Herleitung von
(3) und (5) aus (1) benutzt. Da die RS (4) nicht auf diesem Wege
gewonnen werden kann, wird sie direkt hergeleitet (Abschnitt 6).
In Abschnitt 7 sind die Ergebnisse kurz zusammengefafit und

diskutiert.



2. Herleitung eines Ausdruckes fiir (3)

Wendet man (1) auf den Graphen Gm an, so erhdlt man

ckmelm - moklm (Gﬁl)z

Vergleicht man (3) mit (1) und (6) so stellt man fest, daB jeder
Term von (3) aus zweli Faktoren besteht, von denen der eine in (1),
der andere in (6) vorkommt; es mufl dahexr (3) in irgendeiner Form
in dem Produkt ven (1) und (6) enthalten sein.
Tatsdchlich erhdlt man

G e 3T = e Pyiete™) 4 PR ey - (1)

- 1eXe™ et R My - ek kg Im

1,

worin die beiden ersten Terme nur aus den in (3) vorkommenden
bilinearen Formen gebildet werden (die runden und eckigen Klammern
in der RS (7) sollen nur bestimmte bilineare Formen verdeut-
lichen). Die beiden ersten Terme von (7) erhdlt man aber neben an-
deren auch aus dem (formalen) Ansatz

(GKelm . goklmy glgkm _ omekl,

w (chlm)(clakm) = (Glem)(Gmle) . (8)

(X6 16¥ 6™ - agk?yelghim,

Die Vereinigung von (7) und (8) fiihrt nach einigen Umformungen und

der Anwendung von (1) zu



s 498 &
(656! - ac*™yslc™ - ¢"¢*h) -

B il B B gl o Gy
Gy (Gyey? Gyn Ckn) = (

1]

+ 6, 6l )G L

m mn
x1%%1 * %kaCim’ Cx1%1 " SxnCka’ -

(G

Die in (9) dargestellte Beziehung kann ganz allgemein wie

folgt geschrieben werden
A(x)B(x) = A" (X)B"(x) (10a)
Offensichtlich sind

A’ (x) A(x)-f(x) (10b)

B’ (x) B(x)/f(x)
zwel Funktionen, die dieser Beziehung geniigen; f(x) stellt darin

eine noch zu bestimmende Funktion dar.

Die Anwendung von (10) auf (9) schlieft zwei Aufgaben ein:
1. muB festgestellt werden, welcher Faktor der LS (9) mit welchem
Faktor der RS (9) gemdB (10b) in Beziehung zu setzen ist, damit
eine moglichst einfache Form fiir f(x) erzielt wird und 2. muBl f(x)

selbst bestimmt werden.

Die erste Aufgabe ist einfach zu lésen: Angenommen, die
Knoten k, 1, m € G seien aufeinander automorph abbildbar. Dann

aber gilt u.a.



Unter diesen Bedingungen wird auf beiden Seiten von (9) der zweite

Faktor Null. Es kann daher angesetzt werden

k. .1lm klm _ m IR
GG - GG = (G Gy * G Gy o) £(x) (10c)
1_km m kl _ m 1
GG -GG = (lele = kaka)/f(x)

Die zweite Aufgabe ist nicht ganz so einfach. Es 1ldBt sich
zwar zeigen, dafBl in (10b) f(x) = 1 sein muB, der Beweis ist aber
lang und umstdndlich; er geht davon aus, daB die LS (10c¢) und die
Klammerausdriicke der RS (10c) reelle Polynome mit ganzzahligen
Koeffizienten darstellen und daher auch f(x) ein derartiges
Polynom oder ein Quotient solcher Polynome sein muBi. Aus der
Abschdtzung der Grade der involvierten Polynome - und dies ist der
lange und umstdndliche Teil der Beweisfihrung - folgt dann fir das
Polynom f(x) der Grad Null, alsc f(x) = 1. Auf die Wiedergabe des
Bewelses kann hier verzichtet werden, da sich f(x) = 1 im

Abschnitt 3 auf unabhidngigem Wege ergeben wird.

Mit f£(x) = 1 folgt aus (10c) unmittelbar:

k.lm _ klm _ m 1
GG GG = lele + Gmkak (11)
1_mk m k1l _ m 1
G G G G = lele - Gmkak
purch Addition der beiden Zeilen wvon (11) erhdlt man
GkGlm - Glek _ Gmle - Glem - 26 .¢" (12)

k1 7kl
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Der Vergleich der LS (12) mit (3) zeigt, daB (12) die gesuchte

Beziehung darstellt.

Die Knoten k, 1, und m sind in Bezug auf (12) in zwei
Aquivalenzklassen einzuteilen, ndmlich (k,1} und (m}. (12) ist in-
variant in Bezug auf eine Vertauschung von k und 1, wdhrend eine
Vertauschung von k und m oder von 1 und m aus (12) andere
Beziehungen erzeugt. Im Gegensatz hierzu ist in (11) die erste
Zeile symmetrisch, die zweite Zeile antisymmetrisch in Bezug auf

die Vertauschung von 1 und m.

Die Herleitung von (12) setzt die Kenntnis der Jacobi-
Gleichung voraus: Der Ansatz (7) fiir die Herleitung wird durch die
Multiplikation zweier Jacobi-Gleichungen, ndmlich (1) und (6)

gewonnen.
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3. Eine Methode zur Erzeugung von Relationen (1. Version:

Zerlegqung eines Graphen mit mehreren Briicken)

Den Versuchen, die RS (5) in dhnlicher Weise wie (12)
herzuleiten, blieb der Erfolg versagt, wobei der Grund hierfiir
vorerst nicht erkennbar war. Dieser Umstand zwang nach einer
Methode zu suchen, welche die direkte Herleitung solcher Ausdriicke

ersetzen kénnte.

Einen wichtigen DenkanstoB lieferte hierbei die RS (12):

Ein Term wie G muBl auftreten, wenn ein Quadrat wie (oG +

m
k151 k1

2 : . ; x
BGEl) entwickelt wird. Der Klammerausdruck sollte sich aber fiir
Hkl ergeben, wenn H den Graphen G als Partialgraph enthidlt der
durch eine mit dem Knoten m & G incidenten Briicke mit dem Rest von

H verbunden ist. Der dieser Vorstellung entsprechende Graph H ist

nachstehend schematisch dargestellt:

H: |o o G o > M

Die zwei von m verschiedenen Knoten k, 1 ¢ G € H sind frei

wiahlbar .

Die Jacobi Gleichung (1) lautet fiir H in Bezug auf die

Knoten k und 1 wie folgt:

k1 okl _ 2
B'H - HE© = Hy, . (13)
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Die darin vorkommenden, von H abgeleiteten GréBen sollen nun in
Terms von G und M ausgedriickt wrden; das wird durch die Entfernung
der Kante {m,m’} aus den entsprechenden Partialgraphen erreicht.
Daran sind die Knoten k und 1 nicht beteiligt und man erhidlt fiir

alle GroBen der LS (13)
B =6'M-c™ (14a)

* * * k .1 k1l *
darin stehen H und G fiur H € (H,H ,H ,H "} bzw. G ¢

o0 et oy,

Im Falle von Hk1 muB daran erinnert werden, daB gemafB (2b)
Hkl eine Summe von Polynomen darstellt; eine Entwicklung wie in
(14a) kann aber nur fiir die einzelnen Polynome ausgefiihrt werden.
Mit Hj, J=1,2,3,..., seien die Partialgraphen bezeichnet, welche
aus H entstehen, wenn der die Knoten k und 1 verbindende Weg Pj €
{Pkl) von H entfernt wird; die den einzelnen Hj's assoziierten
Polynome sind die Susmmanden wvon Hkl'

Da {mm”} eine Briickenkante ist, kann sie nur zu Wegen
gehdren, welcher von einem Knoten von G zu einem von M fiihrt,
nicht aber zu einem Weg welcher zwei Knoten von G, wie z.B. k und
1, verbindet. Daraus folgt, daB alle in H existierenden Wege pkl
in G lokalisiert sind, d.h. bei der Bildung von H. werden nur
Knoten entfernt, welche zu G gehdren. Wenn der Knoten m € G nicht
zum Weg Pj gehdrt, m ¢ Pj' 14Bt sich Hj wie folgt beschreiben: Hj
besteht aus zwei Partialgraphen, Gj und M, welche durch die Briicke

{mm"), m ¢ Gj‘ m° ¢ M, verbunden sind. In diesem Falle erhilt man



die zu (14a) analoge Beziehung
H. = G.M - G.M (14b)
J J

(der Graph Gj entsteht aus G durch Entfernung des Weges Pj). Falls
aber der Knoten m zum Weg Pj‘ gehdrt, m e Pj.. dann wird er (sowie
die mit ihm inzidente Briickenkante {mm’}) zusammen mit Pj. aus H
entfernt; der resultierende Partialgraph Hj, besteht dann aus min-
destens zweli Komponenten, Gj' und M, und das Polynom ist durch

Hj‘ = Gj.M gegeben. Obgleich dies (14b) zu verletzen scheint, ist
dem nicht so: Enthdlt ndmlich Gj' nicht mehr den Knoten m, so kann
der Graph G?, nicht gebildet werden, er ist nicht-existent. Nun
ist aber definitionsgemdB das Polynom eines nicht-existenten
Graphen identisch Null. Man sieht also, (14b) gibt auch in diesem
Fall die Verhdltnisse richtig wieder und darf daher flir alle Par-
tialgraphen Hj benutzt werden, gleichgliltig ob m $.Pj oder m e.pj.
Die Summierung iliber alle j=1,2,3,... ergibt (in der mit (2b)

erkldrten Notierung) somit
H . = G, M - G -M" . (14c)

Setzt man (14a) und (1t4c) in (13) ein, rechnet die ange-
zeigten Multiplikationen aus, bringt dann alle Terme auf eine Sei-
te der Gleichung und ordnet sie nach fallenden Potenzen von M, so

erhalt man schlieBlich:
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k.1 .kl 2 2
(GG -GG" -Gy ) IM

- reXeimglome gkl gokim. 2Gk1621 MM™ +
3 [kaclm_Gmlem_G$12](Mm )2 =0 (15)

Diese Gleichung muB fiir alle denkbaren Partialgraphen M bestehen.
Dies ist nur dann méglich, wenn die von M unabhingigen Koeffizien-
ten alle gleich Null sind. In (15) sind daher drei solche Rela-
tionen eingebettet: wie durch Vergleich leicht festgestellt werden
kann, sind die Koeffizienten von Mz und (Mm‘)2 mit (1) und (6)

dquivalent, wdhrend der Koeffizient von m™  die gesuchte Relation

(12) liefert.

Mit diesem Beispiel sind die der vorgeschlagenen Methode
zugrunde liegenden Gedanken illustriert, sowie die im Zusammenhang
mit (10c) getroffene Feststellung, £(x) = 1, in unabhidngiger Weise
iiberpriift. Gleichzeitig zeigt dieses Beispiel, wie ein Graph H
konstruiert werden miiBte, um eine Relation fir (5) oder ein noch
komplizierteres Gebilde herzuleiten. Offensichtlich miiBen alle in
dem Ausdruck vorkommenden Knoten in G lokalisiert sein, im Falle
von (5) 1st also k, 1, m, n ¢ G. Zwel dieser Knoten, und zwar
diese, welche in (13) vorkommen (k und 1), bedirfen keiner Markie-
rung, widhrend die iibrigen als Endpunkte von Briicken angesehen wer-
den; dem entsprechend muB8 H im Fall von (5) die Briicken {mm°} und
{nn"} enthalten. Die zweiten Endknoten der Briicken miiBen in unter-
schiedlichen Partialgraphen M,N,..., liegen. Um eine (5)
entsprechende Relation zu erhalten, muB also H die folgende

(schematische) Form haben:



k l m n

H: o o @G o) o]
01 ol

m n

Fiir die GréBen der LS (13) erhdlt man hier:

* 2 * * * > -
B = oM - "™ N - oM+ T N (16a)
wihrend sich fiir Hkl ergibt:
- e m’ o noon’ mn,m’, n
Hk1 leMN leM N leMN + leM N . (16b)

Setzt man diese Ausdricke in (13) ein und verfdhrt wie
cben beschrieben, so erhdlt man aus dem Koeffizienten von

m" NNT wie folgt:

ckelmn , glgmnk _ gmenkl _ onoklm (a7
- gklgmn |, Gkmgln Gknclm = Glemn -

s m n mn x

il R o T

offensichtlich sind die LS (5) und LS (17) identisch und somit ist

(17) die gesuchte Relation.
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Die Zahl der Knoten, welche in einer Relation auftreten
konnen ist im Prinzip nach oben offen; eine natiirliche Grenze ist
aber durch die Zahl der Terms der LS und RS einer solchen Relation
gesetzt, wenn diese in dhnlicher Weise wie (1), (12) und (17)
angeschrieben wird. Wahlt man neben den "unmarkierten"” Knoten k
und 1 noch N weitere Knoten m,n,..., N > 1 so hat man insgesamt (N
+ 2) Knoten. Jeder Term der LS muBl alle diese Knoten aber auch nur
diese ohne Wiederholung als hochgestellte Indices enthalten. Die
einzelnen Terme unterscheiden sich lediglich durch die Aufteilung
der Indices auf die beiden Faktoren eines Terms; da es 2N+1 solche
unterschiedliche Aufteilungen gibt, ist dies zugleich die Zahl der
Terme der LS einer solchen Relation. In den Termen der RS treten k
und 1 stets als tiefgestellte Indices auf; es sind also nur N
hochgestellte Indices unterschiedlich auf die zwei Faktoren eines
Terms zu verteilen, woraus fir die RS eine Termzahl von 2N_1

resultiert. Die Zahl der Terme steigt also exponentiell mit der

Zahl der Knoten, welche in die gesuchte Relation involviert sind.

Die Methode muB nicht iterativ eingesetzt werden; z.B. er-
hdlt man bei der Herleitung von (17) zugleich auch (12) und zwar
aus dem Koeffizienten von MM™ Nz. Sie kann aber auch iterativ
angewandt werden: Nimmt man z.B. an, dalB alle in (12) vorkommenden

' * : . . T
Partialgraphen G den Knoten n und einen mit diesem Knoten iiber
die Briicke {nn’} verbundenen Partialgraphen N enthalten, so gilt

* * ﬁn n’ - g *
G =GN-G N fiir alle in (12) vorkommende Faktoren (G =

*
G -N); setzt man dies ein und ordnet man nach Potenzen von N, so

liefert der Koeffizient von NN" die Beziehung (17).
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Die iterative Anwendung der Methode zeigt eine
hierarchische Ordnung der Relationen auf: die auf einer bestimmten
Stufe stehende Relation folgt aus der iliber ihr stehenden, indem
ein weiterer Knotenindex iiber die beiden Faktoren der Terme

verteilt wird. Zur Illustration diene der Zusammenhang von (1) und

(12):

k. 1 k1 _
GG i GG = i;}:i: (1)
km 1 k. .lm m_k1 kim _ _m m
G G + GG -GG - GG = lele + lele (12)

In gleicher Weise entsteht (17) aus (12), usw. Auf der obersten
Stufe steht die Jacobi-Gleichung (1); dies entspricht dem Umstand,
daB sie auch hier (in Form von (13)) fiir die Erzeugung der anderen

Relationen benutzt wird.

Zum Schlufle dieses Abschnittes sei noch ein mit (10a,b)
dhnliches System angegeben, in welchem f(x) ¥ 1. Wendet man (1)

auf einen Graphen an in welchem k und 1 dquivalente Knoten sind,
k il

so dal G7 = G* gilt, erhdlt man aus (1) die zu (10c) analoge Foarm
k1 k k

GG = (G + le)(G = le) i (10a”)

_ k kl _ k _ .

G = (G + le)f(x) G = (G le)/f(X) 3 (10b7)

Stellt G einen aus 6 Knoten bestehenden Ring dar in dem k und 1
benachbart sind, so erhdlt man f(x) = (x2—1)(xf2)/(x2—x—1); der

zdhler von f(x) enthalt diejenigen Eigenwerte von G welche keine
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Wurzeln von (Gk + le) sind, wdhrend der Nenner von f({x)

diejenigen Wurzeln von (Gk + le) enthalt, welche keine Eigenwerte

von G sind.
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4. Zweite Version der Methode: Knotengewichtete Graphen

Wie bereits oben bemerkt, dienen die Partialgraphen,
M,N,... der "Markierung" der Knoten m,n,...cG und der Ordnung der
einzelnen Glieder, wie es z.B. (15) zeigt. Dieses Ziel wird auch
in ausreichender Welse erreicht, wenn dem zu markierenden Knoten

unterschiedliche EKnotengewichte, hm,h zugeordnet werden.

G
Es sei G ein schlichter Graph (mit nicht gewichteten
Knoten). Es entstehe H aus G dadurch, daB bestimmten Knoten von
G,m,n,...eG, unterschiedliche Knotengewichte, hm'hn""’ zugeord -
net werden. Die Sakulardeterminanten von H und G unterscheiden
sich dann nur in den diesen Knoten entsprechenden Diagonalelemen-

ten, u.zw. gilt

Hpm = Gy = D

mm

. (H) = B ey = gy

m nn

Es sei angemerkt, daB die charakteristischen Polynome G und H
durch Entwicklung der entsprechenden Sikulardeterminanten  und H

gewonnen werden .,

Wendet man das Additionstheorem erschépfend auf H an, so

erhdlt man:

i = G hme,m ¥ hnGn,n R hmhnGmn,mn e

Darin stellen Gm ot B usw., diejenigen Haupt-Minoren von §

mn, mn'

dar, welche aus G durch Streichen der Zeile m und der Kolonne m
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bzw. der Zeilen m und n und der Kolonnen m und n, usw. dgewonnen
werden. Im Falle, daB nur den beiden Knoten m und n Gewichte

zugenrdnet sind, hat man also

H: =& ¥ hme,m & hnsn,n it hmhnGmn,mn

Dieser Ausdruck kann sofort in Polynome umgeschrieben werden:
H=6+ha"™+ha"+hhc". (144)
m m m n

Ahnliche Beziehungen erhdlt man fiir Hk, Hl, Hkl und Hkl’ wenn man

beriicksichtigt, daB diese Polynome den Unterdeterminanten Hk Xt
f
und = entsprechen. Triagt man alle diese
Hy, 10 He He,1 = Hy x P 9
Ausdriicke in (13) ein, erhdlt man wieder eine Reihe von Gliedern,
welche nunmehr nach fallenden Potenzen von hm’hn""’ zZu ordnen

sind. Das weitere Verfahren deckt sich mit dem im vorhergehenen

Abschnitt beschriebenen,

Der bei Anwendung dieser Version erforderliche
Arbeitsaufwand ist nur geringfiigig geringer als bei der vorher

beschriebenen.
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5. Dritte Version: Partielle Differentiation

Am Ende des Abschnitts 3 wurde auf die hierarchische Ord-
nung hingewiesen, welcher die Relationen (1), (12}, (17) usw. un-
terliegen; sie entsteht in natiirlicher Weise dadurch, daB sukkzes-
sive immer ein weiterer neuer Knoten in die Relation involviert
wird, und erinnert so an die hierarchische Crdnung, welcher par-
tielle Differentialquotienten, z.B. 3F/3X,, 3°F/3X,dX,, usw., un-
terliegen. Diese Ahnlichkeit kommt nicht von ungefdhr, entsprechen
doch die in den verschiedenen Relationen auftretenden Polynome,
Gk,le,...,le,.,., usw. bestimmten Minoren der Sidkulardeterminan-
te des Graphen G, welche als partielle Differentialquotienten der
Sdkulardeterminante aufgefaflt werden koénnen: Wenn A = (ars) eine
Determinante darstellt, deren allgemeines Element mit a o

bezeichnet ist, so gilt bekanntlich

aa = AI - und aa = AS e
r P T
aarr aast
worin AI % und AS t diejenigen Minoren von A darstellen, welche
' B

durch Streichen der Zeile r und Kolonne r, bzw. Zeile s und
Kolonne t aus A erhalten werden. Wird fiir A die Sdkulardeterminan-
te eines Graphen Q gewdhlt, so ergibt die Entwicklung von A das

charakteristische Polynom Q, die von Ar & und A_ die Polynome
N 5

£
r

b5 s :

Q" bzw. Qst‘ usw. (die Bedeutung von Ars,tu wurde in [1] im

Zusammenhang mit Gl. (16a,b) diskutiert). Von den partiellen
Differentialquotienten der Sdkulardeterminante wurde bei der Ent-

wicklung der Hiickeltheorie wesentlicher Gebrauch gemacht (51,
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Um von den angedeuteten Moglichkeiten hier handlichen
Gebrauch machen zu kénnen, definieren wir fiir den Graphen G in

analogie zu seiner Sidkulardeterminante

6 = detix[_ - A(G)] (18]

worin A(G) die Adjazenzmatrix des Graphen G,In die Einheitsmatrix
der Ordnung n (mit n sei die Zahl der Knoten von G bezeichnet) und
x eine reelle kontinuierliche Variable darstellen, die nachstehen-

de Determinante

T = dettX - A(G)] (19)

worin X eine Diagonalmatrix darstellt, in welcher das dem Knoten u
entsprechende Element vorerst mit X, bezeichnet sei; X, wird als
eine reelle kontinuierliche Variable angesehen welche dem Knoten u
assozliert ist (weiter unten, wenn die peinliche Unterscheidung
zwischen der einem Knoten zugeordneten Variablen und dem Knoten
selbst nicht mehr unbedingt notwendig ist, werden zugunsten einer
schreibmaschinengerechten Notierung beide mit demselben Symbol
bezeichnet). Offensichtlich stellt die Sdkulardeterminante (18)
einen Grenzwert fir die Determinante (19) dar, welcher erreicht
wird, wenn alle unterscheidbaren Variablen X, in die allgemeine

Variable x lUbergehen.

Die Entwicklung der Determinante (19) ergebe das Polynom
G. Es ist leicht einzusehen, daB G in Bezug auf eine der

Variablen, z.B. X eine lineare Funktion darstellt:



Vergleicht man diesen Ausdruck mit der Entwicklung der Determinan-
te (19) nach den Elementen der Zeile (Kolonne) u, so 1ldBt sich Au
leicht als der dem Diagonalelement x, adjungierte Hauptminor von
{19) erkennen, wahrend Bu die Summe der Produkte der ilibrigen
Elemente der Zeile (Kolonne) u mit den ihnen adjungierten Minoren
darstellt; dieser Vergleich verdeutlicht auch, daB Au und Eu keine
Funktionen von X, sind. Es gilt also Au = Eu, so daB die Funktion

8 auch wie folgt geschrieben werden darf:
s
G =x0G"+8B . (20)

aus (20) folgt unmittelbar
aE/axu = G, (21)

200 2
5] G/axu =0

Die zweite Zeile von (21) korrespondiert damit, dal ein Knoten nur
einmal aus einem Graphen G entfernt werden kann; der Graph g
kann daher nicht existieren und das mit ihm korrespondierende

Polynom verschwindet identisch zu Null.

In Zusammenhang mit (21) kdnnte sich die Frage stellen, ob
et iiberhaupt differenzierbar sei; diese und dhnliche Fragen lassen
sich leicht beantworten, wenn man fur die den einzelnen Knoten

. u . : §
zugeordneten Variablen ansetzt: Xy®= K8 + £, worin & eine beliebig



- 238 -
kleine Zahl sei. Die Individualitdt der einzelnen Variablen wird
durch die unterschiedlichen Potenzen von e gewahrt; der Ubergang
von 5 nach G wird mit € - O kontinuierlich vollzogen. Infolge ven

Bxu/ax = 1 ist der vorgeschlagene Ansatz auflerdem sehr bequem.

Fiir das, was nun folgt, sei vereinbart:

(1) die den Knoten zugeordneten Variablen seien mit demselben
Symbol wie der betreffende Knoten bezeichnet;

(2) die peinliche Unterscheidung von G und ¢ werde fallen gelas-
sen, d.h. 3G/du werde wie folgt verstanden: Die Funktion &
werde nach der dem Knoten u zugeordneten Variablen partiell
differenziert und alsbald der tibergang von G nach G vollzogen.

Mit dieser Vereinbarung ist (21) wie folgt zu schreiben:

u . 3%c/8u = 0 . (217)

3G/du = G
Will man die Relation (12) aus (1) herleiten, hat man auf
beide Seiten von (1) den Operator 3/38m einwirken zu lassen.

In der Tat erhdlt man mit

3
am(GkGI_Gle} - gkelm 4 glemk | gmgkl _  kim
und
i R A m
amCk1 = 263,05,

die beiden Seiten von (12) miithelos. Auf gleichartige Weise 1aBt

sich (17) aus (12) und aus (17) eine weitere Relation, usw.,
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gewinnen.

Die hier beschriebene Version der partiellen Differentia-
tion besticht durch Eleganz und Mihelosigkeit; im Gegensatz zu den
beiden anderen Versionen, welche die gleichzeitige Herleitung
mehrerer Relationen gestatten, kann sie aber nur schrittweise
angewandt werden. Wie auch die anderen Versionen setzt sie die
Existenz einer Grundbeziehung, hier die Jacobi-Gleichung (1), fiir

ihre Anwendung voraus.

Definiert man mit Vu den folgenden Operator

so 14Bt sich die LS (1) aus 1 gewinnen, es ist nédmlich

die RS (1) 14Bt sich aber durch derartige Operatoren nicht
erzeugen. Der Grund hierfiir liegt darin, daB le demjenigen Minor
der Sdakulardeterminante (18) entspricht, welcher dem Element
(G)kl bzw. (G)lk adjungiert ist, diesen Elementen hier aber keine
Variablen zugeordnet sind (51, so dal le nicht durch partielle

Differentiation gebildet werden kann.






























