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Der Ausgangspunkt der vorliegenden Untersuchung ist die
folgende Situation: Ein Molekiil 148t sich durch einen Graphen
G acarstellen, wobei die LEcken des Graphen den Atomen und

die Kanten den chemischen Bindungen entsprechen. G ist dabei
meist zusammenhidngend. In der Chemie befaBt man sich auch
mit dem Problem, gleiche Molekiile zu sogenannten Molekiilketten
zu verbinden, wobeli zwischen je zweli benachbarten !olekiilen
stets dieselbe Art von Verbindung besteht. Die graphentheo-
retische Darstellung der Molekiilkette nennt man Fasciagraph.
Wird zusdtzlich das erste Molekiil mit dem letzten Molekiil
verbunden, so nennt man die entsprechende graphische Dar-
stellung der geschlossenen Molekiilkette wegen ihrer radfor-
migen Struktur Rotograph. Das Interesse gilt nun den Auto-

morphismengruppen dieser beiden Graphen.



tlan betrachte den Graphen nG, der aus n Exemplaren des (zu-
sammenhdngenden) Graphen G besteht. Es ist bekannt, dag die
Automorphismengruppe des Graphen nG gleich dem Kranzprodukt
aus der Automorphismengruppe des Graphen G mit der symme-

trischen Gruppe Sn aisit .

Im Laufe der Untersuchungen wird anhand von Beispielen ge-
zeigt, daf die Automorphismengruppen von Fascia- und Roto-
graphen nicht immer Untergruppen des o.g. Kranzproduktes sind.
Es ist das Ziel der vorliegenden Arbeit, ein Verfahren auf-
zuzeigen, mit dessen Hilfe es méglich ist, den Durchschnitt
des ©.9g. kranzproduktes mit der Automorphismengruppe von
FFascia- bzw. Rotograph zu berechnen. Am SchluB der Arbeit wird

dies anhand eines Beispieles durchgefiihrt.

Vvor Beginn der Ausarbeitung danke ich Herrn Prof. Dr. O.E.
Polansky fir die Anregung zur Beschidftigung mit dem wvor-
liegenden Thema sowie fiir die weiterfilhrenden Diskussionen

im Verlaufe der Arbeit. Herrn Prof. Dr. A. Kerber danke ich

fliir seine Hinweise zur Behandlung und Ausgestaltung des Themas,
sowie fir die kritische Durchsicht der Ausarbeitung. SchlieB-
lich gilt mein Dank Herrn Prof. Dr. J. Weubliser vom Lehrstuhl D
fiir Mathematik der RWTH Aachen flir die freundliche Erlaubnis
zur Benutzung der Rechenanlage, sowie fiir sehr hilfreiche

Diskussionen mit ihm und seinen Mitarbeitern.



1 Konstruktion von Roto- und Fasciagraph

Unter einem Graphen G versteht man (vgl. etwa Wagner (Lit.

verz. [(91)) ein Tripel, L,K,v, in Zeichen
G = (E,K,v).

Dabei sind E und K zwei elementfremde Mengen und v eine Vor-
schrift, die jedem k € K genau zwei verschiedene Elemente von

E zuordnet. Die Elemente von E heifen die Ecken von G, wihrend
die Elemente von K kanten von G heipen. Entsprechend heift E

die Eckenmenge von G und K die Kantenmenge von G. In v(k) =
{a,b}! heiBfen a und b die Endpunkte von k. Man sagt, a und b
inzidieren mit k oder auch, k verbindet a mit b. Sind zwei Ecken
a und b durch die Kanten k1,...,kA (A > 1) verbunden, so heifBen
k1,...,kA Hehrfachkanten. 2Zwei Ecken von G heiBen in G benach-
bart, wenn sic durch eine Kante von G miteinander verbunden sind.
Der Grad von a in G, bezeichnet mit y{a,G) oder auch y(a), ist
die Anzahl der mit a inzidierenden Kanten., Ein Graph heiBt
endlich, wenn seine Eckenmenge E endlich ist. Gilt filir zwei
Graphen G' = (E',K',v') und G = (E,K,v) E'€ E, K'€ K und

v(k) = v'(k) fiir jede Kante k von G', so heiBft G' Teilgraph von

G, in Zeichen G' < G.

Im folgenden werden, sofern nichts anderes gesagt wird, nur
endliche Graphen mit nicht leerer Eckenmenge und ohne Mehrfach-

kanten betrachtet.



Sei apre-+4a, (n > 1) eine Folge von Ecken im Graphen G.

Jede Ecke a, (v =1,...,n-1) sei dabei mit der Ecke -

durch eine Kante kv von G verbunden. Der Teilgraph von G,

der aus den Ecken gy und den Kanten k s apk be-

e
steht, heiBt dann ein kantenzug 2z des Graphen G von a, nach a,

oder mit den Endpunkten a, und a ., in Zeichen Z = (k1,...,kn_1)

n=1

oder 72 = (a1,...,an). Ein Kantenzug Z = (a1,...,an) heilt ge-
schlossen, wenn aj=a_, andernfalls heiBt er offen. Die Linge
eines Kantenzuges Z = (k1,...,kn_1) ist n-1. Ein Kantenzug Z =

(ks gova 7K ) heiBt einfach, wenn die k,,..., lauter ver-
1 1

kn-1
schiedene Kanten sind. Ein Kantenzug 2 = (a1,...,an) heist weg,

n-1

wenn die a],...,an lauter verschiedene Ecken sind. Ein ge-
schlossener Kantenzug Z = (a1,...,an) mit n > 3 heiBt kreis,

wenn die Aqreee @y 4 lauter verschiedene Ecken sind und a; =a;.

Existiert zu je zwei Ecken a und b von G ein Kantenzug in G von
a nach b, so heiBt G zusammenhidngend. Ein Graph heiBt Baum, wenn
er zusammenhdngend ist und keinen Kreis enthdlt. Ein Kantenzug
heiBt a-kantenzug, wenn a ein Endpunkt dieses Kantenzuges ist.
Die Vereinigung aller a-Kantenziige von G heiBt Komponente von

a in G oder eine Komponente von G.

Nach diesen Festlegungen von Begriffen und Schreibweise kann

nun zur Konstruktion von Roto- und Fasciagraph libergegangen werden.



Man betrachte einen zusammenhdngenden Graphen G = (E,K,v). Dabel
sel E = {3(1), a(z),...a(p)
1 2
{k(), k(),..

} die Menge der Ecken und K =

.,k(q)} die Menge der Kanten des Graphen G. Die

Eckenmenge [ sei in drei Mengen M(1), M(Z), M(3) zerlegt, so
daB gilt
]
ayE= u uV
v=]
b MVl w - g veu = 1,2,3; v # u
o) (V) =, m e N U {o}
M2 = M3 o m, £ N

G

Mit nG sei der Graph bezeichnet, der aus n disjunkten Exemplaren

von G besteht. Die Komponenten von nG werden mit



o o' "o o

Gy = LEyp Kyy ¥yl

Gn—] = (En-1' Kn—?’ Vn-1)

bezeichnet, wobei
= (1) (2) (p)

By = [ai pagt e, ay }  und
- {19 (2) (a)

Ki {ki i ki PArI T ki }

die Menge der Ecken bzw. Kanten der Komponente Gi sind.

(u)

e (u)
1

sei die der Menge M des Graphen G entsprechende Menge

der Komponente G.l (n = 1,2,3)

Go G, Gn1

Aus dem Graphen nG soll nun durch Hinzunahme von neuen Kanten

ein zusammenhdngender Graph derart entstehen, dag G0 mit G1,

G, mit Gz,..., Gn_1 mit GO verbunden ist, wobei zwischen den

einzelnen Komponenten jeweils die "gleiche" Verbindung be-

stehen soll. Genauer:



&

ks sei ¢:M(3) * M(Z) cine bijcktive Abbildung. Dann sei fiir
alle i definiert
; 5 (%)
3 2 p D
P Mi >, Mé ', aiﬂ) - ag ), wenn ¢ (a ) = alhd .

Dabei soll gelten j = i+1 modulo n, so daB wir also Abbildungen
(3) {2)

h M o
M o Jln—‘l

3y, 4(2) 6 ) R ) 5
haben ¢ M o Ho ¢ Byt MO A1 P ¢n-2' i

n=1° “n-1

Man verbinde nun jeweils die Komponente Gi mit der Komponente

indem man alle k.

X r
i+’ T {a£ % ¢i(aiA))} mit aih) & MEB)

G
als neue Kanten dem Graph nG hinzufligt. Der so entstandene, zu-
sammenhdngende Graph R = R(G,n,¢) heiBt wegen seiner radfdrmigen
Struktur Rotegraph. LdBt man in R die Gn—1 mit Go verbindenden

Kanten weg, so heiBt der resultierende Graph Fasciagraph

F = F(G,n,9).
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Ein Beispiel eines Rotographen ist:

Der entsprechende Fasciagraph sieht so aus:



2 Die Automorphismengruppe von nG

Gegeben seien zwei Graphen G1 = (E1, K1, Vi) und G2 = (Ez, K v

ar Zj'

Eine bijektive Abbildung ¢ von E‘.1 auf E2 heiBt rsomorphismus

von G, auf G

1 wenn fir je zwei Ecken a und b von G, gilt:

1

1 benachbart, wenn ¢(a) und ¢(b)

2
a und b sind genau dann in G
in G2 benachbart sind. G1 und G2 heipen dann isomorph, in Zeichen
G1 v Gz. Ein Isomorphismus o eines Graphen G auf sich selbst
heiBt Automorphismus von G. Zwei Ecken a und b von G heiBen

dhnlich, wenn ein Automorphismus @ von G existiert mit af{a) = b.

Somit ist jeder Automorphismus ¢ von G eine Permutation der Ecken-
menge E, die die Relation "benachbart" erhdlt. Jeder Automor-—
phismus n bildet demnach eine Ecke auf eine Ecke gleichen Grades
ab. Die Automorphismen eines Graphen G bilden eine Permutations-

gruppe Aut(G) auf der Eckenmenge E.

Durch das Tripel (G,n,¢) ist die Struktur des Roto- bzw.
Fasciagraphen (und damit auch die von Aut(R) bzw. Aut(F)) ein-
deutig bestimmt. Wie aber hdngen nun Aut(G) und Aut(R) bzw.
Aut (F) zusammen? Welche Rolle spielen dabei n und ¢? Dieser

Frage wird im folgenden nachgegangen.

Bei der Konstruktion des Roto- bzw. Fasciagraphen fiihrte der Weg
vom Graphen G liber den zusammengesetzten Graphen nG hin zu R bzw.
F. Die entsprechende Reihenfolge wird auch bei der Diskussion
der zugehdrigen Automorphismengruppen eingehalten. Ebenso wie
der Graph G als gegeben angenommen wurde, wird auch Aut(G) als

gegeben betrachtet.



Zur nachfolgenden Definition des Kranzproduktes zweier

Gruppen vgl. auch Kerber [4].

2.1 Definition. Sei G eine Gruppe und H eine Permutations-
gruppe auf der Menge n = {1,...,n}.

Die Menge

G~ H: = {(£;7)|f:n » G, meH]
mit der Verkniipfung

{(Frm) (EY ")t = (ff;;ﬂﬁ')
heiBt Kranzprodukt von G mit H. Dabei sei fiir
f:n > G und n £ H die Abbildung f": n-~+G
definiert durch

£ w(s)) swe@d) ;Y ien
und fiir zwei Abbildungen £,f' : n » G das Produkt
ff' : n » G erkldrt durch

£E4(E) ¢ SEEYVENEY: W L€ n .,

Mit Hilfe des Begriffes des Kranzproduktes ldBt sich nun
die Automorphismengruppe des Graphen nG angeben.

Es gilt nidmlich (s. Harary [2] § 14)



2.2 Satz. Flir jeden zusammenhidngenden Graphen G gilt

Aut (nG) = Aut(G) =~ Sn

Das folgende Beispiel mag diesen Satz erldutern.

G0 (31 (32 (33 (34

Nach Satz 2.2 ist die Automorphismengruppe des Graphen 5G:

S, v 85.

Man erhdlt jeden Automorphismus von 5G dadurch, daB man
zundchst die 5 (vollstdndigen) Graphen K, untereinander per-
mutiert und danach auf jedem von ihnen irgendeinen Automorphis-

mus ausfiihrt.

Damit ist der gewiinschte Zusammenhang zwischen Aut(G) und
Aut{nG) hergestellt. Im nidchsten Paragraphen wird damit be-
gonnen, die Beziehungen zwischen Aut(nG) und Aut(R) bzw. Aut(F)

zu diskutieren.



3 Diskussion der Beziehungen zwischen Aut(nG) und Aut(R)

bzw. Aut(F)

Die Frage, die sich nun stellt, lautet:

In welcher Beziehung stehen Aut(nG) und Aut(R) bzw. Aut(F)?

Man kdnnte zundchst vermuten, daf Aut(R) und Aut(F) Untergruppen
des Kranzproduktes Aut(G) ~ Sn sind. Wdre diese Vermutung richtig,
so miBte durch einen Automorphismus o stets ein Teilgraph Gi auf
einen Teilgraph Gj (i,3=0,1,...n=1) abgebildet werden. Das

Beispiel

>—<>—ﬁ)—'ﬁ>

Be
I

(30 G1 (32

zeigt aber einen Fasciagraphen, der durch eine Drehung um 90% in
sich lberfilhrt wird. Das ndchste Beispiel zeigt einen Rotographen,
bei dem die Bilder der Ecken des Teilgraphen GO zum Teil in dem

Teilgraphen GO selbst, zum Teil in GT und zum Teil in 62 liegen.






Man erkennt dabei, daB durch die Hinzunahme von neuen Kanten
zu nG, wie bei der Konstruktion von R und F geschehen, nun-
mehr Automorphismen auftreten kénnen, die bei nG nicht mdglich

waren.

Aber auch die Umkehrung obiger Vermutung, namlich Aut(G) ~ S, sei
Untergruppe von Aut(R) bzw. Aut(f), ist im allgemeinen nicht
richtig. So wird im Abschnitt 4.1 gezeigt, daB alle die Elemente
o = (f;n) des Kranzproduktes Aut(G) ~ S, fiir die ¢ Sn\Dn
(Dn = Diedergruppe) gilt, weder zu Aut(R) noch zu Aut(F) gehdren

kdnnen.

Im weiteren Verlauf der Untersuchungen werden nur noch Auto-

morphismen aus

Aut' (R)

Aut(R) N (Aut(G) Sn)

bzw.

Aut' (F) Aut(F) N (Aut(G) ~ Sn)

mit n > 3 ndher betrachtet. Dabei wird ein Konstruktionsver-
fahren zur Gewinnung eines Erzeugendensystems fiir Aut'(R)

und Aut'(F) aufgezeigt.



4 Konstruktion der Gruppen Aut'(R) und Aut'(F)

4.1 Uberblick lber das Konstruktionsverfahren

Jeder Automorphismus ¢« = Aut'(R) ldBt sich in der Form o = (f;n)
darstellen. Da durch einen solchen Automorphismus zwei benach-
barte Teilgraphen Gy und Gi+1 auf zwei benachbarte Teilgraphen
Gj und Gj+1 abgebildet werden, miissen die Permutationen 7 aus
der Diedergruppe D, stammen. Alle anderen Permutationen wiirden

ndmlich diese "Nachbarschaftsrelation" verletzen.

Das gleiche Argument von der verletzten Nachbarschaftsrelation
von Teilgraphen fiihrt schlieflich zu der Aussage, daf fiir a =
(£;%) ¢ Aut'(F) gilt

o] i v n-1

m =1 oder n = ux : =
n-1 n-2 & (o}

Das oben angesprochene Konstruktionsverfahren wird in drei
Schritten beschrieben. In den Abschnitten 4.2 bis 4.4 werden

die Automorphismen behandelt, die sich in der Form

a) (e;it) mit n ¢ Cn
b) (f;1)
c) (f;wu)

darstellen lassen. Daraus werden dann die Mengen AutV(R) und
Autv(F) (v =1,2,3) abgeleitet, von denen dann im Abschnitt S

gezeigt wird, daB sie ein Erzeugendensystem fiir Aut'(R) bzw.

Aut' (F) bilden.



4.2 Herleitung von Autl(R) und Aut1(F)

In diesem Abschnitt werden nur solche a € Aut(G) =~ Sn betrachtet,

die sich in der Form o« = (e;w) mit = ¢ Cn darstellen lassen.

Dabei kann festgestellt werden, daB diese a in jedem Fall zu
Aut' (R) gehdren, da eine zyklische Vertauschung der Gi in R

immer méglich ist. Das fuhrt zu der Festlegung

Aut,(R): = {(ein) e Aut(G) v §_ | ne ¢l

Wie man leicht sieht, ist Aut,(R) eine Gruppe.

Es gibt nur ein einziges der hier betrachteten o, das zu Aut’'(F)

gehdrt, ndmlich a = (e;1). Das filihrt zu

Aut, (F) = = {(e;1)].

4.3 Herleitung von Autz(R) und Autz(F)

In diesem Abschnitt sollen nur solche a ¢ Aut(G)W»Sn betrachtet

werden, die sich in der Form o = (f;1) darstellen lassen.

Der folgende Satz sagt aus, daS8 ein Automorphismus
a = (£;1) € Aut(R) die Ecken aus einem Gi nur innerhalb der

MiU) (u = 1,2,3) permutieren kann.

4.3.1 Satz. Flir jeden Automorphismus o = (f;1) & Aut(R) gilt

aix) € Méu) = a(aiA)) € Mi“) ieN mod n; w =1,2,3.



= TG -

Beweis.

1. Fall: at® ¢ m 3
+ 1 AN

)

ala™ o ' o ¥ a®ilai™)

p

G (3i+1

@i( (A))) ist Kante in R. Da a ¢ Aut(R), folgt

.

"\

Es gilt (a(A)

(a(a( ) m(¢ (a(x)])) ist Kante in R, Weiterhin gilt u(a( )) 23 Ei

und u(¢ (a(A))) € Ej,q- Bus Ej
(3)

Ecken aus W zu Ecken aus Ei+1 benachbart. D.h. n(aih)) £ Mi(3)'

2. Fall: aFA)L MFZ)
=== i i :
¢|1(GJRU

a

) —0 alq;

| 1 G
(x)

X
ay ist mit ¢ ](a(A) £ Ei-1 verbunden, d.h. (¢ l(a(”), a( ))

ist Kante in R. Damit ist auch (o:(@L 1(a(”)) u(a(x))) Kante in

sind aber wegen n > 3 nur die

N

- A\

a(¢r4 (RH) (l”

R, Weiterhin gilt u(a(l)} € E und n(¢l 1(a(A)))€ El 1 Aus Ei

sind aber wegen n > 3 nur die Ecken aus M( ) zu Ecken aus E,_, be-
nachbart, d.h. a(ail)) e m{2



= 20 =

3. Fall: atMe uiM).

B R R sy 1 p
Es gilt u(aj(-”) ¢ E;. Da 41(Mi(2)) = 1\-1i(2) und :1(.«1{3)) = Mi(3),
folgt aber u(aél)) e MiT). X

Aufgrund der Aussage des Satzes 4.3.1 kann nicht mehr jede
Abbildung f: n - Aut(G) zu cinem Automorphismus o« = (f;1) von
Aut' (R) fiihren, d.h. der Wertevorrat von f kann cingeschrankt

werden. So kommen als Werte keine B € Aut(G) vor, die eine

Ecke a(A)L M(U) in eine Ecke a(p)a M(U) (v#n) Uberfiihren. Das

filhrt zu einer Untergruppe Aut{G) von Aut(G). Die Bahnen dieser

(u)

Untergruppe sind Teilmengen K' von M(“) Ciu=152:3)

Aut(G) : = Aut(G) N SM(1)$ SM(2)$ SM(3)

Reicht nun die oben vorgenommene Einschrdnkung von Aut(G) auf
Aut(G) aus, um alle o = (£;1) ¢ Aut'(R) zu beschreiben, d.h.

1t i
gt {(£:1)|f:n » AUL(G)} € Aut'(R)?

Das nichste Beispiel zeigt, daB dies nicht dor Fall ist.

(1) (3)
gj Qi+

(4
aj Qi




In Aut{G) existiert ein £ = £(i), das aii) mit a(z) vertauscht.

i i
Gdbe es ein o = (£';1) £ Aut'(R), das ebenfalls aii) mit a{z)
(3) (4)
i+1 i+1
(3))
i+1

vertauschen.

(4)
i+

vertauscht, so miiRte dieses a auch a mit a

Das ist aber nicht méglich, da y(a = 2 und y(a ) = 3.

Dieses Beispiel zeigt, daB £(i+1) nicht mehr unabhdngig von (i)

ist. Durch £(i) wird ndmlich die Permutation der Ecken aus M£3)
festgelegt, womit auch die Permutation der Icken aus Miz% schon

vorgegeben ist, da diese nur noch in einer Weisc permutiert

werden kénnen, dafl ihre Machbarschaftsrelaticnen zu den Ecken

(3)

aus M.l erhalten bleiben. Das bedeutet, £(i+1) kann nicht mehr

jeden Wert aus Aut(G) annehmen, sondern nur noch solche Werte, die

)

1 in "entsprechender" Weise permutieren wie

; (2
die Ecken aus ”i+

f(i) die Ecken aus M£3).
Gi(m O 'S) ¢i(0im)
f(i) fli+1)
fidlg™) Mo 0% itfiai™) = £i+(0i@™)

G; Gi



Dies fiihrt zu folgender Definition.

4.3.2 pefinition. Sei f(i)e AGt(G). Existiert ein f(i+1)e Aut(G)

gerart, das flr alle agA)L M;3)

i gilt

(A)

i

()

o, (£ (a;M )y = £ (0,0 ),

so heipt f(i) éit—fortsetzbar und f(i+1) AGt—Fortsetzung von f(i).

bas folgende Beispiel zeigt, daB die AGt—Fortsetzung eines

E(L)E Aat(G) im allgemeinen nicht eindeutig ist.

(1) (3) (1)
aj diy aj

o} o
(5i Gi+1

(1)

i

(2)

Sei f(i) der Automorphismus aus Aut(G), der a mit a; ver=-

tauscht und alle anderen Ecken festhdlt. Dann sind sowohl

F(i+1)e AUt (G) als auch F(i+1) ¢ Aut(G) Aut-Fortsetzung von

{3) mit ﬁ(‘i)

f(i), wobei f(i+1) der Automorphismus ist, der ai+1 i+1 ver-

tauscht und alle anderen Ecken festhdlt, wdhrend ?(i+1) der Auto-

. s (3 i
morphismus ist, der neben ai+% mit aii% auch ail% mit a{f% T

tauscht und alle anderen Ecken unverédndert 1&8t.



Aufgrund des letzten Beispiels liegt es nahe, jedem f(i) ¢ Aht(G)
alle £(i+1) & Aut(G) zuzuordnen, die Aut-Fortsctzung von f£(i)
sind. Sei

9: AUt(G) + P(Aut(G)) mit

w(g) = {8 ¢ Aﬁt(G)IB' ist Aut-Fortsetzung von f}.

Mit dem Begriff der A;t—Fortsetzung lassen sich alle

o = (£;1)e Aut(R) beschreiben. Geht man ndmlich von dem Teil-
graphen GO mit einem beliebigen f (o) ¢ Aht(G) aus und setzt
f(o) auf ganz R fort, so erhdlt man ein o = (£;1) ¢ Aut'(R).
Graphisch ldB8t sich dieser Vorgang wie folgt durch einen Baum

darstellen.

Man zeichne zundchst eine Ecke und nenne sie f(o). Sodann
zeichne man soviele Ecken wie U (f(o)) Elemente hat, bezeichne
sie wie die Automorphismen, die sie darstellen und verbinde

sie mit f (o).

f(0)

£"1) #1201 0y ¥

Man kann nun, in der gleichen Weise wie vorher mit f(o) getan,
die Aut-Fortsetzung der Automorphismen von ¢ (f (o)) darstellen
und in den urspriinglichen Baum integrieren. Durch fortgesetzte

Anwendung dieses Verfahrens erhd@lt man schlieBlich folgendes Bild.



£(0)

.f{“’(ﬂ

M Y2 % Moy Yoy #™v0)  £V7(0)



Alle verschiedenen Wege in diesem Baum, die von f(o) in der
ersten Zeile zu f(vk)(o) = f(o) in der (n+1)-ten Zeile filhren,
reprdasentieren einen Automorphismus aus Aut' (R). Man erhdlt
nun alle a = (f;1) ¢ Aut'(R) dadurch, daB man f(o) ganz A;t(G)
durchlaufen 1dB8t, fir jedes f(“)(o) wie cben einen Baum erzeugt
und alle einen Autcomorphismus von R reprasentierenden Wege dieser
Bdume vereinigt, Dies fihrt zu
Aut, (R) & = {(£;1) ¢ Aut(G) ~ Sn|f(i) & A;t(G),

£(i+1) € G(E(Li)), 1=0,1,...,n-2;

£(0) e $(E(m-1))}.

Es ist klar, daB o = (£;1) € But'(R) = a ¢ Autz(R).
Leicht nachzurechnen ist:

4,3.3 Satz. Autz(R) ist eine Gruppe.

Zhnliche Uberlegungen lassen sich auch flir Fasciagraphen an-

stellen. Zu beachten ist dabei, daB die "Randteilgraphen" G, und

Gn-1 eine Sonderstellung einnehmen. Mit Blick auf Satz 4.3.1 ldnt

sich Uber GO und Gn—] sagen, daB ein a = (f;1) & Aut'(F) jeweils
(2) 1) (3) (2) (1) (3) : _

(MO U Mg ) s MO M7 und (M _3 U MI73 ) auf sich ab

bildet. D.h. es genligt hier nicht, wie bei Rotographen, den
Wertevorrat von Aut(G) generell auf Aut(G) einzuschrénken.

Vielmehr miissen die Einschradnkungen filir GO auf



Aut(G_) : = Aut(G) N S @ s
& iy w2 13
und filir Gh-1 auf
Aut (G : = Aut(G)N S
at(G, ;) OO S o 88 ) e

vorgenommen werden, wihrend fiir alle ibrigen Gy die Ein-
schrankung auf A;t(G), wie bei Rotographen, vorzunehmen ist.
Es ist dann klar, wie der Begriff der AGt-Fortsetzbarkeit aus
Definition 4.3.2 auf Fasciagraphen zu libertragen ist. Fiir die

Abbildung ¥ ergibt sich dann:

i=0:
¥: AUt(G) > P(Aut(G))

@(f(i)) = {B" € A;t(G) | B' ist A;t—Fortsetzung von £ (i)}

i=1,...,n=-3:

¥: Aut(G) + P(Aut(G))

&(f(i)) = {p' ¢ A;t(G) | &' ist Aut-Fortsetzung von f(i)}
i=n-2:

Ui AUE(G) » P(AUE(G__;))

@(f(i)) = {B' ¢ A;t(Gn—I) | B* ist A;t—Fortsetzung von f£(i)}.

Auch hier kann man alle o = (£;1) € Aut'(F) mit Hilfe einer Baum-
struktur darstellen. Im Unterschied zu Rotographen reprédsentieren
hier alle Wege des Baumes, die von einem f(o) in der ersten Zeile
£ (V)

zu einem (n=1) in der n-ten Zeile filhren, einen Automorphis-

mus aus Aut' (F).

Analog zu Autz(R) 148t sich schlieBlich auch ein AutZ(F) de-

finieren, ndmlich



Aut, (Fy: = {(£:1) £ Aut(G) ~ 5 |f(o) = A;t(GO),
£(i}) ¢ Aut(G) fir i=1,...,n-2 ,

Elo=1) = A;t(G ElLETY = &(f(i)) far i=0,%,...,n-21}.

n—1)’

Es gilt auch die Satz 4.3.3 entsprechende Aussage filir Fascia-

graphen, d.h. Autz(F) ist eine Gruppe.

Anmerkung: Eine rekursive Bestimmung von Autz(F) 148t sich
auch mit Hilfe "direkter Produkte mit vereinigter Faktor-
gruppe" (Huppert [3]1, § 9) von Automorphismengruppen formal

beschreiben.

4,4 Herleitung von Aut3(R) und Aut3(F)

In diesem Abschnitt sollen nur solche o & Aut(G) ~ Sn betrachtet

werden, die sich in der Form o = (f;w") darstellen lassen,

3 ( (& n—1)
r =\n-1 ... o ke

4.4.1 Satz. Fir jeden Automorphismus o = (f,n") £ Aut'(R) gilt

(A}

ajy = M£1) = a(aiA)) e uil

T (i)
{A) (2) (A) (3)
ay My =5 u(ai Y B Mw“(i)
a{k) g Mia) = u(aik)) c Méiii) i i ¢cN mod n.

Beweis. Ahnlich wie 4.3.1



Aufgrund der Aussage des Satzes 4.4.1 kann nicht mehr jede
Abbildung f: n + Aut(G) zu einem Automorphismus a« = (£;7 ) von
R fiihren, d.h. auch hier kann der Wertevorrat wvon f eingeschrénkt

werden. Das flihrt zu

ait(G): = (8 ¢ aue(a) | s = ufM), a2y - 43

B(M(3)) =ul2y,

Das ndchste Beispiel zeigt, daB die vorgenommene Einschrédnkung
von Aut(G) auf Aut(G) nicht ausreicht, um alle a = (f;w") & At R

zu beschreiben.

Es existiert ein g = f(ﬂx(i)) € Aut(G), das ail{i) in aii{i)

dberfiinrt. Gibe es ein a = (£';7) ¢ Aut'(R), das

(2)
i arn(i)

Uberfiihrt, so mifte dieses a auch aif:
abbilden. Das ist aber nicht m&glich, da

)= 2 und Y(aéf%) = 3,



(2) (3)
a; Qi
i 14) 1)
_ dj-1 ai
Gi-‘l Gi Gi+1
la
(2) (3)
dr*(i) A (i-1)
B (1)
~ An*(i) ~
Gro*(ivn) Grex(i) Crx(i-1)

Dieses Beispiel zeigt auch, daB hier ebenfalls f(i+1) nicht
mehr unabhédngig von f£(i) ist. Das fiihrt zu folgender Definition.
4.4.2 Definition, Sei f(i) ¢ AUt (G). Existiert ein £(i+1) ¢ Aut(G)

derart, dap fiir alle aé*’g Miz) gilt

st @M = g @n,

so heiBt f(i) Aﬁt-fortsetzbax: und f£{(i+1) Aﬁt—l’ortsetzung von f(i).



:FEO

:+:*E.o

O (
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Das ndchste Beispiel zeigt, daB auch die Aut-Fortsetzung eines

f(i) ¢ AUt(G) im allgemeinen nicht eindeutig ist.

(2) (6)
Qa1 Qi

(3)
i1

(4]
Qj+1

(5)
Qi

(3i+1

Sel

(w = @) @® a®) 0 M) G b)) @5 .9

eum= @l @ a8

(3) _(7) (4) _(8) (5) _(9)
i+ ( a ) (a )

(231 2449) (8507 8549 Tw1 Fiad

I

(2) (7) (3) (8) _{4) (9) (5) (6)
141 Bia1 341 il Biel Bk 337 )

"oy 5 (1)
£ (i+1)= (ai+1)



Dann sind sowohl f'(i+1) als auch £"(i+1) AUt-Fortsetzung

von f(i).

Aufgrund dessen liegt es nahe, jedem f(i)s AUt(G) alle

f(i+1)e AUt(G) zuzuordnen, die AUt-Fortsetzung von f(i) sind.

Sei

L: Aat(G) - P(A&t(G)) mit

;(B) = {B'c Aat(G)!G' ist AEt-Fortsetzung von B}.

Wie im Abschnitt 4.3 ldBt sich auch hier die Aut-Fortsetzung

eines f(o)e AUt(G) auf ganz R durch einen Baum darstellen. Dies

fiihrt zu

Aut (R): = ((£:7) e Aut(G) ~ S_|£(i) e ARt (6),
f(i+1) € ¢ (£(i)), i € N mod n}.

Es ist klar, daB a = (f;rx) e Aut'(R) = a ¢ AutB(R).

Man sieht sofort, das Aut3(R) nie eine Gruppe ist,

da z.B. (£;m )(£;m ) = (££ %; 1) £ Auty(R).

Da einerseits aa3 = azc Autz(R) fiir alle oy

andererseits a2a51 =0 € Aut3(R) flir alle ay € Autztk) und alle

€ Aut3(R) und

oy € Aut3(R), genligt es, ein o, ¢ Aut3(R) zu kennen, um mit

Hilfe von Autz(R) alle o € Aut3(R) zZu erzeugen.
Ahnliche Uberlegungen lassen sich auch fiir Fasciagraphen anstellen.
Wie im Abschnitt 2.2.2 ist auch hier zu beachten, daf die "Rand-

teilgraphen" G_ und G,_, eine Sonderstellung einnehmen.

o



Ein o = (f;ﬂx) £ Aut'(F) bildet ab:
o
(2) (AY 2 (1) (3)
g™ DM R El Uy
[+
.(3) Z M(z)
G n-1

Es genigt also nicht, wie bei Rotographen, den Wertevorrat
von Aut(G) generell auf Alit(G) einzuschrinken, Vielmehr miissen

die Einschrdnkungen fiir GO auf

Aﬁt(co): = {8 e aut{e) |em(®) = u3);

und fir Gn—l auf

Aat(c Vo= T8 & Aut(G)\B(M(3)) = nt?)y

vorgenommen werden, widhrend filir alle dbrigen Gi die Einschrankung
auf AUt(G), wie bei Rotographen, vorzunehmen ist. Es ist dann

klar, wie der Begriff der AUt-Fortsetzbarkeit aus Definition 4.4.2

auf Fasciagraphen zu ilibertragen ist. Flir die Abbildung { er-

gibt sich dann:

}=O:
. Aﬁttco) + P(AGL(C))
¥

(E(i)) = {8' € Aat(G)\B‘ ist Aat—Fortsetzung von f£(i)}

=

e

gt AGL(C) - P(ABL(G))

PlE(L)) = 8" ¢ Aat(G)\B' ist Aat—Fortsetzung von f£(i)}



i=n-2:
P AGL(G) - P(Aﬁt(Gn_1))
WIE(L)) = {B" ¢ Afit(G__,) |#' ist Alt-Fortsetzung von £(i)}.

SchlieBlich ldst sich auch ein Aut3(F) wie folgt entsprechend

definieren.
Auty(F): = ((£:n1) € Aut(G) ~ S _|f(0) « AGE(G)
£(i) ¢ AGt(G) flr i=1,...,n—2~,

fin-1) ¢ Aat(Gn_1), £(i+1) ¢ @(f(i)) fiir i=0,1,...n-2}

5 BErzeugendensysteme fir Aut'(R) und Aut' (F)

Da Aut1(R) und Autz(R) Gruppen sind, folgt aus Aut1(R)Aut2(R) =

Autz(R)Aut (R) (was man leicht nachrechnet) Autq(R)AutZ(R) ist

1

eine Gruppe.

Natlrlich gilt dies auch fir die Schnitte

Aut' (R) Aut(R) O (Aut(G) v S ) und

Aut'(F) = Aut(F) A (Aut(G) ~ sn).

Der folgende Satz sagt aus, daB die Auti(R) bzw. Auti(F)
(i=1,2,3) Crzeugendensysteme flir Aut'(R) bzw. Aut'(F) bilden. Da
Aut1(F) = {(e;1)}, wird jedoch darauf verzichtet, Aut1(F) als

erzeugenden Faktor anzugeben.
5.1 satz. Es gilt

Aut'(R) = Aut1(R)Aut2(R)(Aut3(R) U {(e;1)})



i
w
wn

]

und
Aut'(F) = Autz(F)(AutB(F) U {(e;1) .

Beweis. Fir jedes o = Aut, (R)Aut,(R) (Autg(R) U {(e; 1) })
gilt o & Aut(R) A (AUt(G) ~ 5 ) = Aut'(R).
Bihe

Aut, (R)Autz(R) (Aut3(R) U {(e;1)}) € aut'(R)
Entsprechend folgt

Aut, (F) {aut, (F) U {(e;N))) € Aue' (F)
Damit bleiben noch die umgekehrten Teilmengenbeziehungen zu
zeligen.
Sei a = (f£;m) ¢ Aut'(R).
1< Fall: wie €
I n

Dann gilt a = (f;w) = (e;n) (f _1;1)
n

mit (e;n) € Aut1(R) und (£ _1;1) € Autz(R).
m

2. Fall: n ¢ Dn\Cn

pann gilt m =7 a1 mit T oe Cn und

@ = (Fim) = (e;m) (E=_yim )
a

mit (e,n) & Aut,(R) und (£-_,im) c Auty(R).
m

Damit gilt

Aut' (R) € Aut, (R)Aut, (R) (Aut, (R} U {{e;1)}).

3

Sein nun a = (f,n)e Aut'(F). Auch hier sind zwei Fdlle zu unter-

scheiden.



1. Fall: = =1

Aus den Uberlegungen im Abschnitt 4.3 folgt

(£:1) e Aut'(F) = (£;1) £ Aut,(F).

2, Fall: 1w = nu
Aus den Uberlegungen im Abschnitt 2.2.3 folgt

(Fim ) ¢ Aut'(F) = (F5n ) ¢ AUt (F) .

Damit gilt

Aut' (F) € Autz(F)(AutB(F) U {(e;1)]).

6 Anwendungsbeispiel




Sei G = K d.h. der vollstidndige Graph mit 6 Ecken. Be-

Gf
trachtet werden nun R(G, 4, ¢) und F(G, 4, ¢), wobei ¢(5) = 1

und ¢(6) = 2. Es werden dann Auti(F) und Aut, (R) ftir i=2,3
hergeleitet. Wie oben werden die Permutationen in 2Zyklenschreib-

weise angegeben. Zur Form der nachfolgenden Darstellung sei

auf Sims [8] verwiesen.

Aﬁt(Go) wird erzeugt von

(7)
B0
5 (6)

o
(5)
o

: o= (1 4) (2) (3) (5) (6)

: = (1 3) (2) (4) (5) (6)

g (1 .2) (3) (4) (5) (6)

(1) (2 4) (3) (5) (6)

(4)
B

(3)
BO

(1) (2 3) (4) (5) (6)

gh?l (1) (2) (3 4) (5) (6)

n

gl = @ @) @ s

e : S (1) (2) (3) (4) €5) (6) Ordnung: 48

AUt (G) wird erzeugt wvon

(3)

1]

B (1.2) (3) (4} (5) (6)

82 = () @ (34 (5) (6



- 38 -

e 2y @ 3 ) e

@
I

(1) (2) (3) (4) (5) (6) Ordnung: 8

Aﬁt(G3) wird erzeugt von

Bs') £ = (1 2) (3) (4) (5) (6)

i s = ) @ 36 @ (5)

8 1 = (1) @ (35) (&) (6)

st = @ 6y e ®

s = @ 3 we 5

52 =) @ ) U ®

si = (1) (2 3) (1) (5 &)

0

e = (1) (2) (3) (4) (5) (&) Ordnung: 48

(15) (26) (3) (4) = : B ¢ AUt(c ), Aut(G), Aittc3)

Fasciagraph:

Autz(F) wird erzeugt von

(7) :
(Bg' '+ &) & €5 1)

(6)

(8

(5) "
(B7"r er &y & 1)

r e, €, €5 1)



(Bc()q)r ey 8y 85 1)
(653)r e, e, e; 1)
32, e, e e 1)
(B;‘I)l 6(3): e, €5
(e, 8%, e, e; 1)
e, 8117, 813, o
(e, e, 6{2), e; 1)

(1) (7),
(e, e, B N 83 ;
(e, e, e, B§6); 1)
(e, e, e, BéS)} 1)
(e, e, e, 8345 1)
(e, e, e 835 1)
(e, e, e, Béz)? 1)
(e, e, e, B3 1)

(e, e, &, &;

- 1)

1)

_39_

Ordnung:

18.432



Rotograph:

Aut, (R) wird

(8(3)

(e,

(e,

(e,

5(1),

e,

€,

e,

3(3)’

r €r €y

B(Z)'

erzeugt von

8(1):

e; 1)

(3)

3(1}’ g(3),

=¥

8(2): 1

e, ej

=l

-

1)

.1)

1)

1)

ol

(B, B, B, .B.;' “::) € Aut3(f-)

Ordnung: 256

)€ Aut3(R)
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