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AUSWEICHSPIELE UND CHEMISCHES VERHALTEN - EINE ANREGUNG
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Berlin, DDR, 108 Berlin, Bunsenstr. 1

(Received July 1980)

%8 kann vermutet werden, daB dle Spieltheorie Moglichkeiten
bietet, chemisches Geschehen bzw. Verhalten mathematisch zu
durchdringen T). Die vorliegende Arbeit miichte einen Beitrag
in dieser Richtung leisten, auch wenn dazu nur ein schemati-
gches chemisches Beispiel herangezogen werden wird.

1. Augwedichspiele und deren Modifizierung

Piir den mathematischen Hintergrund werden spezielle Typen der
sogenannten antagonistischen Spiele herangezogen. ¥s handelt
sich um die Ausweichspiele und eine modifizierte “bart dieses
Spieltyps. Allgemein 1liBt sich ein antagonistisches Spiel durch

[=<{a,B} , {SA,SB} , 11 yHg: Hy+Hy = 0 fir alle Paare
(x,€ SA’YjE spl}>

charakterigieren. A und B sind die an dem durch das Spiel be-
schriebenen Konflikt teilnehmenden Handlungskoalitionen, die
identisch mit den Interessenkoalitionen sind und als Spieler
bezeichnet werden. S, und Sy stellen die Mengen der (reinen)
Strategien von A bzw. B dar. Zu jedem Strategienpaar (XiE SA'
Yj€ SBJ 148t sich die Gewinnfunktion HA(i,j) angeben, der Ge-
winn also, den A aus der durch Xi,Yj hervorgerufenen Situsti-
on zieht. Der entsprechende Gewinn von B ist dann HB(i,j)

- -HA(i,j). " wird mit Riicksicht auf das folgende dahinge-
hend spezialisiert, daB card(SA) = card(SB) =n>1 ist, so
daB die hier zu untersuchenden Spiele sich durch die quadrati-



sy T

sche Uatrix ) = (aij) = (HA(i,j)) ausdriicken lassen.

Bei den Ausweichspielen erh&lt A aus der Situation (Xi.Yj)
den Gewinn i, wenn 1 # J i1st, andernfalls (i = j) iat der

Gewinn -i, d. h., es gilt

a;y = (-2i) Jij + i e Lo = 159 swns 6y
wenn Cfij das Kronecker-Symbol ist. Die genannte iodifi-
zierung besteht darin, daB A in den Situationen (Xi,Ij)

stets den konstanten Gewinn -m hat, wobei m nicht negativ
ist. Die Elemente der Spielmatrix berechnen sich dann zu

84 = —(m+i) dﬁj + 1 Tip A0 5 002y woeery e

Es 148t sich allgemein zeigen, daB derartige Spiele, die siech
durch eine Matrix darstellen lassen, immer eine Liisung be-
sitzen 2 . Diese Lsung besteht aus dem Gewinn v, den A aus
dem Spiel bhzw. Konflikt erhalten kann, wenn sich A und B op-
timal verhalten. Dieses Optimum wird dann erreicht, wenn A
die Strategie Xi mit einer Gewichtung x; und B die Strategie
Yj mit einer Gewichtung yj anwenden. Die Einheitgvektoren

g = (11, ...,xn) und - = (y1, ...,yn) werden ebenfalls er-
mittelt. Als Lsungsmethode kann die lineare Programmierung
benutzt werden 3).

Da diese Spiele auf ein schematisches chemisches Geschehen
angewendet werden sollten, war eine allgemeine LOsung vor-
teilhaft. Ohne den Rechenweg wiederzugeben, seien die erhal-
tenen Resultate, die mit der in 3 aufgefiihrten Methode er-
zielt wurden, genannt.

In den Rechenschemata tritt die Summe

i i 1 i 1
mnl m+n-j - 22

=0 jen-1  WH

auf. So ist bei den Ausweichspielen mit n>>1 eine ganze Zahl
1 (0<1<n) zu bestimmen, die entweder der Ungleichung

n-1-1 < (1-1 )nall (1)

geniigt oder fiir welche 1 = n-1 gilt. Mit der so ermittelten
Zahl 1 ergibt sich:



& 25 =

-1

v = (1-1)P5 4
= -1 _ v
%y = W)™ = 5033 1
P fiiri=n-1, ..o, n
L = ~ Yy
xizyi=0 fir i =1, oo, n=1=1,

Fiir die modifizierten Ausweichspiele mit n>1 und m >0 mu8
die 2ahl 1 (0<1<n) die Ungleichung

mn-1-1< 1071 (%)

erfiillen. Andernfalls gilt wieder 1 = n-1. Der Gewinn v und
die Vektoren £ und ol berechnen sich dann zu:

-1

v = 1Dmn1 -m (4)

s -1 _ _v+m
%y = ((Bd)Dp)™" = —(memy1

fir i = n-1 say N

_ _ _i-w % MRy

v =1y =g
) (5)

X; =¥y = 0 filr 1 =1, voc, N=1-1

Bei Ausweichspielen kann offensichtlich der Gewinn v nur fiir

n=2 Null werden, da nur in diesem Fall 1=1 werden kann, Fir

n>2 ist stets v>0. Der Gewinn v bei der modifizierten Form

ist dann negativ, wenn m:>1D;;1 igt. VYegen der Ungleichung (3)

muB dann 1 = n-1 sein, d. h. m >(n-‘l)D"1 . Mirm =0 ist
m,n,n-1

trivialerweise immer v> 0.

2. Anwendung der modifizierten Ausweichspiele auf ein schema-

tisches chemisches Geschehen

Nach der Darstellung dieser mathematischen Grundlagen wird nun
ein Schema eines chemischen Geschehens konstruiert, auf das
sich die modifizierten Ausweichspiele anwenden lassen.

Zu diesem Ende seien die Systeme A und B gegeben, wobeil Mole-
kiile der Gestalt Xi aus A mit Molekiilen Yj aus B reagieren
k#nnen., X und Y stellen jeweils ein Atom oder eine Atomgruppe



dar. Die Anzahl i bzw. j dieser vereinigten Wolekiilbruch=~
stlicke durchlaufe die ganzen Zahlen von 1 bis n > 1. Die Mo-
lekiile Xi und Yj reagieren zuerst nach dem Schema

(xx) 4 , wenn i = j
By BTy (XY)in_j , wenn i > j
(XY)in_i , wenn i< j

Wahrend die Molekiile (X‘Y)i instabil sind und wieder in die

Ausgangsprodukte zerfallen, kOnnen die Molekiile (XY)in_i
5mj sich durch Anlagern weiterer Molekiile Xj—i
bzw. Yi-j gtabilisieren:

und (H)jx

() — X+Yy (1= 3)
(X %, 5+ ¥y — (XY (i>3)
(XY g+ X5y —  (RD,Y5 Xy (1 <3

Es sei schlieBlich angenommen, daB der Gewinn des Systems A
gleich der Anzahl der insgesamt gebundenen Molekiilbruch-
stiicke Y aus B sei. Dabel stellt ein Entzug von Molekiilen X
im zweiten Reaktionsschritt fiir 4 einen Verlust (negativen
Gewinn) von q dar, da diese keine weiteren Molekiile aus B
binden kdnnen. Fiir das System B bedeutet jede gebundene Y~
Einheit einen Verlust, wdhrend im zweiten Reaktionsschritt
gebundene X-Bruchstiicke aus dem Grunde als Gewinn zu rechnen
sind, nach welchem sie fiir A als Verlust dargestellt wurden.
Damit berechnen sich die Gewinnfunktionen zu:

gebundene Y-Einh. gebundene X-Einh. H

insgesamt zusdtzlich 4 B
i=3j 0 0 0 0
1>j j+i-j=i 0
i%+j i -i
i<j h| j-i

Somit liegt ein antagonistisches Spiel vor, dessen Spielmatrix



die Zlemente a4 = (—i)Jij +1i (i,j = 1540e,n22) hat,
d.h, ein modifiziertes Ausweichspiel mit m = 0,

Da der gesamte Gewinn v des Systems A fiir beliebige n stets
positiv ist, werden im Durchschnitt immer mehr Y-Einheiten ge-
bunden als zusidtzlich X-Bruchstiicke blockiert werden. Die
Vektoren p und,y geben an, mit welcher Wahrscheinlichkeit

die liolekiile Xi bzw. Y. eingesetzt werden, d.h. zur Reaktion
gebracht werden. Die Produkte xiyj geben die Wahrscheinlich-
keit an, mit welcher die llolekiile des bndproduktes auftreten,
die aus einer Reaktion von Xi mit Y. entstehen.

Im vorliegenden Schema bilden sich aus Xi und Y. und aus

Xj und Yi fiir i # j stets dieselben liclekiile (XY)qu_qu_p
mit p = min(i,J) und q = max(i,j), so daB die Ausbeute an
diesen lMolekiilen 100(xiyj + xjyi)% betrigt. Der Prozentsatz
an unumgesetzten Ausgangsstoffen Xi und Yi ist demnach

100 X;¥; %o Wie aus dem ersten Abschnitt zu ersehen ist, sind
die Werte X4 und ¥y fiir i <n-1 gleich Null. In diesen Féllen
treten denn die Produkte (XI}pXrYr (p = min(4i,j), i#+j,
i,j<n-1) iberhaupt nicht auf, und die Holekiile X; und ¥,
koénnen als 100%ig unumgesetzt angesehen werden,

Es 148t sich leicht zeigen, dall es fur m = 0 nur im Fall

von n = 2 keine 100%ig unumgesetzten Molekiile gibt, d.h.,

nur fir n = 2 ist i = 1,...,0n bzws 1 = n-1, Flir 1 = n-t

muf wegen Gl. (5) 1>v = (n=1)D2" bawe n=1>D,

A 0ynyn=1 ynyn=1

1
7 sein, Diese Ungleichung ist fiir n = 2 erfiillt (1<C%),
=1
jedoch nicht mehr fiir n = 3 (2>D032 = 1%). Es sei angenommen,
die (umgekehrte) Ungleichung Dy popeq <n=1 gelte fiir ein

g llyll=
n>»3. Geht man von n zu n+1 iber, so gilt ebenfalls

- =1 =
Do,n+1,n = DO,n,n-1 + (n+1)" < (n+1)=-1  wegen (n+1)"'<1,

Da die Ungleichung fiir n = 3 richtig war, ist sie nun fiir alle
n>2 richtig, und die obige Behauptung ist bewiesen.

Die nachstehende Ubersicht soll die bisherigen Darlegungen

am Beispiel n = 4 illustrieren:



Endprodukte fir n = 4 (Q = (X¥), N = 13)

B Nyj 0 1 5 i

i 1 : 3 4

i
in i
0 1 X+Y :. QXY QX Xy QXY 4
6 2 QXY ! X+Y, QXY QXY
4 3 QY : QXY X e g QXY
|

3 4 VQXBYB‘_J QX Y, QXY X+,
Stoff I LT X’L)’Y2 K3’Y3 X4’Y4 eryr QZ‘XY Q?XE’YQ Q;‘XY
169 169 6 20 21 0 34 45 43

T56% Augbeute

Die Werte v, Xy und ¥i fiirm=0und n = 2,ee¢e511 8ind in
i'abelle 1 aufgefiihrt.

3+ Anwendung der Ausweichspiele auf ein schematisches chemisches
Geschehen

Um auch die eigentlichen Ausweichspiele auf ein schematisches
chemisches Geschehen anwenden zu kotnnen, braucht das jenige im
zweiten Abschnitt nur etwas abgedndert zu werden. Es sei dazu
angenommen, daf die instabilen Nolekiile (XY); und nur diese
durch irgendwelche ljolekiile Z etwa nach dem Schema

iZ + (XY)i — iX7 4+ Yi

zergetzt werden, wobei X7 ein stabiles Produkt darstellt. Somit
bedeutet nach der obigen Gewinnberechnung die Bildung von iX7Z
fiir das System A einen Verlust von i X-Einheiten bzw. einen
ebenso grofien Gewinn fiir B. Die Elemente der Spielmatrix sind
algo jetzt aij = (-Qi)Jij + i, d.,h., es liegt ein Ausweich-
spiel vor,

Der gesamte Gewinn fiir A bleibt weiterhin positiv bis auf den
Faell n = 2, wo v = 0 ist, d.h., nur dann werden die Anzahl der
gebundenen Y-Einheiten und die zusiéitzlich blockierten X-Bruch-
gtiicke im llittel gleich sein,



- 29 =

Wihrend 1 = n-1 bei den Spielen im Abschnitt 2 nur fiir
n=2 galt, lift sich jetzt zeigen, daf 1 diese Werte bei

n = 2,3,4 annehmen kann und fir n >4 immer 1<n-1 sein muB.
Auf Grund von Gl. (2) ist némlich 1 >v zu fordern, d.h.
DO,n,n—1>n'2' Fir n = 2,3,4 ist das erfiillt. Die Annahme,
dafl die Umkehrung Do’n,n_1<fn—2 fiir ein n >$ 2ilt, bleibt
fiir n+1 erha}ten, da Do,n+1,n = Do,n,n—1 + 7 < (n+1)=2
wegen (n+1)” < 1 dann auch richtig ist. Flir n = 5 ist

D054 = lé% <3, so daf 1<n-1 fiir alle n >4 sein muB.

Bs ist nun méglich, die Verdnderungen in den Ausbeuten

zu seigen, die bei gleichen n durch das Vorhandensein von
lMolekiilen 7 mit den genannten Eigenschaften hervorgerufen
werden, Die folgende Gegeniiberstellung fiir n = 3 soll diegen
Sachverhalt illustrieren.

Stoff ()XY (XY)XZY2 (XY)2XY
Ausbeute in %
bei Abwesenheit 0 0 52,0
von 2

lAusbeute in %
bei Anwesenheit 26,0 2644 7.8
von 2

Beim Vergleich der Tabelle 2, in der die Werte v, x5 und

¥ fir Ausweichspiele mit n = 2,...,11 zusammengestellt sind,
nit der Tabelle 1 ist zu ersehen, dall die Zahlen 1 fiir die
modifizierten Ausweichspiele aufier fiir n = 2 kleiner sind

als diejenigen der eigentlichen. Das gilt allgemein, denn

die Ungleichung (1) fiir m = 0 lautet n—1—1<11D5;1 und dexr
Vergleich mit (3) rechtfertigt wegen 1-1<1 diese Behauptung.
Im Zusammenhang mit dem besprochenen chemischen Geschehen
kenn daher festgestellt werdan, daB das Vorhandensein von
Kolekiilen Z fiir n>2 das Auftreten einer groBeren Vielzahl
von verschiedenen Endprodukten und selbstverstidndlich eine
inderung der Ausbeuten hervorruft.

4. SchluBbemerkung

L&Bt sich das chemische Geschehen auf das mathematische
Modell eineg antagonigtischen Spieles zuriickfithren, so sind
aus dessen Lisung qualitative und quantitative Aussagen iiber
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dieseg Geschehen leicht ableitbar, die zu einem besseren Ver-
stehen fiihren konnen. Das wurde am Beispiel der Ausweichspiele
und ihrer modifizierten Form mit Hilfe eines schematischen
chemischen Geschehens illustriert. Es wiire wlinschenswert,
wenn reale chemische Systeme gefunden wiirden, an denen dieses
Vorgehen demonstriert werden kann, wobei eine Beschriinkung
auf die hier herangezogenen Spieltypen bzw. auf antagonisti-
sche Spiele iiberhaupt keineswegs erforderlich ist. Wenn der
praktisch arbeitende Chemiker oder auch der Theoretiker auf
Grund dieser Anregungen eventuell einen Anstof zum Nachdenken
iiber dieses Problem findet, so ist das Ziel dieses Aufsatzes
weitgehend erfiillt.
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