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EULERSCHE POLYEDERFORMEL UND GIBBS'SCHE PHASENREGEL

G. Wildeboer, P.J. Plath

Forschungsgruppe "Angewandte Katalyse"
Universitédt Bremen

Das von Gibbs 1876 erstmals formulierte Gesetz der "Phasenre-
gel" besagt, daB fiir Gleichgewichtszustédnde in heterogenen Sy-
stemen die Beziechung gilt:

R R (1)

Gemeinhin versteht man in der Thermodynamik unter der Phase p
einen homogenen Bereich, der in einem heterogenen System von
anderen, ebenfalls homogenen Bereichen physikalisch abtrennbar
ist.

Mit k bezeichnet man die voneinander unabhingigen Stoffe ei-
nes Systems, die zum Aufbau aller seiner Phasen unbedingt er-
forderlich sind.

Im Sinne der Phasenregel sind die Freiheiten f diejenigen
Zustandsvariable, die unabhidngig voneinander so ver&dndert wer-
den kénnen, daB die vorhandenen Phasen erhalten bleiben.

In einem thermodynamischen Gleichgewichtssystem ist also
die Zahl der Freiheiten eindeutig durch die Anzahl der koex-

istierenden Phasen und die der Komponenten bestimmt.

Die formale Gleichheit von Phasenregel und Polyederformel
ist in der Vergangenheit Ausgangspunkt mehrerer Uberlegu;gen
gewesen, so daB die topologische Struktur der Gibbs'schen Pha-
senregel in der Thermodynamik seit langem bekannt ist.1)’2)'3)

Im Rahmen der im Wintersemester 1977/78 stattgefundenen Lehr-
veranstaltung "Mathematische Chemie - Topologische Strukturen"
interessierte es uns, die topologische Struktur der Gibbs'schen

Phasenregel auf weiteryehende Interpretationsméglichkeiten hin
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zu untersuchen. Inwieweit lassen sich z.B. Oberfldchensysteme,
Nichtgleichgewichte oder unter Einwirkung von Feldern stehende
Systeme in eine entsprechende Beschreibung einbeziehen?

Fiir einfache Polyeder, d.h. fiir Polyeder, deren Oberfldche
sich stetig in eine Kugeloberfldche deformieren ldBt, gilt die
von Descartes (1640) und Euler (1752) aufgestellte Beziehung:

E-K+F =2 (2)

I: Levin4) fiihrt iiber die Umformung

E-K+F -1
1 -F %+ X =B

1
BT (3)

die Gibbs'sche Phasenregel zuriick auf die geometrische Sequenz:
Volumen — Fldche —> Linie —— Punkt
und schreibt verallgemeinert fiir (3)

85 ™ Byq ¥ Bpeg * wee = -1)0 (4)

n: Dimension des simplizialen Komplexes

Levin bezieht in seine Sequenz nur simpliziale Komplexe bis
zur Dimension Null ein. Es gibt jedoch keinen Grund, niedriger
dimensionierte simpliziale Komplexe in dieser Darstellung aus-
zuschlieBen.

Polyederformel und Pascalsches Dreieck

Bezieht man in diese Uberlegung zusdtzlich die Anzahl L der
leeren Mengen als S_1—Simplex mit ein, lautet die Polyederformel
flir alle konvexen Polyeder im dreidimensionalen Raum R3:

= L(S_1) + E(SO) - K(s,) + F(Sz) - V(S3) =0 (5)
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Fir alle simplizialen Komplexe S, 9ilt entsprechend:

bl P41+l

. (=1) {5 =0

i=0 A (6)
i = n"+1, wobei n' die Dimension des jeweils betrachteten Unter-
simplexes S, ist mit -1<k<n.

Man kann (6) in Beziehung setzen mit dem Pascalschen Dreieck.

Ausgehend von der binomischen Formel fiir —(a—b)n+1 hat die Kom-
binatorik der Simplizes der einfachsten konvexen Polyeder des

Raumes der Dimension n dann folgende Form:

(n+1) = O +1 =0

(n+1) = 1 -1 +1 =0

(n+1) = 2 -1 +2 -1 =0

(n+1) = 3 =1 +3 =3 +1 =0

(n+1) = 4 -1 +4 -6 +4 =1 =

(n+1) = 5 =1 +5 =10 +10 -5 ¥1 =@
S %y ® By S8y &

(n+1) = 3

Fir j=4 z.B. erhilt man die Formel fiir den dreidimensionalen
Simplex, der der Eulerschen Polyederformel fiir die Tetraeder-
flache entspricht.

Man kann natiirlich fragen, ob auch die anderen Zeilen des
modifizierten Pascalschen Dreiecks irgendwelchen physikalischen
Prozessen entsprechen. So kdnnte man z.B. Bewequngen in niedri-
ger dimensionierten Rdumen mit einer entsprechenden Kombinato-
rik mit Jj<4 beschreiben. Im folgenden soll jedoch nur auf den
Fall j=4 eingegangen werden.

Unter der Voraussetzung, daB die Gibbs'sche Phasenregel to-
pologisch interpretierbar ist, kann das durch die Gibbs'sche
Phasenregel ausgedriickte physikalische Geschehen auf einer Ku-

geloberfldche abgebildet werden, denn der S,-Simplex ist topo-

3
logisch einer Kugel &dquivalent.
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Betrachtung einiger physikalischer Systeme und ihre Beziehung
zur Eulerschen Polyederformel

Beispiel 1

Ein System bestehe aus einer Komponente und zwei Phasen (z.B.
eine Flissigkeit im Gleichgewicht mit ihrem Dampf). Hier ist
nach der Gibbs'schen Phasenregel durch

P =k ¥ E
2-1+f

die Anzahl der Freiheiten eins.

Aufgrund der o.g. Aquivalenz werden die Phasen p als Punkte
auf der Kugeloberfldche dargestellt. Die Komponenten k sind
die entlang der Kugeloberfldche gezogenen Verbindungslinien

(Simplexe der Dimension eins) zwischen diesen Punkten.

Abb. 1

Die Anzahl der einfach berandeten Fldchen (konvexe Zellen der
Dimension zwei) stellt dann die Anzahl der Freiheiten dar. Sie
betrdgt in diesem Fall eins.
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Beispiel 2

Ein System, das aus vier Phasen und einer Komponente hesteht,

148t sich auf der Kugel in der folgenden Art abbilden:

Abb. 2

Dieser IFall ist zwar etwas auBergewthnlich, aber durchaus nicht
uninteressant. Die Kugeloberflidche ist zusammenhi&ngend und drei-
fach berandet. Nach der Gibbs'schen Phasenregel wdre die Zahl
der Freiheiten in einem derartigen System -1.

Dieses Beispiel macht es verst&ndlich, daB die Freiheit mit

der Zahl der einfach berandeten Flichen korrelliert werden muB.

Steht ein thermodynamisches System unter der Einwirkung von
magnetischen oder elektrischen Feldern, kann zwischen den inne-
ren und den - durch die Felder bedingten - duBeren Freiheiten
unterschieden werden.

Es stellt sich die Frage, ob auch solche Fdlle ihre Entspre-

chung in der Polyederformel finden ké&nnen.

Es gibt Polyeder, deren eindimensionale simpliziale Komplexe
aus zwel Komponenten bestehen. Sie entsprechen einem nichtzu-
sammenhdngenden Netzwerk; ein Tetraeder, dessen Seite eine En-

klave tré&gt, ist z.B. ein Vertreter dieser Gruppe [(Abb. 3)



-168-

Abb. 3

In diesen nichteinfachen Polyedern gibt es einfach und zwei-

fach berandete Fldchen:
F=F, +F (7)

Im Beispiel (Abb. 3) ist die Zahl der einfach berandeten Fl&d~
chen (F1) gleich vier, die Zahl der zweifach berandeten (F,)
gleich eins. Die Polyederformel lautet:

E - K + F] + F2 =2 + P2 (8)
Der Index i in Fi ist gleich der Zahl der Randkomponenten der
jeweils betrachteten Fléche.
Um die Unterscheidung der Fl&chen auch auf der Kugelober-
fldche zu treffen, wird ein Rand eingefiihrt, der als nicht be-
randete Fldche der Dimension eins begriffen wird (1FO) und fiir

den wir abkiirzend schreiben:
dimFRand = dimFr

) “ahlenbeispicl: 7-9+(4+1) = 2+1
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Beispiel 3

Das System bestehe aus drei Phasen und drei Komponenten und
kdénnte auf der Kugeloberflidche wie folgt abgebildet werden
(Abb. 5):

)

G

Abb. 5

Die zusdtzliche Einfiihrung einer Berandung 1FO’ die durch Ab-
schneiden der Kugelkappe entsteht, erzeugt hier eine zweifach
berandete Flidche. Die Anzahl der einfach berandeten Flidchen f1
betrdgt eins, die der zweifach berandeten Fldchen f2 ebenfalls
eins.

unterliegt als nicht berandete Fldche der Bedingung,

F
1"0 )

daB es keine Phase enthalten darf.+ Es ist naheliegend, die
inneren Freiheiten fi durch einfach, die Feldfreiheiten fa
durch zweifach berandete Fldchen auf der Kugeloberfldche dar-
zustellen. Die Einfiihrung einer nichtberandeten Flidche der Di-
mension eins soll dem Vorhandensein eines Feldes entsprechen,
unter dessen Einwirkung sich das System befindet. Dieses Feld

wird mit 1EO bezeichnet.

+ £ sy s P : : : s
) eine Phase wiirde einen Rand beziiglich des eindimensionalen

Simplexes darstellen.
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Die Eulersche Charakteristik &dndert sich bekanntermaBen eben-
falls, wenn ein von Null verschiedenes Geschlecht y des Poly-
eders einbezogen werden mufl.

Im Fall eines "durchbohrten" Tetraeders (Abb. 4) ist das Ge-
schlecht eins, da die groBte Anzahl von sich nicht schneiden-
den, einfach geschlossenen Kurven, die auf der Fldche gezeich-
net werden k&nnen und den Zusammenhang nicht zerstdren, gleich

eins ist.

Abb. 4

Ein von Null verschiedenes Geschlecht erfordert die weitere
Verallgemeinerung:

E-K+F =2+ F2 =: 2 (9)
Befindet sich -wie bereits erwdhnt - das thermodynamische Sy-
stem in einem &uBeren Feld (z.B. in einem elektrischen oder
magnetischen), ist zwischen den inneren Freiheiten fi und den

durch das Feld bedingten &duBeren Freiheiten fa zu unterschei-
den. Die Phasenregel erhdlt dann folgende Form:

p-k+f=24F¢F (10)
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Wird die durch den Rand herausgeschnittene Fldche (Abb. 5)
nicht betrachtet, muf dies auf der rechten Seite bei der Euler-
schen Charakteristik, z.B. durch Einfiihrung eines Randes, be-
riicksichtigt werden:

E= K+ 2F1 A 2F2 = 2 + 2F2 = 1FO (11)

Ein chemisches System mit und ohne Reaktionsgeschehen

Betrachtet wird das schon oft zitierte System Ammoniumchlorid
im Gleichgewicht mit seiner Gasphase (Abb. 6).

HC1 NH3 Gasphase

NH4C1 feste Phase

(Abb. 6)

Begreift man k als die Zahl der unabhdngigen Kompcnenten, so
ist sie bekanntlich gleich der Anzahl der Stoffe abziiglich der
Anzahl der Einschrédnkungen e:

Fiir unsere Zwecke schreiben wir die Phasenregel in folgender

Form:

p-s5+f=2-¢ (12)

Die Anzahl der Einschrdnkungen ist je nach Art des Reaktions-
geschehens unterschiedlich. Fiir den Fall eines nichtreagieren-
den Systems im Gleichgewichtszustand betrdqgt sie zwei, festge-

legt durch die Gililtigkeit des Massenwirkungsgesetzes und die
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Normierungsbedingung der Molenbriiche. Filir reagierende Systeme
entfdllt die einschrédnkende Bedingung des Massenwirkungsgeset-
zes. In solchen Fdllen vermindert sich die Zahl der Einschridn-
kungen jeweils um eins.

Wirde im o.g. Beispiel keine chemische Reaktion ablaufen,
betriige die Anzahl der Freiheiten eins, im Fall einer Reak-
tion zwei.

Diese Analogie legt es nahe anzunehmen, daB die Einschrdn-
kungen e, die durch die chemische Reaktion vorgegeben sind,
die Freiheiten in demselben MafBe vermindern, wie das Ge-
schlecht y das fiir die Eulersche Charakteristik tut.

Unter Einbeziehung des Geschlechts y lautete die einfache
Polyederformel

E-K+F =2 -2y,

so daB unter Beriicksichtigung aller bisher genannten Gr&Ben
sich folgende Form ergibt:

E-K+F =2 + 2F2 = 58 = 2 (13)
wdhrend die Gibbs'sche Phasenregel die analoge Gestalt an-

nimmt:
P B & B A E o= gl - e (14)

Das Geschlecht y ist stets ganzzahlig: vy =0, 1, 2, 3, ... ,

aber es muB nicht immer als geradzahliges Vielfaches in die
Charakteristik eingehen. Fiir geradzahlige Vielfache von ¥y
schreiben wir vereinfachend: g = g(y) und fiir ungeradzahlige

Vielfache: u = ul(y).

g = g(y) tritt nur bei zweiseitig geschlossenen Flidchen auf.
Eine zweiseitige Fl&che ist dadurch gekennzeichnet, daB sich
die Orientierung eines Kreises nicht dndert, wenn man ihn ent-
lang einer Jordankurve der Linge 27 auf dieser Fldche ver-

schiebt. Beispiele fiir zweiseitige Fldchen sind das Hiickel-
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band, die Kugeloberfldche und der Torus (Abb. 7).

s@le

(Rbb. 7)

Iweiseitige Fldchen sind demnach orientierbare Fldchen. -

Kommt das in der o.g. Weise verschobene Bild des orientierten
Kreises nach 2m mit umgekehrter Orientierung am Ausgangspunkt
an, ist die Fl&che nicht orientierbar. Bel einseitig geschlos-
senen Fldchen gilt fiir das Geschlecht stets u = u(y). Beispiele
fiir einseitige Fl&dchen sind das M&biusband, die Kugel mit
Kreuzhaube und die Kleinsche Flasche. (Abb. 8)

s} Shine

et

(Abb. 8)

Bei Bdndern ist eine Unterscheidung von Orientierbarkeit und
Nichtorientierbarkeit iiber die Anzahl der Verdrillungen méglch.
Ist die Anzahl der Verdrillungen gerade, handelt es sich um
eine orientierbare Fldche, bei einer ungeraden Anzahl von Ver-

drillungen um eine nichtorientierbare Fldche.
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Wenn die Anzahl der Einschrédnkungen e eines thermodynamischen
Systems gerade ist, sollte das physikalische Geschehen auf ei-
ner zweiseitig geschlossenen (orientierbaren) Flidche darge-
stellt werden k®énnen. Ist e ungerade, miiBte das Geschehen auf
eine einseitig geschlossene (nichtorientierbare) Flédche proji-
ziert werden.

Eine gerade (ungerade) Anzahl von Verdrillungen entspricht
demnach eine gerade (ungerade) Anzahl von Einschrinkungen. Da
man die Felder als Beschrdnkungen des Systems begreifen kann,
lassen sich die durch das Reaktionssystem bedingten Einschrdn-
kungen liber das Geschlecht orientierbarer (zweiseitiger) oder
nichtorientierbarer (einseitiger) Fldchen erfassen.

Einseitige Fldchen mit u = u(y) geniigen der Nichtgleichge-
wichtsbedingung, da fiir sie im feldfreien Raum die Anzahl der
Einschrankungen ungerade ist. Zweiseitige Fl&chen hingegen
dienen zur Charakterisierung von Gleichgewichtsreaktionen bzw.

von Reaktionen unter der Einwirkung eines &duBeren Feldes.

SchluBbetrachtung

Es bleibt festzustelllen, daB die dargestellte Analogie zu-
treffend ist, wenn die Phasen als Punkte, die Stoffe als Kan-
ten und die Freiheiten als Flidchen dargestellt werden.

Man kann die Phasen durchaus als einelementige Mengen be-
greifen, zumal sie - wie beim Landkartenproblem - auf einen
Punkt zusammengezogen werden kdnnen. Aus der o.g. Darstellung
ergibt sich dann, daB ein Stoff als zweielementige Menge be-
griffen werden muB, wobei die Elemente dieser Menge Phasen
sind. Das bedeutet, daB ein Stoff die Vermittlung, die Relati-
on zweier Phasen darstellt.

Es hat den Anschein, als miiBte die bisherige Definition der
Phasen neu iiberdacht werden. Moglicherweise wird man dann auch
zu einer neuen Formulierung des Begriffes "Stoff" kommen k&n-
nen.

Weiterhin ist es eine Uberlegung wert, ob die Phasenregel
auch auf niedriger dimensionierte R&ume anwendbar ist. Die Euler-
sche Charakteristik ist ja bekanntlich auch fiir den zweidimen-

sionalen Raum definiert. Und es spricht eigentlich kein logi-
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sches Argument dagegen, eine dhnlich vollstdndige Analogie zwi-
schen Phasenregel und Polyederformel auch fiir den zwei- oder
gar den eindimensionalen Raum zu entwickeln. Fir Fragen der
Oberfldchenchemie als auch fiir Fargen eindimensional verkniipf-

ter Metall-Metallverbindungen diirfte dies von Interesse sein.
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