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Zusammenfassung: In dieser Arbeit wird eine Methode zur
direkten Berechnung der Koeffizienten
einer abzahlenden Potenzreihe vorgestellt,
die aus dem Zykelindex einer Permutations-
gruppe durch "Pbélya-Einsetzung" eines
speziellen Gewichtspolynoms entstanden ist.

1. Einleitung:
Die Polya-Theorie befaft sich mit der Abzahlung endlicher

Strukturen unter einer Symmetriegruppe P, wobei P als
Permutationsgruppe aufgefaft werden kann. Die Anzahl der
unter P dquivalenten Strukturen, die eine vorgegebene
Eigenschaft erfiillen, erhalten wir als Koeffizient einer
abzéhlenden Reihe. Im allgemeinen ist diese Reihe aus

dem Zykelindex von P durch "Polya-Einsetzung" eines Ge-
wichtspolynoms entstanden (vgl. 1). Ein Beispiel hierfiir
ist die Abz@hlung der Isomorphietypen endlicher Graphen
(ohne Schleifen und ohne Mehrfachkanten) mit n Knoten und
p Kanten. In Ubereinstimmung mit den Bezeichnungen in den
ArbeitennZ, 3, 4 erhalten wir diese Anzahl als Koeffizient

P \2/-P
von X X, in
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n
: < a, (m)
zyk(s{?! | xqexp) = 0 B Gk '
ﬂESézl k=1

Hierbei ist ak(nJ die Anzahl der Zyklen von n der Lange k,

n
(2 (m
zyk(sl?h) = 1w n) szk "

nt
rESrll‘?! k=1

der Zykelindex von 5#21 und x,+X, das Gewichtspolynom.

Diese Methode hat zwei Nachteile:

1. Fir interessante Probleme scheitert diese Methode meist
an der Komplexitdt der gestellten Aufgaben. Selbst fur
Datenverarbeitungsanlagen mit hoher Rechenkapazitdt ist
die Berechnung von Zyk(SJl2l | x4+4x,), etwa flir n>10,

senr aufwendig.

2. Interessiert man sich nur fiir wenige Koeffizienten der
abzédhlenden Reihe, so muR im allgemeinen der gesamte
Zykelindex bekannt sein und die "Pslya—Einsetzung" durch-
gefuhrt werden.

Es entsteht deshalb der Wunsch nach einer direkten Be-
rechnungsmethode fiur die Koeffizienten einer abzéhlenden
Reihe, die durch "Pdlya-Einsetzung" aus dem Zykelindex
einer Permutationsgruppe entstanden ist.

Wir wollen in dieser Arbeit flr einen wichtigen Spezial-
fall eine direkte Berechnungsmethode angeben. Es wird sich
zeigen, dapR dies zu interessanten Konsequenzen in der
Graphentheorie, der Theorie der 0O-1-Matrizen, der Theorie
der Booleschen Funktionen und der Darstellungstheorie
Symmetrischer Gruppen fihrt.
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2. Eine direkte Berechnungsmethode:
Wir betrachten eine endliche Gruppe G, zwei endliche Mengen

Mund N mit |M| = 2 und |[N| = n und eine Permutations-
darstellung a: G = Sy. Wir kénnen annehmen, dap
M := 2 := [1,2}. Die Permutationsdarstellung a induziert

eine Permutationsdarstellung 4@ auf gy = {f | £: N =2},
némlich

f
-1
f: Ga4S5S y:gh (f-a(g ))
' 2N fep

L=

Fir ein peN sei Ty, fge2 | lf-1[!1}]] = pl.

Wir wollen jetzt direkt die Anzahl der Bahnen von ¥° be-
rechnen, die in T_ enthalten sind. Nach dem Lemma von
Burnside genligt dazu die Kenntnis des Charakters der
Permutationsdarstellung
4 (£ oe

: G=*5, :gp |fralg )
Tp Tp =
Zur Information sei daran erinnert, dap diese Anzahl nach
dem klassischen Satz von Pélya der Koeffizient des Monoms
x?xg_p in

n a, (m)
zyk(alG] | x44x,) := T6T E I (xf + xg) kT

ist.

Die Menge gﬂ 18t gerade die Menge der Indikatorfunktionen
der Teilmengen von N. 'AEEN heift Indikatorfunktion von
AcN, falls fur alle yeN gilt: (\IIA(y) =1 &> yeh).

Aus diesem Grunde konnen wir Tp mit PP(N) := fAcN | |A] = p}
identifizieren. Es ist jetzt leicht einzusehen, dap die
Permutationsdarstellungen

e ( L i
! G=+5S, :gkPh fra(g™ ')
P fe'l‘p

und
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=]

)
6;: G~ Spp s gk (u(s)[AJ "

Gquivalent sind. Diese entscheidende Tatsache fuhrt uns
zu unserem ersten Satz. Vorher fiihren wir noch ein
Bezeichnung ein:

(rHp : & r = (r1, ogise ,rp)eNP und ? ir, = p).

Satz 1:
Flir alle geG gilt:
(ak(c(g)))
)

(a,(yp(e)) = D Ty

rHp k=1
Beweis:
Fiur alle geG und AeP_(N) gilt:
(o{g)[A] = A <> A ist Vereinigung von Zyklen der
Permutation o(g)).
qed.

Bekanntlich gilt fir alle geG und ke{1, ... ,n}:
a,(a(g")) = a,((o(g)®) = I, tay(ete))

(vgl. 2 (5.4; 5.5)). Mit Hilfe der Mobiusinversion auf
dem Teilerverband folgt:

a (a(g)) = -%- ffk u(%)a1(u(g1))-

Vergleichen wir das letzte Ergebnis mit Satz 1, dann kénnen
wir die gewiinschte Anzahl der Bahnen von y° direkt berechnen,
vorausgesetzt, wir kennen den Permutationscharakter von ¢

und flir jedes geG und ie{1, ... ,P} die Konjugiertenklasse
von g-.
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Satz 2:
Die Anzahl der Bahnen von 7; ist

1 K i
= (e(g™))
1 o| ¥ ik Py Feguntt
T B B s Tk

2eG I'Hlp k=1

Dies ist gerade die Vielfachheit der Einsdarstellung EG von
G in y%, also (7;,EG), (vgl. 9 (Satz 5.10)). Fur die
praktische Berechnung genigt es, uUber ein Reprasentanten-
system der KonJjugiertenklassen von G zu summieren und den
Summanden mit der entsprechenden Ordnung der Konjugierten-
klasse zu multiplizieren.

Wir erhalten als Folgerung:

n
zyk(e[G] | x4+x,) = T (1B,EG)x%xg'p
p=0 P

Das Polynom Zyk(a[G] | x4+x,) ist ein symmetrisches
Polynom in ©[x,,x,] (vgl. 3 (4.5)). Deshalb gilt fir alle
peio, ... ,nl: ((7;,EG) = (7g_p,EG)). Wir brauchen also
nur fir g > p = 0 die Vielfachheiten (7;,EG) zu berechnen.

Da n = |N|, konnen wir nach geeigneter Numerierung der
Elemente in N die Gruppe o[G] als Untergruppe der S,
auffassen, der Symmetrischen Gruppe auf {1, ... ,n}.

Satz 3:

Die Anzahl der Doppelnebenklassen (Sn_pxsp)w(u[G]J in 8,
ist (7S,EG) .

Beweils:

(vgl. 4 (Kapitel 3))

Wir wollen jetzt untersuchen, welche Folgerungen sich
hieraus fur die Darstellungstheorie der Symmetrischen
Gruppen ergeben.
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Eine Partition von n aus h Teilen ist bekanntlich eine
monoton fallende Folge g := (Bqy -+ »By) naturlicher
Zahlen mit I g; = n. Wir schreiben dafiir kurz g + n.
Fiir p + n sei [p] die zu dem Young-Diagramm

B4 Kdstchen

Kédstchen

o

A

Kastchen

Bn

gehorige irreduzible Darstellung der 5, (vgl. 6 (4.6)).

Fir eineUntergruppe P < S sei EP?S, die von der Eins-
darstellung von P in die Sn induzierte Darstellung.

Satz 4:
(1) Ist 0 <p < g, so gilt:
((E(elGD)?s,,[(n-p,p)]) = (¥3,EG) - (73_1.EGJ)
(2) ((E(elcD)Ps,,[(n)]) = (98,EG) = 1)
Beweis:
Der Beweis zu (2) ist trivial.
Im anderen Fall gilt nach einem Satz von Littlewood:
Die Anzahl der Doppelnebenklassen (Sn*pxsp)n(n[G]) der S,
ist:

ﬁfn (E(8,_pxs,)5,, [8])(E(alG DS, [8]) , (ve1. 5 (7.4)).
Nach einem Ergebnis von Liebler und Vitale (vgl. 6 (Lemma 2))
folgt:

p
E(s, s )s, = 2 [la-psi,p-1)].

Mit Satz 3 erhalten wir dann die Behauptung. ged.
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Der letzte Satz hat eine fiir die Anwendungen interessante
Konsequenz.

Satz 5
Fiir alle p mit 1 < p < 3 gilt:

((yp_1/EG) = (7;.EG))

An dieser Stelle sollte erwahnt werden, dap die Sétze
3, 4, 5 in wesentlich allgemeinerer Form gelten. Man
benotigt aber dann Kenntnisse liber den Diagrammverband
(vgl. 7) und die Littlewood-Richardson-Regel

(vgl. 6 (4.51)).

3. Anwendungen:

Flir neN setzen wir zur Abkiirzung n := {1, ... ,n}.

Beispiel 1: (Graphentheorie)

Py(n) := {Acn | |A] = 2}
22 := { (y9,¥2) | Yq:¥5 € n}
as = 1 (y9,¥p) | ¥9,¥p = 0 und fiir 145: (v;4y4) )

Wir betrachten die Permutationsdarstellungen
(k)

L Sn - sz(ﬂ) : mb nfA]

(Die Darstellung der Sn auf den Paarmengen von n)

- 4 (1,3)
At 8y » 5 5 H ((n(i).ﬂ(d)ﬁ

(Das innere Tensorprodukt der naturlichen Darstellung der
Sn mit sich selbst)

( (1,9) )
of By Pz  E R (r(i),n(3))
(Die Darstellung der S, auf den injektiven 2-Tupeln von n)

Es ist klar, dap wir fur ein geeignetes teN die Mengen

P,(n), 22, g$2> durch P.(n), g?, g<t> ersetzen kénnen.
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Fur die Permutationscharakteren an der Stelle ﬂEsn gilt:

a,(a(m) = 5 (ay;(m? - a,(m) + ay(m
a,(A(m) = a;(m?
a,(o(m) = a,(m? - a,(m

Flir ein geeignetes peN ist die Anzahl der Bahnen von

7;, ,; und 7; die Anzahl der Isomorphietypen von Graphen
(ohne Schleifen und ohne Mehrfachkanten), von gerichteten
Graphen (mit Schleifen aber ohne Mehrfachkanten) und

von gerichteten Graphen (ohne Schleifen und ohne Mehr-
fachkanten) mit n Knoten und p Kanten.

Wir haben damit flir das am Anfang erwahnte Beispiel eine
direkte Berechnungsmethode gefunden.

Die Monotoniebedingung im Satz 5 sagt nun aus, dap fir
1< pig %(g) die Anzahl der Isomorphietypen von Graphen
(ohne Schleifen und ohne Mehrfachkanten) mit p Kanten
und n Knoten groper oder gleich der Anzahl der Iso-
morphietypen von Graphen mit p-1 Kanten und n Knoten ist.
Entsprechende Aussagen gelten fir die Isomorphietypen
gerichteter Graphen.

Beispiel 2: (0O-1-Matrizen)
mxn := | (i,J) 1 iem, Jjen l

-

( iay )
or SxS, = smxg : (me) p L(m{1),p(3))

(Das dupere direkte Tensorprodukt der natiirlichen Dar-
stellungen der S und der Sm)

Fiir den Permutationscharakter an der Stelle (w,p)eSmxSn
gilt: (a (e((mp))) = ay(ma (p)).

Die Menge 2%*2 kdnnen wir mit der Menge der mxn 0-1-
Matrizen identifizieren. Die Permutationsdarstellung y®
liefert die iibliche Kquivalenzrelation auf der Menge
der mxn O-1-Matrizen:
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Zwei mxn O-1-Matrizen A, B heipen dquivalent, falls
Permutationsmatrizen Q, P existieren mit AQ = PB.

Wir erhalten: Fur ein geeignetes peN ist die Anzahl der
Kquivalenzklassen von mxn 0-1-Matrizen mit p Einsen die
Anzahl der Bahnen von 75'

Beispiel 3: (Boolesche Funktionen)
In diesem Beispiel identifizieren wir g& mit der

Menge | (m1, - 'wn) | w1910-1'!-
Fir H < 8 definieren wir die Permutationsdarstellung

v
: (f5m) P (¢) mit
o(i) := £(1)y(x (1)) fiir ien

'Y Sle - 52n

(Zu Kranzprodukten vgl. 5,6)

Fur alle (f;n)eSélﬂ gilt:
c(m)
(aq(e((£f5m)) = . a,(g;(£3m))

Hierbei ist c(w) die Anzahl der Zyklen von 1 und
gi(f;w)esz das Zyklenprodukt vom i-ten Zyklus von m
bzgl. £ (vgl. 5 (1.8; 2.6))

n
Die Indikatorfunktionen g(g') konnen wir als Boolesche
Funktionen (Schaltfunktionen) mit n Eingdngen interpre-
tieren.

Wir erhalten: Flir ein geeignetes pen ist die Anzahl der
Isomorphieklassen Boolescher Funktionen unter der
Symmetriegruppe Sle mit n Eingéngen und p von 0 ver-
schiedenen Ausgangswerten die Anzahl der Bahnen von 7;.

Im allgemeinen betrachtet man die Symmetriegruppen
S8, (5,: Symmetrische Gruppe vom Grad n),

SélAn (An: Alternierende Gruppe vom Grad n) oder
S;1C, (C,: Zyklische Gruppe vom Grad n)
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In jedem Fall gilt die Monotoniebedingung von Satz 5.

Bisher waren nur schwer zugdngliche abzéhlende Potenz-
reihen flr die Losung der obigen Probleme bekannt
(vgl. 10 (8. 109 £f))

Beispiel &:

Fir H < S, sei a: H = Sn : v P g die natiirliche
Einbettung. Die Indikatorfunktionen 22 konnen wir als
Fiarbungen mit 2 Farben auf einer Struktur mit n Punkten
und Symmetriegruppe H auffassen. Die Anzahl der unter H
verschiedenen Farbungen mit p Farben der einen, n-p
Farben der anderen Sorte, ist nach Satz 1:

ak(ﬂ)
oz e 5

mw=H rap k=1

Eine gruppentheoretische Interpretation:
Mit der Monotoniebedingung aus Satz 5 erhalten wir fur
den Spezialfall H = {1g | und fiir alle t mit
n
0 <t s % die Folge: () = ame 28 o

Dies zeigt weiter, dap wir die Untergruppen H der Sn nach
den aufsteigenden Folgen

(TglEH) < ... = (y§.EH)
klassifizieren konnen.
Fir alle i={0, ... ,n} und H £ 5, gilt ferner:
o n, _ (n
12 (v5.ED 2(0) = (5.0
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