
���������	 ��
 ���������

� ������ ��
 �
��

�������
����� �� ��� ������ ��
��

������ ���	
	���a,∗� ��

�� �����b� ����
 ���������c

��� ��

��	 ������	d

a ������ ��� 	
��
���� 	
��
���� ������
b ����� ��� ����
�� �����
���� 
� ����
��
 ����
� ����
��� �
� ��

c ����
�!��� 
� 	��"�!���#�� �����
���� 
� ������ ������ �

����
d ����
�� �����
���� 
� ����
��
 ����
� ����
��� �
� ��

��������� ��	
��� 
� �����

��������

�� ���� ���	
� �	 �
	�	�� �� 	
�	 ��
 �	
�	� 
	����������� �� ��	 ��	�	
 ��
	�

�W � ���� �� 
	���	
 �� ��	 ����	�� �� �	��		��	�� �	��
����� ��	
 �� ������ �	���
��

���
�	�� ���	 ��������� �	���
� �� ������	 W ����
 	����� �	 
	
��	
 �
�� ����

��
�������� ��
 ���	� ����
����� ��� �	 
	��	
 �� ���� �	���  ����	
 �	
�	�


	����������� �� W �� ��	 �
����������� �� �
���������� ��
 �	��
����� �
	 ����

�	
�	� 
	������������ �� W �� �		�� ���� ��	� �
	 
	�
	�	�� �������	 ����	����

���	�	
 ��	 ����
	 �� ���� 
	������ �� ��� ������ �� ��	�
� ���	 �
��	
��	� ������	


���� ��	  ���!
����" ������
	 �� �	��		��	��� �	��
����� ��
 ��	�
 
	������ ��

�
���������� �
	 �
	�	��	
 ��
 �
��	
�

� �������	�
��

�� ���� ���� �� ������ ��
�
��� 	�� �
 �
 �!""�� ������ ����#� W � $�� ������ ����#

�� ���	!��"% 
�� 
& 	�� '
�	 �	(���� �� '!	��'!	��!" ���'��	�% !�� )�!�� 	��
�%� �� �	�


��)��!" �����
�� W  !� 
�"% ��*��� &
� 	���� T = (V,E) !� &
""
 �+

∑
(i,j)∈E

ni · nj ���

 ���� ni �� 	�� �('��� 
& ���	���� 	�!	 !�� �"
��� 	
 i 	�!� j !�� ���� ����!�

∗���������	
�
����
�������

MATCH 

Communications in Mathematical 

and in Computer Chemistry 

MATCH Commun. Math. Comput. Chem. 68 (2012) 293-302  

                          
                                          ISSN 0340 - 6253  

 



�� �� ���� G = (V,E) � 	
��
� ��������� ����� �� ����� n = |V | ��� 	
�� m = |E|�

� ��
�� dij 
	 ��� �
	����� ������� ����
��	 i ��� j ������� �� ����	 
� � 	�����	� ����

������� i ��� j��

W =
n∑

i=1

i∑
j=1

dij. ���

�	 	���		�� �� ������
� ��� ������ �� � ���� ���
�
�� �!���
�� " �� � ������
 ������

��� ���	 � ��
�� W ∗ ���� ��� ��� 
����� ���� W # $���
�
��	 �� ���� W ∗ = W ��� �%��	��


� �� # &�� 
���% W ∗ ��	 
���� ��

�� '����� 
���% �Sz� ��� ��	 �
	� ���� �
��
� 	���
��#

�� 	�����	� ����	 ������� ��
�	 �� ����
��	 ��� ��
!��� Sz = W ��� ������
�� W ���
�

�� ���
���� �� �������	
�
�� �� W �� ����	# �� 
� 
	 ��� ��� ��	�� ����	
�� ��� �� ���

	�����	� ����	 �� ������ �


 ����
�� � ��� �� ������� W # &�
	 �������� 
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�
�
�

�	�� 
� ��� ���	 �������	
�
��	 �� W # �� ��� ���	��� ������ �� ��� ��� 
�����	��� 
�

(��
�� � ��� �� ������� W ��� �� �����	� �� 	���� � �������	
�
�� �� W �	 � ��� ��

��(�� ��
��	 �		��
���� �� ����
��	 �� ����	# )�� 	��� � 	����� ��� �����
���
�� �� ����

���� �� �����% ��	� �� ��
!�� ��� ��

 ��(���# �� � ����
���
� �
*����� (�
�� )������

�+ �����	�� ��� ������� �� ���������		 �	 �� ���
���
�� �� ��� ������

�� ��� 	����
��

	��
�
 ������,	# �� ��� ��
�
��
 ��(�
�
��� ���������		 ������

�� �� � �����% v 
	 ��(���

�� ��� ������


	�
� ������ �� 	�����	� ����	 ������� ��
�	 �� ����
��	 ���� �	�	 �����% v#

�� ��� ���	��� ������ �� �	� � 	

���
� �
*����� ��� �� 
��, �� ���������		 
� ��� 	��	�

���� 
� 
	 (�	� ��(��� ��� ����	 ��� 
���� �%������ �� ����
��	 �� 	�����
��# -��� ����

(i, j) ∈ E 
	 ���	 �		��
���� ��� ������


	�
� ������ �� 	�����	� ����	 bij 
� ��
�� 
� 
	


���
��� �	 ��

��	.

bij =
∑

k,l∈V,k<l

sklij
skl

∀(i, j) ∈ E. �+�

/���� sklij 
	 ��� ������ �� 	�����	� ����	 ������� ����
��	 k ��� l �k < l� ���� �	�	

��� ���� (i, j) ��� skl 
	 ��� ����
 ������ �� 	�����	� ����	 ������� k ��� l# )��� ��
	

��(�
�
��� � ������

�� ���	��� ��� ����
��	 ��� �� ��(��� �	 ��

��	.

C∗
i =

∑
j∈V,(i,j)∈E

bij ∀i ∈ V. �0�

&�
	 ���	��� 
	 ���� �
�	�� ��� �
*����� �� )������1	 ���������		 ������

�� Ci#

2���
�� �� ���� C∗
i = 2Ci + n − 1# �
��� ��� ��
��
�� ������� ���	� ��� !����
�
�	�

C∗
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	 ��

�� ��3�	��� ���������		 ������

��#

�� ����	 ��� ���� ��� 	�����
�� �� bij ���� �

 ����	 �� ��� ����� �!��
	 2W � �	 ��



�	 ��� 	�����
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W �� ����� ��� 	�
��
��� ������
 ���� ����� ��� �� ��
������ � �� 	�
��
�� �� ���

�
���������� Ti ���
� �� ������ �� ������� ����

Ti =
∑
j∈V

dij. �� 

!� ���� ����
" �� �
����� �� ��#�� ��� ���� ��� 	�
��$ ��
���������� �� ��� �����


����$" ��� �������� ���� �
���
���� �� ��� �� ��#�� ���� �
 	�
��$ 	��#���

� ���� �����	�
����
 �� W

%��
� �
� 	�
��#� ���� �� ������ ������� �� ����� �� � �
��� �� ���� ���� �#� #� �� W �

!� �
��
 �� ���� �����" �� �#�� 
����
� ���� 
#���� %�� �
�� �� ���� ��
 � ��	�� ���
 ��

	�
��
�� ij" ��� �#� �� ��� ������� �� ����� �� ���
���� ����� ������� i ��� j �#�� #� ��

��� ������
� ������� i ��� j� � ��� �� ��#� �� 
����� 
������� ��� ���
���� ���� ���

������ �� � ������ �� &� %��� ��� ��	��	�� � 
����� 
���
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������� �� ��������� �� �'#�� ������ �� ��
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���� ����
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������
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������
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� � �
�����

!� ���� ��
����" �� 
������
 ��
������� �� ��� �
��� G = (V,E) ���� GA = (VA, EA)

��� GB = (VB, EB) �#
� ���� GA ��� GB �
� 
����
���� �� ������ CAB ��� 
�
�
��

E\(EA ∪ EB)�

�������� � ��� GA� GB �� � ����	�	
� 
� � 
���� G ��� ���
�� �� CAB ��� ��� 
� ��
��

������� ����	��� 
� GA ��� GB� ∑
e∈CAB

be ≥ |VA| · |VB| �( 

��� ��� 	������	�� 	� ���	�� 	� ��� 
��� 	� ����� 	� �� ����� � ��	� 
� ����	��� 
� GA �
�

GB� ���	�
 � ��
����� ���� 

	�
 ���� � ������ 
� GB �
� GA �������	������ �� ��� �����	��
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��� �����	�� 
��� ���
 � �	��	� a ∈ VA ��� � �	��	� b ∈ VB �������� �� �	��� �� 	��	 ��

CAB� �� ������� �

	����	�� ���� ��	 ��
�	� �� �����	�� 
���� �������� CAB �� �� �	���

|VA| · |VB|�

����	 
 ��� VA, VB �� � �������	
 	� ��� 
������� V 	� G �
� CAB ��� �	�����	
��
�

�	������ �� ��
� ∑
e∈CAB

be = |VA| · |VB| ���

�� �
� 	
�� �� �	� �
� ���� 	� 
������� a1 �
� a2 	� VA �
� b1� b2 	� VB ���� ���� a1 ��

������
� �	 b1 �
� a2 �	 b2� �
�
������� b1 = b2� ��� �����
��� da ������
 a1 �
� a2 �
� db

������
 b1 �
� b2 ���� 
	� ����� �� �	�� ���
 �� �
 ���� ����� �� ��� ���� CAB �� � 
����

����

������

�	 ���� ���	 ���� ��	 	������� ���
 	������� � ���� ���� �� �� �����	�� 
��� ���������� ��

	��	 �� CAB ����  ��� ��� �	����	� ���
 ��	 ��
	 ������
� �	����	 bij �� ��	 ��

�����

�� ��� �	�����	 �	�
� ��� ������ �	 ���	� ���� |VA| · |VB| �	����	 ���� ����	 �� ���� ��

��	 ��
�	� �� �����	�� 
���� ���
 �	����	� �� GA �� �	����	� �� GB ����� !�

��	 ��� ��

������������� ���� da ≥ db+2" ��	� ��	 
��� ��

��	� �� ��	 	��	 (a1, b1) ������	� �� ��	

�����	�� 
��� pb �	��		� b1 ��� b2 ��� (b2, a2) ���� ���	 ��	 �	���� 1+db+1 = db+2 ≤ da"

�� ����� ���	 ��	 ��� CAB �������� ��
	 �����	�� 
���� �	��		� �	����	� �� VA�

������	�
 
 �	� �
� ���� (i, j) ∈ CAB� 
	 
����� 	� VA �� ��	��� �	 j ���
 i �
� 
���


�����

������	�
 � �� |CAB| �� � 
���� ���� ��� �������� GA  GB! �
����� �� VA  VB! �� �	
"


������

�	 ���	 ���� � 
�������� �� ��	 	��	� �� G �� ����� ������	� ���� 
�����	 ��	 ���

��������� 
	���� �� ��

��	 W ��� �	�#	����� $�" %" &" '() ��� ���	� �����	� �� ���
��

$''" '*)�
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��� ������ 	
�� �
������ ������ ��� bij

������� � ��� bmax = max(ij)∈E bij �� ��� ���	�
� ���������

 
� G� ���� �� ����

1 ≤ bmax ≤
⌊
n2

4

⌋
. ���

��� �
��� �
��� �
 ��	�� �� ��� 
��� �� G �
 � �
������ 	���� ��� ��� ����� �
��� �
 ��	��

�� ��� 
��� �
 G �
 �
��

�� 
� ��
 
��	����
 GA ��� GB 
� ��
������� 
���� a ��� b 
���

���� a = �n
2
� ��� b = 	n

2

� �
���� �� � 
��	�� ��	��

����	


��� ��		
 
	� ��� �	
�� �	��� �� 	���	�� �� ��� �	������ ����� �� ��� 	��� ����� 
	�


���� ��� ����� ���� ���
������� 1� 
���� �� ��� ������� ����� �	������ 
	� ���
��������

��� ����� 
���� ��� �� ����� �
	 �	� �������� �������� i ��� j ��� ������ bmax �������

��� ��	����� ���� ���
��� i ��� j 
��� �������� ���
������� 	
 �	�� ������ ��� ��		
 
	�

��� ����� �	��� �� ��� 
	��	
���� �	� � ����� ���� (i, j)� ��� Vi �� ��� ��� 	
 �������� ��	���

�	 i ���� j ��� Vj ��� ��� 	
 ����� ��	��� �	 j�  
 � �����! �� �� �"��� �������� 
�	� i ���

j� �� ��� ����	��� �� �������� �	 Vi 	� Vj� #�� Cij �� ��� ��� 	
 ����� ���
��� ��������

	
 Vi ��� Vj�

$� �	�	����� %� ��� ��������� ������� �� Vi ��� Vj ��� �	�� �	�������� ���� �� ��

�	������ �	 ���	�� ��� ����� 	
 Cij �!���� (i, j)�  � ���� ���� bij �� ��������� �	 |Vi| × |Vj|�
 
 
� ��� a = |Vi|� 
� ���� bij = a× (n− a) ���� �� ��!���&�� 
	� a = �n

2
�� �

�� �"�������� 
	����� 
	� ��� ����� �	��� �	��� �� 
	��� �� '()* ��� �	 
	���� ��		



�� ��	������

������� � ��� bmin = min(i,j)∈E bij �� ��� 
�����
� ���������

 
� G, ���� �� ����

1 ≤ bmin ≤
⌊
n2/4

⌋
.

��� �
��� �
��� �
 ������� �
� ��� ��	� 
� ��� �
������ 	���� ��� ����� �
��� �
 �������

�
� ��� ��	� 
� ��� ������

����	


��� �	
�� �	��� �� 	���	��� #�� �� ��	�� ��� ����� �	���� +���	�� �	 ��� �	�������

#�� G �� � ����� ���� ���� bmin = bmin (G) > �n2/4��  
 G ��� � ������� �����!� ����

bmin = n − 1 ��� ��� ����� �	��� ����� n − 1 ≤ n2/4 ��� n − 1 �� �� �������� ,����� ���

�� ����	�� ���� G ��� �	 ������� ��������� #�� �� ����������� �
	 ������
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�� G �� ������	�
	�� �
	�� 
����������� �� 	��
 �	�
	� �� �
 ���
 �n2/4� �� �
�
	�
�� ��	���� ���� ��� 

	 ����	� �� 	��	� �� ����	� 

�� ����	� �� �	�
��	�� 
	��	

bmin ≤ �n2/4��

�� G �� ��
 ������	�
	��

��
	 

�
 

	�	 ��	 �
 �	��
 
 � ������	�
	� ���!��	�
� "������# 

�
 ��	 �����	�



� ��	 ��
 �	�
	�� $	
 �� �	��
	 

	� �� V1 ��� V2 ��� ����	�!������ ��
 �	�
��	�

�� c1 ��� c2� $	
 vi �	 

	 �	�
	� �� Vi �� 

	 ��	�
	�
 ���
���	 ���� ci ��� (vi, wi)

�� 	��	 �� Vi �����	�
 
� vi, i = 1, 2. %��

	�� �	
 �� �	��
	 �� x1 ��� x2 ���������
�	�

�� 

	�	 ������  
	�	 ��
 �	�
��	� ��	 ��
 
��	� ��
� 

	 ������	��
���� &
 
���� 

�


bviwi
≤ (n− xi − 1) +

(
xi

2

)
,

 
	�	 

	 '��
 �����	
 ����	�!���� 
� 

	 �
��
	�
 !�

 ����	�
��� �	�
	� vi  �



���	 �	�
	� ��
���	 Vi\ {ci} ��� 

	 �������� ��	(��	�
 ����	�!���� 
� 

	 �
��
	�

!�

� ����	�
��� �	�
��	�  �

�� Vi\ {ci}� &
 
����

(n− xi − 1) +

(
xi

2

)
≥ n2 − 1

4
.

&
 ��!��	� 

�


xi ≥
1

2

(
3 +

√
15− 8n+ 2n2

)
≥ 1

2

(
3 +

√
2 (n− 2)

)
≥

√
2

2
n,

��
 

	� x1 + x2 > n  
��
 �� � ���
�����
���� �

� �������	�
 ��� ����
�	

	��� ������ �������
	�	��


�� �

)� �
�
	� �	���	� 

	 ��*��
	� �	
 		��	�� �	�
����
� C∗
i �� � �	�
	� i �� �	'�	� �� ����� �+

C∗
i =

∑
j/(i,j)∈E

bij, ",#

��� 

	 
����������� Ti �� ����� �+

Ti =
∑
j∈V

dij, "�-#

 
	�	 dij �� 

	 ���
���	 �	
 		� �	�
	� i ��� j� &�  	 
��	∑
i∈V

C∗
i =

∑
i∈V

Ti = 2W, "��#

��

 .���
�
�	� 
��	 ��/	�	�
 �	
�������
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Ti Ci

E

F

B C D E FA

G

I

H

(8,25)

(8,33) (22,26) (32,21) (38,18) (40,17) (44,18) (8,25)

(8,25)

(Centrality,Transmission)

Cmax = maxi∈V Ci G

n

n− 1 ≤ Cmax ≤ (n− 1)2.

Ci n − 1
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������� � ��� Cmin = mini∈V Ci ������ ��� �	�	�
� �����
�	�� �� 
 ��
�� G �� �����

n� ���� �� �
��

n− 1 ≤ Cmin ≤

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

n2

4
n �����

n2 − 1

4
n ����

��� ����� ��
�� 	� ��
���� �� ����	��� ����� ��	������ 
�� 
�� 
��
���� 
�� ��� 
����

��
�� 	� ��
���� �� 
�� ������ 	� 
 ������

����	


��� ����� �� ��� 	�
�� ���
� �� ������ ����	� �� ���� ������ �� �
��	��� �
 �� 	���� n− 1

�������� ������ ����� ���� �� �� ����� ��������� �� ����� ��� ����� ���
�� 
� 
�		 ��
�����

�
� ������

�� G �� ����

����� 
��� ������� �� ��� ���������

�
 ���� ����� ��� ���
�������
 �� ���� ������ �� �� ���� �n2

4
� �� ������ �� �	��
��

��� �������� ���� ���
� �� ������� �� �
� �
	� �� G �� � ���	�� !��� ���� ��	����
�


� ������ ����

T̄i = C̄i =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

n2

4
n ���
"

n2 − 1

4
n ����

�
 ��� ���� �� � ���	�� Ci = �n2

4
� ∀i� ���� ��� ������� �� ���� ��� ����

����� #�����

�
� ��� ���
� �� ��#�� ��� ���	���

$� G �� 
�� ����

������

%�� G �� � #���� 
��� n ≥ 5 �������� �
� �� 	���� �
� ��� ������� ���
�

Cmin ≤
{

n2

4
n ���
"

n2−1
4

n ����

&������ �� ��� ��
������ %�� G �� � ���� #����� �� G ��� � ��
��
� ������� ���


Cmin = n − 1 �
� ��� �	��� ��	��� '�
��� 	�� �� ������� ���� G ��� 
� ��
��
�

��������� (��� ���� ����� ��� �� 	���� �
� ��)��

����� �����
�
�� *�	����+ ����

��� �
����
� �� �
� ��� ������� %�� �� ��
��� ���� �� C1 �
� C2 �
� ��������
��
#

��� �������� �� c1 �
� c2. %�� vi �� ��� ������ �
 Ci �
 ��� #������� �����
�� ����

ci, i = 1, 2. !������� 	�� �� ��
��� �� x1 �
� x2 �����
�	����� �� ����� �	���� 
����

��� ������ �� 
�� ����
 �
�� ��� ��
���������
� �� ��	�� ����

c (v1) ≤ (n− 1) +

(
2 ·
(
x1 − 1

2

))
,
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����� ��� �������	
� 	� ��� ���� 
������ 	� ��� ��� 
� �
���	
��	
�� �
 c (v1) 
� ���

��
����� ����� �����	�� 	� v1. �������� �
�� ���� ��� 
���� ��
����� ���� �
���	
��	��

�
 c (v1) ��� �
 ���� 

�� ��������	��� 	� C1\ {c1} , 
������ v1 	� ��� ������ ��������
��
� c1. �	��� ���� ��� 
� ����� 
������ ���� ��
 ����	��� ��� �
���	
��� � �
 �����

	��	���� �
 v1, 	� �
��
�� ���� 	�� �
��� �
���	
��	
� 	� �� �
�� 2 ·
(
x1−1
2

)
. �����

(n− 1) +

(
2 ·
(
x1 − 1

2

))
≤ n2 − 1

4
.

�� 	���	�� x1 ≥ (n+ 1) /2.  
������� ����
�
����� 	� ��� 
� ��
�� ���� x2 ≥
(n+ 1) /2. !��� ���� x1 + x2 > n, ��	�� 	� � �
�����	��	
�"

������� � ��� �min = mini∈V Ti ������ ��� 	
�
	�	 ��
��	
�
��� ���� �� �
�� Cmin ≥
Tmin −

⌊
n2

4

⌋
+ n− 1 
�� ��� ���
�
�� 
� �
��� ��� �
����

����	


�� ��� 
� ���	�� ������� ���� Tmin (Pn)− Cmin (Pn) =
⌊
n2

4

⌋
− n+ 1. ������ 	� 	� ��#����

�
 ��
�� ���� Tmin (G) − Cmin (G) ≤ Tmin (Pn) − Cmin (Pn) �
� ����� �
������� ����� G

�	�� n ����	���" $
��
���� ��
� %��
��� &� 	� �
��
�� ���� 	� 	� ��#�	��� �
 ��
�� ����

Tmin (G) ≤ Tmin (Pn) ��� ��	� 	� ��
��� 	� '()*"

��������	
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