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���� H : R8 → R ���������� ��

H = H0 +H1�

����"

H0=
1

2

(
Q2

1+Q2

2+Q2

3+Q2

4+ω
(
q21+q22+q23+q24

))
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����� �
�

H1 =
1

2

(
a

q21 + q22
+

b

q23 + q24

)
���

�
����� ����
��
��
 ����� a, b �
� ω ��� ����� ����	����
 	�
���
�� �� ��� ������ ����

��� 	�
������� �� �� ���������

���� ����
��
��
 �� ��
���� ���� ��� ����
��� �� ��� �
������
� ����
��
��
 ��������

H= 1

2
‖X‖2+Vi ���� � ��
 ��������� 
���
� ������� ���� ����
���
� ����
 ��

V1=− μ√
x2
1+x

2
2+x

2
3

+
P

x2
1+x

2
2

+
Qx3

(x2
1+x

2
2)
√
x2
1+x2

2+x2
3

� ���

������ �� !������
�"��#�
���
��$�
� ����
���
� �
�

V2 =
Ω2

2

(
x2

1 + x2

2 + x2

3

)
+

P

2x2
3

+
Q

(x2
1 + x2

2)
�%�

������ μ,Ω, P ��� ����������� Q �� ��� ����
��� �
� xi ��� ��� ������
�� �� ��� �����


����

��� ��
����
 �� ����� ��� ������� ���� � %�� �
������
� ��
���	�
 ������ 	�
 ��

����
 �� ���
� �� ��� 	�
�
�	�
 � ��
���
��

&� �� ��"� � 	�
�
�	�
 ���
���������
 ���� 	�������
 �� ��
��'����
�	��	 	�����
����

�
 ��� 	
����	�
 ��� ��� ()*� ���
 �)� �
� ��� �
 ��� 
�� ������
�� ���

H0 =
1

2

(
P 2
1 + P 2

2 +
A2

1

ρ21
+

A2
2

ρ22
+ ω (ρ21 + ρ22)

)
�

H1 =
1

2

(
a

ρ21
+

b

ρ22

)
�

+��� ���� θ1 �
� θ2 ��� 	�	
�	� ���� A1 �
� A2 ��� ,��� �
�����
��

��� ������ �� ���� �������
� �
 ��� ���������� �� )��-.� ��,
�� �� ��� ����
��
��


��
	���
�

Ha =
1

2

(
P 2
1 +

A2
1

ρ21
+ ωρ21 +

a

ρ21

)
� �/�

Hb =
1

2

(
P 2
2 +

A2
2

ρ22
+ ωρ22 +

b

ρ22

)
� �0�

���� ��� ���� �
���
�
 ����	����� ��	� ����

H = Ha +Hb� �1�

��� �� ��� ����	���� �� ��� ��������� �/� �
� �0� �� �� �
���� �� ����� Ha �� ����	�

��� 	�������
��
� ����
�� ��� Hb� .�
�

�� ��	���� �1� �� �����
 ��� 	���
��� ����� �� H�
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���� ����� Ha : Ea → R ���	� Ea = R
+ × S1 × R

2 
� ��� ����� ���
� ���	� ���

���
����
�� 
� �������

��� ��	�

���	 
��� �� ������ ��� ���� a = b ��� 
���
��	 �� �
���	 ��� �����
  !"

���� ���� ����
�� ��� ��	����� ������
�� ��
�� ��� ���������
��#$�
���� �	�����	��%

�
��� ���	���	�� 
� ��
� ����� ��� �	������ ���
����
�� �&� 	��	������ � ����	��
'��
�� ��

���
	��

���� ���� ������
��� Vi ������ �� � ��	��	 ���
�� �� 
����	���� ������� ��

� �	� (����

�� �� ����	���� ���� )�(�	�* �� ���  &+"�� ����� ������
��� ��*� 	�
�
*�� ���

�� ������
��

�
�
� ��� �
����	 ��	( �� ��	����� �� ��� ��� �� 
�� 	����
�� �� ��� ���'��� ����
���� ��

���� �� ����	 ������ 
� ,������ 
���
��	� ��� ��
���	 ����

�� -��� �� ��(� Q = 0 
�

��� ������
�� V1 �� ��*� ��� ��	����� �����  ."�

/� �	��	 �� �� � ,���
���
*� ����� �� ��� �����

� ����

���� �� ��� ���
����
��

������� 
� � �
�
��	 ��� ��  0"� �� �	� ��
�� �� 
���
��	 ��� ������
�� ����

Eha = H−1
a (ha) = {z ∈ Ea : Ha (z) = ha} �

Jk1 = {z ∈ Ea : A1 = k1} �

Ihak1 = Eha ∩ Jk1 �

���	� z = (ρ1, θ1, P1, A1) ∈ Ea ��� (ha, k1) ∈ R
2�

����� ���� �	� 
�*�	
��� �� ��� 1�� ����

���� �� ��� ���
����
��� ��
�� Ha ��� A1

��� �	�� 
����	��� �� ���
��� 
���������� ��� 
� 
�*����
���

��� ����� �� ��
� ��	( ��	 ����
�
�� ��� �������

�� 
����
�
��
���� ��

� 
������� ���

����
�� �	������� 
�  2" ���  3"� �	�4

• ��� ���
	
��
��� �� ��� ���
��
��� ��

�
� ��� ����� ���
� Ea �� ��� 
�*�	
��� ���� Eha �

�

� Eha �� ��� 
�*�	
��� ���� Ihak1 � ���

�


� Ihak1 �� ��� 1�� �� ��� ���
����
�� �������

• �� 
��
����� ��� �
�
��%����� *�	
����� ��	 ��� ������� Ha ��� Hb�

• �� ����
� ��� 	��
�� ���	� ��� �
�
��%����� 
�� �� �������

• �� 
����
�� ��� ��	
��

 �	�
�� �� ��� ������� Ha ��� Hb.

• �� ����
� ��� 
����
�
��
�� �� ��� �	�
�� �� H�
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	��� �
 &��� + ��

����� ��� ��	������ �� ��� ��
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	 �,� �
���
	��� ��
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�	
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����
 �-�� %
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	� �
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�	���
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 �	
�
��	� �.��
���
� �����

	���� �� 
��	�� ��� ��� �	
	����
� P 	
� Q �� ��� ����
��	�� ���� �
���
	�� 	
� �	
	����
�

�� ��� �,� ������	��
 ��	 	 ��
�	
 ������� /� ��	�� ��� ��� ���� 
������ �
�� !"#�

��� ��� ��	
���
�� ��� 
�� �������
��� ���
���� ��
��

���

/� ���� *
�� ��� 
��	���
 �� ��� (	�����
�	
 ������ ��*
�� �� �-� 	
� ��� ��
�
	��$��

(	
��	

 ����
��	�� ��*
�� �� ��� ����
��	�� V1� %
 �
��
 �� �� ��	� �� �	 � ��� ���

�
	
���
�	���
0 (r, φ, λ, ψ) → (q1, q2, q3, q4) ����
 ��

q1=
√
r sin

φ

2
cos

λ− ψ

2
, q3=

√
r cos

φ

2
sin

λ+ ψ

2
,

q2=
√
r sin

φ

2
sin

λ− ψ

2
, q4=

√
r cos

φ

2
cos

λ+ ψ

2
,

�1�
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���� (r, φ, λ, ψ) ∈ R+×(0, π)× [0, 2π]×
(
−π

2
,
π

2

)
��� ���	
 ����
��� �	 −r sinφ/8� ���
�

�� �
 ���� �

� ��
 ���
�	
 ����	��������� ���
� 
�

r = q21 + q22 + q23 + q24,

sinφ=
2
√
(q21+q22)(q

2
3+q24)

q21+q22+ q23+q24
, cosφ=

q23+q24−q21−q22
q21+q22+q23+q24

,

sinλ=
q1q3 + q2q4√

(q21+q22)(q
2
3+q24)

, cosλ=
q1q4 − q2q3√

(q21+q22)(q
2
3+q24)

,

sinψ=
q1q3 − q2q4√

(q21+q22)(q
2
3+q24)

, cosψ=
q1q4 + q2q3√

(q21+q22)(q
2
3+q24)

.

��
 ��������� 
��
�	��� �		�����
� �� ��
 ����	��������� ��� �	 �
����� �
����
� �	 �

�����
� ����	���������� 	���	�����
∑

Qidqi = Rdr + Φdφ+ Λdλ+Ψdψ�

R,Φ,Λ ��� Ψ ��
 ����
� ��
 ���
��� �� ��
 ���
�
��  ��
 ���� ��
 �
������	 �����

��
	
 ���
��� ��
 ���
� 
�

R =
1

2
∑

q2i
(q1Q1 + q2Q2 + q3Q3 + q4Q4),

Φ =
(q1Q1+q2Q2)(q

2
3+q24)−(q3Q3+q4Q4)(q

2
1+q22)

2
√
(q21 + q22)(q

2
3 + q24)

,

Λ =
1

2
(−q2Q1 + q1Q2 + q4Q3 − q3Q4),

Ψ =
1

2
(q2Q1 − q1Q2 + q4Q3 − q3Q4).

��
 !���������� �"� �� ��
 �
� �����
�
	 ��� 

 �����
� �	

H = 4r

[
ω

8
+

1

2

(
R2 +

Φ2

r2
+

Λ2

r2 sin2 φ

)

+
Ψ2 − 2ΛΨ cosφ

2 r2 sin2 φ
+

c+ d cosφ

2r2 sin2 φ

]
�

�#�

��
�


c =
a+ b

2
, d =

a− b

2
.

 ��
 ���� λ ��� ψ ��
 ������ �����
�
	� ���� Λ ��� Ψ �	 $�	� ���
����	� %� ���
� ����	

��
 ��&
�
����� 	�	�
�	 �	

dr

dτ
=
∂H
∂R

,
dφ

dτ
=
∂H
∂Φ

,
dR

dτ
=−∂H

∂r
,

dΦ

dτ
=−∂H

∂φ

��� ��� '��������
	

λ =
∫
(∂H/∂Λ) dτ, ψ =

∫
(∂H/∂Ψ) dτ.
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����� �����	
� ���	���� 	�
 ���
�
����� 	 ��	��� �� ��
����
��� �	
�	��� τ → s �����

�� dτ = 4r ds� ��� �	�������	� �	��� ��� ��
�

K =
1

4r
(H− hO)

=
ω

8
+

1

2

(
R2 +

Φ2

r2
+

Λ2

r2 sin2 φ

)

+
Ψ2 − 2ΛΨ cosφ

2 r2 sin2 φ
+

c+ d cosφ

2r2 sin2 φ
− hO

4r
,

����

���
� hO �� 	  !�
 �	��� �� ��� �	�������	� H ��
 ������ �����	� ���
������� 	�
 ��� "��

�� 
� ��
 ��� �� ��� �	�����
 K = 0# $� �
���
 �� ��� 	 �������� 
�%�
��� ��
�& ��

�����
�
 ��� �	�������	�

K̃= 1

2

(
R2+

Φ2

r2
+

Λ2

r2 sin2 φ

)
−hO

4r
+
(Ψ2+c)/2

r2 sin2 φ

+
(d/2− ΛΨ) cosφ

r2 sin2 φ

����

�� ��� �	�����
 K̃ = −ω

8
# '�������

HK =
1

2

(
R2 +

Φ2

r2
+

Λ2

r2 sin2 φ

)
− hO

4r

��� 
�%�
����	� ������ 
� ��
 �� ���� �� ����� ��

dr

ds
=

∂K̃O

∂R
= R,

dφ

ds
=

∂K̃O

∂Φ
=

Φ

r2
,

dR

ds
= −∂K̃O

∂r
= −∂HK

∂r

+2
(Ψ2 + c)/2

r3 sin2 φ
+ 2

(d/2− ΛΨ) cosφ

r3 sin2 φ

dΦ

ds
= −∂K̃O

∂φ
= −∂HK

∂φ
+

(Ψ2+c)/2

r2
· ∂

∂φ

(
1

sin2φ

)

+
(d/2−ΛΨ)

r2
· ∂

∂φ

(
cosφ

sin2φ

)

��(�

	�
 ��� )�	

	��
��

λ=

∫
∂K̃O

∂Λ
ds=

∫ (
Λ

r2 sin2 φ
− Ψ cosφ

r2 sin2 φ

)
ds, ��*�

ψ=

∫
∂K̃O

∂Ψ
ds=

∫
Ψ− Λ cosφ

r2 sin2 φ
ds# ��+�
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�� �� ����	
�� ��� �
� 
	������	�� ������ 
����
 �� �
� ���	����	�� �	�
 ������	��

V1� ��� ��� 	� ��
��	��� ���	����� (r, φ, λ)�

x1 = r sinφ cosλ,
x2 = r sinφ sinλ,
x3 = r cosφ

�� �

��
 �
�	� ������� (R,Φ,Λ)� �� �
��! �
�� �
��� ��"��	��� ��	��	
� �	�
 ��"��	��� ��#�

��
 ����� �
�� �� �����	�� �� �
� ���	���
 Ψ = 0 ��
 �� ��!� �
� ������	�$ ���"�� ��� �
�

���%�	����

hO = 4μ, c = 2P, d = 2Q,

��
 �� 	
���	�� �
� ���	���� s �	�
 �
� �
��	��� �	�� t�

&
"�� �� 
��� �
��� �
�� �
� 
����	�� �� �
� ���	������ 
����
 �� ���	����	�� ���

���������
� �� �
� ���	�� �� �
� $������	'�
 �������� ������	���� �� �� ���"�� Ψ = 0�

�
� ����	�"��� ���� �� �
� �������� ��
�� 	� ����	��
 �
�� d = 0� �� �� �
�� �� ��!�

��� �
� ���	������ �
� ������	�$ ���"��

HO = 4μ ω = −8K̃O a = b = P.

� ����������	 
���� 
� ��	 ������
���� ��
�

��� ����� 	
 ��� 
�����	���� Ha

����� �����	
�����

�� �
	� ���� �� �
� ����� �� ��"
� �
� ���	����	�� Ha� (������� �
�� �
� ���	����	��

Ha : Ea → R 	� $	��� ��

Ha =
1

2

(
P 2
1 +

A2
1

ρ21
+ ωρ21 +

a

ρ21

)
� ��)�

�
��� Ea = R
+ × S1 × R

2 	� �
� �
��� ����� �
��� �
� ���	����	�� ��)� 	� 
����
 ��


(ρ1, θ, P1, A1) ∈ Ea� &
��� !	�
 �� ����
	����� ��� �
� ���� �������	���
 ����"�� �
��

��� "� ���� �
�� �
� ���	����	�� 	� 	���$������ &
� ���������� a > 0 ��
 ω > 0 ��� ���

���"��"��� ��������� �� �
� �������

&
� ���	����	�� ������ 	�

dρ1
dt

=
dHa

dP1

= P1,
dθ

dt
=

dHa

dA1

=
A1

ρ21
,

dP1

dt
= −dHa

dρ1
=

ωρ41 − A2
1 − a

ρ31
,
dA1

dt
= −dHa

dθ
= 0.

��*�

-183-



�� ������� �� g : R+ ×R
2 −→ R �	� 
�� ��
�� �� g (ρ1, P1, A1) = H (ρ1, θ, P1, A1)�

�� ha ∈ R �� � ������� ����� �� �	� 
�� g ��� g−1(ha) �= ∅� �	�� g−1(ha) �� � ������� ��

R
+ × R

2 ������ ������ ��������

�� ����� �� �� � ����������� ����� �� �	� ����
��� ���������� �� �	� ��
��������

�����
� �� � ��
���� ��� �� ���� �� ��� ����� �� �������� �	� ��������� ���� 

Eha =H−1(h)={z∈Ea : H (z)=ha} �

Jk1 = {z ∈ Ea : A1 = k1} , k1 ∈ R�

Ihak1 = Eha ∩ Ik1 , (ha, k1) ∈ R
2�

���	 z = (ρ1, θ1, P1, A1) ∈ Ea ��� (ha, k1) ∈ R
2�

!��� �	�� Eha ≈ g−1(ha)×S1 ��� �� ������ �������� ������ 
�������� Jk1��������


�
����
 
������� ��� Ihak1 �������� ������"
�
����
 
�������� #	��� ���� ��� ��"

������� �� �	� $�� ���������� �� �	� ��
��������� ����� Ha ��� A1 ��� 
��� ��������� ��


������ ����������� ��� �� ����������� ������ �	� ��
�������� �����
 %&'( �� �����������

#	� 
��� ������� �� �	�� ������� ��� �	� ����������� �� �	� ��������� �� �	� �	��� �����

Ea �� �	� ��������� ���� Eha � �	� ������ ���� Eha �� �	� ��������� ���� Ihak1 ��� Ihak1

�� �	� $�� �� �	� ��
�������� �����
� #	�� ��������� �������� � ���� ����������� �� �	�

�	��� ����� �	�� (ha, k1) ∈ R
2 ��� ������� �� �	� ��)����� ������ �� a ��� ω�

#	� 
��� ���� ��� �	�� ����� �� �	� *��������"+����� �	����
 

������� � %*��������"+�����(� ��� �����	
���� �
�	�� ��	� 	�
 ������� 
� �����
�

������ 
� 	�� ����� ����� E ��� 	�� �����	
���� H ��� ������� �
���	�� pθ �� 	�


����������	 ���	 ��	������ �� ���
��	�
�� �� Ihk = ∅ ��� (h, k) �� � ������� ����� 
� 	��

��� (H, pθ)� 	��� 	�� �
��
���� �	�	����	� �
���

	
� Ihk �� � 	�
��������
��� ��������
�� 
� E ��������	 ����� 	�� �
� 
� 	�� �����	
����

�
�	���

	�� �� 	�� �
� 
� � �
����	�� �
��
���	 I∗hk 
� Ihk �� �
����	�� 	���I
∗
hk �� ����
�
�����

��	��� 	
 	�� 	
��� S1 × S1, 
� 	
 	�� �
������ S1 × R.  � �
	� 	��	 �� I∗hk �� �
����	

!���� I∗hk ≈ S1 × S1 "� 	��� 	�� �
� 
� �	 �� ����
� �
����	��

	
� #���� 	�� �
�
	����� !�" 	�� �
� 
� I∗hk �� �
�$���	�� 	
 � ������ �
� ��	��� 
�

S1 × S1� 
� 
� S1 ×R�
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��� ���� ����	
� ���
� ���	
���	�� ������� ��� ��� ����� �� ��� ����	�
� ������� ���

������� ��� ������� ��� ��� ����
� ���� �� ������
� 
���� ��� ���
���	��� �� ���������

�� � I∗hk !�� �
�� �� �	"�������	! �� ��� �
��� R
2�

#�� $	�
�	

�%����
� ������� ���&� ����� ��� 	�������
� ���	
���	�� �������� ��� 	�%

���	��� ���� ����!	���� &	�� ��� 	������!�	��� �� �

 	���������� '��� 	������
� 	� 	���

�	��

��� �����	!�

� �
����	��
�� �� ��� ����� ���!�� ��������� 	� ��� (�& �� �
!� �
����	%

��
�� 	� !���
���� ���� ����� �
����	��
�� ��� �	"�������	! �� ��� 
�	�� �� ������
	)��

!�
	����� ��� ��� (�& �� ���� 	� !��*
����� �� � 
	���� (�&�

$�� 
� ��'�� &��� ��� ��� 
� � !�	�	!�
 ��� � ���

�� ��

� ��� �� �+
	
	��	
� ��	���

#�� ��

� (ha, k1) 	� � !�	�	!�
 ��

� ��� ��� ������
� ����	�� (Ha, A1)� 	� ��	� ��� 	�

��� �	"�����	��
� 	� ��	� ��

�� �� (ha, k1) 	� ��� !�	�	!�
� 	� 	� ����� ���

�� ��

�� ,�

����	� �� �+
	
	��	
� ��	�� ��� ��� ��� Ha : Ea −→ R &��� &� �+
�
 ��� ������ ��- 

�� )����

,� ���
	�� ��	� ������� �� ��� ������
� ��� (Ha, A1) : Ea × R −→ R
2 �� ���

��

��

��� ,��� 	� 	� ��� ������ �� ��� $	�
�	

�%����
� ������� &� ���� �� �� � ����	!

��

��
�� ��� ��� ���� Ihak1 ��� !�	�	!�
 ��

�� (ha, k1) ∈ R
2 �� ��� ������
� ����	��� #����

��

�� !��������� �	���� �� �+
	
	��	
� ��	��� �� Ha �� �� ��

�� &���� A1 = k1 	� �

��.	�
� �� � �	�	�
� �� ��� ������ �
���!��

����� ����	�
���� 
�����

�� ����� �� !�
!

��� ��� �+
	
	��	
� ��	��� &� ���� �� �+
�
 ��� ���	
���	�� ������ ��- 

�� )����

#�	� ������ ��� ��
� � ���
 ��

�	�� ��� ρ1 > 0 ��� ∀a, ω� #�	� ��

�	�� 	�

P1 = 0, A1 = 0,

ρ1 = 4

√
a

ω
, θ1 = θ1�

�� &� �
���	�
�� ����� ��

�� 	� �
� ���	
���	�� Ha &� ����	� hae =
√
aω� ���� 	� ���

��

� �� ��� �+
	
	��	
� ��	���

����� �������� 
�������	� ��		 �������

#�� ���	
���	�� ��/ � 	� ��
�� ����
�!�	! !����	������ !�� �� &�	���� �� ��

�&�

Ha =
1

2

(
P 2

1 +
A2

1

ρ21

)
+Ṽ (ρ1) �
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�����

Ṽ (ρ1) = ωρ21 +
a

ρ21
����

	
 ��� �
����	��� �
��
���� ��� �	�� ���	
�
 ��� �
�������� ���������	��� �� ����
 
� ��	


�
����	�� �����	
��

�
�� ��� ���	
�
 
� ��� ���
� 
���� ����� � 	�
 ���� �
�	
� ��� ������	��� �
� ���

��	�	��� �
	��
 
� Ṽ ��� ���
� �
�� �	��� �� ��� ���� �

	�	�� �

�
 
� ��� �
���
�	��

�!���	
�

ωρ1 +
a

ρ31
= 0� ��"�

���� �� 
���	� �
	�� ��� ���	���� 
� ���� �	�� ��
���� �
 ρ1 �!��� �
 ���
�

#
	�� ��� $���� ���
�	��� �� �	
��

� ���
��	�� �
 ��� �����
 
� ��� ���������
 a

��� ω� ��� ������ 
� �

	�	�� ���� �

�
 ��
���� �
 ρ1 
� ��� �!���	
� ��"�� %
 	� ��
� �



�� ���� ∀a, ω �� ���� 
��� � ���� �

	�	�� �

� �����
�

ρ1e =
4

√
a

ω
� �&'�

ρ1e 	
 ������ ��	�	��� �
	�� 
� Ṽ �
(�� π : Ea −→ R

+ × S1 �� ��� ������� ��
)���	
�� *
� ���� ha ∈ R ��� �	�� ���	
�

Rha 
� Eha 	
 ��+��� �� Rha = π (Eha)�

Rha = {(ρ1, θ1) ∈ R
+ × S1 : Ṽ ≤ ha} =

{(ρ1, θ1) ∈ R
+ × S1 : ωρ21 +

a

ρ21
≤ ha}�

�
�� ���� Rha ≈S1×g−1(ha) ����� ≈ ����
 �	,�
�
���	� �
�

%� ��	�� 	� �
��
�
 ��� ����� 
� ��� �
����	��� 	� ��� ��	�	��� �
	�� ρ1e� �	�� �� ���
���

�� hae =
√
aω = Ṽ(ρ1e)� -�� �����
 ρj1� j = 1, 2 �	�� �� ��� 	����
���	
� �
	��
 �������

��� ����� 
� ��� �
����	�� ��� Ṽ = ha�

-
 � ������� �����
����	�� 
� ��� �
�
�
�� 
� ��� �	�� ���	
�
 ��� �
��
�	�� +���� 	


���
������ -�� ����� �	�� �
 ��� �
�
�
�	��� ���

	+���	
� 
� ��� �	�� ���	
�
�

-���� �. -
�
�
�	��� ���

	+���	
� 
� ��� �	�� ���	
�
 �
� ��� �	,����� �����
 
� h �����
ha 	
 ��� ��	�	��� �
	���

h < hae Rha ≈ ∅
∀a, ω h = hae Rha ≈ {hae} × S1

hae < h Rha ≈ [ρ11, ρ
2
1]× S1
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������ �� 	�
�� 
� ��� �
�����
�� ����� ha ��
��� ������
� �
����

����� ����	
�� ��	
���� �� 	�� ���
�� ��
����

����� ��� �������� ������
� ���
��� �� �
� ��� ��
� ��� �������� 
� ��� ������ ����
��

g−1(ha) �
�� ����� �� ��� ��
� �

�� 
� ��� �
���
��
� ���
��
�

A4
1 +

(
2a− ha

ω

)
A2

1 + a4 − aha

ω
= 0. ��� 

!�� "���� #��
����� �� ���$ �
 �
����
�� ��� ������ 
� ��
� �

�� 
� ��� ������� �
 A1�

%� �� �
�� �
 ��� ��
� ��� �
� ��
 
� &��
 ��
� �
������ �

�� $��
��$ �� A1i , i = 1, 2 
�$

�
�����
�$��� �
 ��� �������� 
� ��� ������ ����
�� mai , i = 1, 2� !�� �������� 
� g−1(ha)

�
�� ����� �� mai = Ha (ρ1i ,', P1i , A1i) , i = 1, 2� ����� P1i = 0, ρ1i =
4

√
a+ A2

1i

ω
�

����� �������
��� �����
���	
�� �� Eha ��� Ihak1

%� ���� �����
� �� ���$� ��� �
�
�
�� 
� ��� ���
��
�� �
���
�$� Ha
−1(h)= Eha 
�$ Ihak1 �

!
 ���� ��� �
�
�
���
� ��
���(�
��
� 
� ����� ���
��
�� ���� �� ���$ �
�� �
�
��
� 
�$

�
�� ��� ��������

)
�� ��
� ze = (ρ1e , θ1e , P1e , A1e) ∈ Ea �� 
� ����������� �
��� 
� ��� *
����
��
� +
�

�� 
�$ 
��� �� z̃e = (ρ1e , θ1e) �� 
 ������
� �
��� 
� ��� �
�����
�� ,
��
��� π (ze) = z̃e� �����

π : Ea −→ R
+ × S1 �� ��� �
���
� ��
-����
�� �
� ���� ��
�
� �� .�
� ��
� �� �
�� 
���


 �
���� 
� ����������� �
�����

/�� Sn−1 �� ��� ������ �� R
n� ���� n > 1 
�$ A1j , j = 1, 2 ��� �
���� 
� A1 ��
�

�
�����
�$ �
 ��� �������� 
� ��� ������ ����
�� g−1 (ha)� ���
��� hae �� ��� �
��� 
� ���

����������� �
��� �
� ��� *
����
��
� Ha�

!�� $�0����� �
��� �
� �� ��
�� �� ��
�� 
� ������ ��
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������ �� 	
���� ���
��� 
�� H−1
a (ha)/S

1� ���� hae < ha ����� ma1 �
� ma2 ��� ���

�������� �
 ��� ���
����

�� �����
 ��� ����������� ������������
 
�� Eha �
� Ihak1 �

����� �� ����������� ������������
 �
 ��� ���� Eha �
� Ihak1 � 
�� ��� ��� ������ �
 a �
� ω�
���� �� ��
������� �� �� ��������� �
� (ha, k1) �����
��

ha Eha Ihak1

ha < hae ∅ ∀k1 ∅
ha = hae S1 k1 = 0 S1

hae < ha S3

k1 > A11

k1 = A11

A12 < k1 < A11

k1 = A12

k1 < A12

∅
S1

S1 × S1

S1

∅

��� ����� 	
 ��� 
�����	���� H

 ������� ����

H = Ha +Hb�

!�� �� ��� ������������
 �
 H� �� ��� ��� ������� �����
�� �
 ��� ����� �
 Ha ��

������ ��� ��������
��
� ������� 
�� H�
"�� Sn−1 �� ��� ������ �
 R

n� ���� n > 1� A1j , j = 1, 2 ��� ����� �
 A1 ���� ��������
�

�� ��� �������� �
 ��� �
���� ���
��� g−1 (ha) �
� hae ��� ����� �
 ��� �#��������� ���
� �


��� $������
��
 Ha� ��
����� A2j , j = 1, 2 ��������
� �� ��� ������ �
 P2 ���� ��������
�

�� ��� �������� �
 ��� �
���� ���
��� g−1 (hb) �
� hbe ��� ����� �
 ��� �#��������� ���
�

�
 ��� $������
��
 Hb�
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��� �������	
�� 
����	

��	�� �� H 	� ��������� 	� ��� ������ ���� ��� � �� ��� ���

����� �� �������	
�� 
����	

��	�� �� ��� ���� Eh ��� Ihk� ��� ��� ��� ������ �� a, b ��� ω�
���� �� 
���	����� �� �� ���	�	��� ∀k1� ha < hae ��� hb, k2 ����	���

ha hb k1 k2 Eh Ihk
hb < hbe ∀k1 ∀k2 ∅ ∅
hb = hbe ∀k1 k2 = 0 S1 S1

ha < hae hbe < hb ∀k1

k2 > A21

k2 = A21

A22 < k2 < A21

k2 = A22

k2 < A22

S3

∅
S1

S1 × S1

S1

∅

����� �� �������	
�� 
����	

��	�� �� ��� ���� Eh ��� Ihk� ��� ��� ��� ������ �� a, b ��� ω�
���� �� 
���	����� �� �� ���	�	��� k1 = 0� ha = hae ��� hb� k2 ����	���

ha hb k1 k2 Eh Ihk
hb < hbe k1 = 0 ∀k2 S1 S1

hb = hbe k1 = 0 k2 = 0 S1 ∪ S1 S1 ∪ S1

ha = hae hbe < hb k1 = 0

k2 > A21

k2 = A21

A22 < k2 < A21

k2 = A22

k2 < A22

S1 ∪ S3

S1

S1 ∪ S1

S1 ∪ {S1 × S1}
S1 ∪ S1

S1

� �������� 	�
��� �
 ����������� ����������

���� �� ���� �� 
����
���	�� ��� ���	��	
 ���	�� �� ���  ��	����	�� ������ !�"� #� �����

�� 
���� ��� ��	� 
����
���	���	�� 	� 	� ��
������ �� 
��
����� ��� �
�	��$����� ���	����� ���

��	� ������� %	���� �� 
��
����� ��� �
�	��$����� ���	����� ��� ��� ���������� Ha ���� ���

��� ����
���� �� ���� ����������� �� ����	� ��� �&�����	�� �� H 	� ����� ���	������

��� �����	
�	�
� ������
�� ��� ��� ��������� Ha

'� ����� ��  ��	����$(�
��	 ������ �� ��� ���� �� ��
�� ��� �
�	��$����� ���	�����

Jθ1 = A1 = k1� !))"
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����� �� ��	���
���� ���

�������� �� ��� 
��
 Eh ��� Ihk� ��� ��� ��� �����
 �� a, b ��� ω�
���� �� ���
������ �� �� 	�
������ ∀k2� hae < ha� hb < hbe ��� k1 ������
�

ha hb k1 k2 Eh Ihk
k1 > A11 ∅
k1 = A11 S1

hae < ha hb < hbe A12 < k1 < A11 ∀k2 S3 S1 × S1

k1 = A12 S1

k1 < A12 ∅

����� �� ��	���
���� ���

�������� �� ��� 
��
 Eh ��� Ihk� ��� ��� ��� �����
 �� a, b ��� ω�
���� �� ���
������ �� �� 	�
������ k2 = 0� hae < ha� hb = hbe � k1 ������
�

ha hb k1 k2 Eh Ihk
k1 > A11 S1

k1 = A11 S1 ∪ S1

hae < ha hb = hbe A12 < k1 < A11 k2 = 0 S3 ∪ S1 {S1 × S1} ∪ S1

k1 = A12 S1 ∪ S1

k1 < A12 S1

Jρ
1
=

1

2π

∫ ρ
11

ρ
12

√
−k2

1 − a+ 2haρ21 − ωρ41
ρ1

dρ1�
����

����� ρ
11
��� ρ

12
��� ��� ��� 	�
����� ���� ����
 �� ��� 	����� ���

P (ρ1) = −k2
1 − a+ 2haρ

2
1 − ωρ41� ��!�

��� ���
 ���
��� ��� ����
��� ����� ��� 	����"
� 	������ ��������
 �� ������"��
�� ����"

����
 ��� �� ���� ������ �� ��� ��
��� ����� ��� 	����� ��� ��!� ��
 ��� ��#����� 	�
�����

���� ����
 ��������
 �� ��� 	��� ����
 a� ω� k1 ��� ha�

$� ����� �� ��������� Jρ
1
�� �
� ��� %����� &�
���� ������ ��� �� ������ ���

�'	��

���

Jρ
1
=

1

2

(
ha√
ω
−
√
J2
θ1
+ a

)
� ����

(�������
 ��� ����� �� ha �� ���� �� ���� ��� )� �������� Ha �'	��

�� �� ������"��
��

��������


Ha =
√
ω
(
2Jρ

1
+
√
J2
θ1
+ a
)
� ����

��� ��������� ����  �
� 
���
�� ��� 	��� ����
 a� ω� k1 ��� ha �� ����� �� ���� ������

��� ������"��
�� ��������
 �


ha >
√

(a+ k2
1)ω�
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����� �� ��	���
���� ���

�������� �� ��� 
��
 Eh ��� Ihk� ��� ��� ��� �����
 �� a, b ��� ω�
���� �� ���
������ �� �� 	�
������ k1 > A11 � hae < ha� hbe < hb ��� k2 ������
�

ha hb k1 k2 Eh Ihk
k2 > A21 ∅
k2 = A21 S1

hae < ha hbe < hb k1 > A1 A22 < k2 < A21 S3 ∪ S3 S1 × S1

k2 = A22 S1

k2 < A22 ∅

����� �� ��	���
���� ���

�������� �� ��� 
��
 Eh ��� Ihk� ��� ��� ��� �����
 �� a, b ��� ω�
���� �� ���
������ �� �� 	�
������ k1 = A11 � hae < ha� hbe < hb ��� k2 ������
�

ha hb k1 k2 Eh Ihk
k2 > A21 S1

k2 = A21 S1 ∪ S1

hae < ha hbe < hb k1 = A11 A22 < k2 < A21 S3 ∪ S3 S1 ∪ {S1 × S1}
k2 = A22 S1 ∪ S1

k2 < A22 ∅

��� ��
��� ����� ��� ���������
�� ��������
 ��� �� ������ �


��
��� �� ��
��� ����� (Jρ1 , Jθ1) ��� �� ���
�����

 � ��� ��
���� �� ���
 �
��� ���� ��� ���� ha =
√
(a+ k2

1)ω �����
	���
 ���� ���

�!���"�
 �� ��� ����
� 
������ Eha � �� �� �� ���
� 	����
 �� ���� �������� �����
� ��� ���

��
� k1 = 0� ��� ����
� ��#�
 ��� ����� ha =
√
aω� �� �� �� ��� �� ��� �	
������

 �����

�� ��� �����
� �
� �� ��� �������� �� ��� ������ �
������ �� ��� ���
�� ���� �� ��� ����

������ ��� ������ ��� ����� �� �� ��
����� ���������� �� ���� ���� �������� �� 	
�����������

�������
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����� �� ��	���
���� ���

�������� �� ��� 
��
 Eh ��� Ihk� ��� ��� ��� �����
 �� a, b ��� ω�
���� �� ���
������ �� �� 	�
������ A

2
< k1 < A11 � hae < ha� hbe < hb ��� k2 ������
�

ha hb k1 k2 Eh Ihk
k2 > A21 {S1 × S1}
k2 = A21 {S1 × S1} ∪ S1

hae < ha hbe < hb A12<k1<A11 A22 < k2 < A21 S3 ∪ S3 {S1 × S1} ∪ {S1 × S1}
k2 = A22 {S1 × S1} ∪ S1

k2 < A22 {S1 × S1}

����� ��� ��	���
���� ���

�������� �� ��� 
��
 Eh ��� Ihk� ��� ��� ��� �����
 �� a, b ��� ω�
���� �� ���
������ �� �� 	�
������ k1 = A12 � hae < ha� hbe < hb ��� k2 ������
�

ha hb k1 k2 Eh Ihk
k2 > A21 S1

k2 = A21 S1 ∪ S1

hae < ha hbe < hb k1 = A12 A22 < k2< A21 S3 ∪ S3 S1 ∪ {S1 × S1}
k2 = A22 S1 ∪ S1

k2 < A22 S1

��� ������	
����
 �� �������
 ������ �� Ha

����� ����	
�� ��
���

��� �������� �����
 ���� ���
���� �����
� ρ
1
= C� ���
� �����
 ��� ��� 
������� ��

dρ1
dt

=
dHa

dP1

= P1 = 0�

dP1

dt
= −dHa

dρ1
=

ωρ41 − A2
1 − a

ρ31
= 0�

�����

ρ1(t) =
4

√
a+ A2

1

ω
, θ1(τ) =

√
ωA1√
a+ A2

1

t�

���� �����
	��� �� ��� ������� ��� ������� �� ��� ����
� 
�������

����� �����
����� ��
���

��� ����������� �����
 ���� ���
���� ��
��� θ1 = C� ���������
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����� ��� ��	���
���� ���

�������� �� ��� 
��
 Eh ��� Ihk� ��� ��� ��� �����
 �� a, b ��� ω�
���� �� ���
������ �� �� 	�
������ k1 < A12 � hae < ha� hbe < hb ��� k2 ������
�

ha hb k1 k2 Eh Ihk
k2 > A21 ∅
k2 = A21 S1

hae < ha hbe < hb k1 < A12 A22 < k2 < A21 S3 ∪ S3 S1 × S1

k2 = A22 S1

k2 < A22 ∅

dθ1
dt

=
dHa

dA1

=
A1

ρ21
= 0�

����� A1 = 0�

��� ����������� �����������
 ��� ��� 
�������
 �� ��� 
�
���

dρ1
dt

= P1 ���
dP1

dt
=

a− ωρ41
ρ31

�

����� ����	
�� �

 ���������	
�� 	�����

�� ����� �� Ha �
 	������� ��

n =
n1

n2

=
∂Ha/∂Jρ1

∂Ha/∂Jθ1

=
2
√
a+ J2

θ1

Jθ1
=

p1
q1

�
 � �������� ������� �� ��� ����� ��
� �� ���� ���
�	������� �����
�

 �������
 ��� ����� �� Jθ1 ��
	��� �� p1 ��� q1� �� ������ ��� ���������

Jθ1 = ± 2
√
aq1√

p21 − 4q21
�

����� p1 ��� q1 ��� ����
�� ������
�

!��� �� ������ �
��� �� ��� ��
��� ����� ��� ������"��
�� ��������
 ��� ������ ��

���

��� ��� 	������� �����
�

�� ���
 �
���� �� ��� ��
���� ����� ��� k1 = 0 #������� �������� ����$� �� ������ �����"

������ �����
� ���
� �����
 ��� ������� ���� ��� ���� ��� ���� 	��� �� ����
�� ������


(p1, q1)� �� ���� ��� �������� ����
 ����� ��� 
�
��� ��
 	������� �����
�
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������ �� 	
��
�� �� 
������� ����� ��� ���


��������� a = 2, ω = 1, p = 5, q = 2,
Jρ

1
= 1

10
��� Jθ1 =

4

3
�

������ �� 	
��
�� �� �����
������� ����� ���

��� 
��������� a = 2, ω = 1, p = 5, q =√
3.9, Jρ

1
= 1

10
��� Jθ1 = 1.88�

��� ������	
����	�
� 
� 	�
 
���	� 
� H

�������� ����

H = Ha +Hb�

����� ��� ������ �� Ha ��� ��������� ��� Hb.

����� ����	
��

�� ��������� �	� H

������ ���� ������� ����

Ha =
√
ω
(
2Jρ

1
+
√
J2
θ1
+ a
)
�

Hb =
√
ω
(
2Jρ

2
+
√
J2
θ2
+ b
)
�

�� ������ ���  ���������� H �� ������!����� "��������

H =
√
ω
(
2Jρ

1
+
√
J2
θ1
+ a+ 2Jρ

2
+
√
J2
θ2
+ b
)
�

#��� ��� 
������� ������ ���� "����$

n1

n2

=
p1
q1
,

n2

n3

=
q1
p2
,

n3

n4

=
p2
q2
�
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������ �� 	
����
�����
��� �� 

� �������� ���
��
� �� 

� �����
����� Ha�

�
���

n1 =
∂Ha

∂Jρ1
, n2 =

∂Ha

∂Jθ1
, n3 =

∂Hb

∂Jρ2
, n4 =

∂Hb

∂Jθ2

��� p1, q1, p2, q2 ��� ��
���� ��������

�� ��
��� 

� �����
����

Jθ1 = ± 2
√
aq1√

p21−4q21
, Jθ1 = ± 2

√
aq1√

p22−4q21
,

Jθ2 = ± 2
√
bq2√

p22−4q22
�

�� !

��

 p1, q1, p2 ��� q2 ��
���� ��������

�� ��� �
����
����� 

� �������� ����
� �� H ����������� 

� �������� ����
� �� Ha ���

Hb�

"���� #�� 	
����
�����
��� �� 

� ����
� �� Ha

$������� ����
� �� Ha

��%��
����


A1 = 0 ��� ha = +
√
aω

&��
�������
����
�

A1 = 0 ��� ha > +
√
aω

	�������
����
�

ρ1(t) =
4

√
a+ A2

1

ω
��� ha > +

√
aω

$�������
����
�

Jθ1 = ± 2
√
aq1√

p21 − 4q21
��� ha > +

√
aω

��

 p1, q1 ��
���� ������
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����� ��� 	
����
�����
��� �� 

� ����
� �� Hb

�������� ����
� �� Hb

�����
����


A2 = 0 ��� hb = +
√
bω

���
�������
����
�

A2 = 0 ��� hb > +
√
bω

	�������
����
�

ρ2(t) =
4

√
b+ A2

2

ω
��� hb > +

√
bω

��������
����
�

Jθ2 = ± 2
√
bq1√

p22 − 4q22
��� hb > +

√
bω

��

 p2, q2 ��
���� ������

����� ��� 	
����
�����
��� �� 

� ����
� �� H ���� ���
 
� 

� ����
� �� Ha ��� Hb !�
�


�
" 

� �������� ����
� ���
 #����$ 

� �����
���� %&'( 

�������� ����
� �� H
Ha Hb Ha Hb

{hae} × {hbe} S1 × {hbe}
{hae} × [ρ12, ρ

2
2] S1 × [ρ12, ρ

2
2]

{hae} × S1 S1 × S1

{hae} × T 2 S1 × T 2

[ρ11, ρ
2
1] × {hbe} T 2 × {hbe}

[ρ11, ρ
2
1] × [ρ12, ρ

2
2] T 2 × [ρ12, ρ

2
2]

[ρ11, ρ
2
1] × S1 T 2 × S1

[ρ11, ρ
2
1] × T 2 T 2 × T 2

� ��� ����	�
��	�� 
��������	 ��� ��� �����	�����

)�#��� ������$ �
��� 

� ����
��� �� ��

 �������� �� ������
���� �$�
��� ��

 

� ������

��
��" �� ����� ��� 

� ��
����
��� �� ��� �������
�� �
� )����
����� ����
��� %�( ��*���

�� ��
������� �$�
��" ��� 
� θ1 ��� θ2 ��� �$����" 

�� A1 ��� A2 ��� *��
 ��
������ +�

�

�� �����" 

� �$�
�� �� ���� ��������� �� 
�� ����$�
��� �� ��,-�" ��*��� �$ 

�

)����
����� ����
���� %.( ��� %/( 0� ��
����
� 

� ��1����
��� �$�
�� ��*��� �$ %�(

�������
��$ 2�


Q̃ = 2Ha − ωρ21 −
A2

1 + a

ρ21
,
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��� �������	 
�� �
��
�
��� a1 ��� b1 ������ ��

a1 + b1 =

√√√√2

(
Ha

ω
+

√
A2

1 + a

ω

)
,

a1 − b1 =

√√√√2

(
Ha

ω
−
√

A2
1 + a

ω

)
,


��� �� ��� �	�
�

Q̃ =
ω

ρ21
(a21 − ρ21)(ρ

2

1 − b21).

�� ��� 
��
 
�� ��
�
��� Q̃ = 0 ��� 	��� 	��
� ���� Ha ≥
√

ω (A2
1 + a)� ��� ���
��

������ �� Ha 	��
��� 
�

ρ̇1 = P1 =

√
Q̃, α̇1 =

A1

ρ21
,

����� 
� 
�� �
��	�

	��� �	�� 
�� �	�
 �
��	�

	� �� ��
��� �������
���

ρ1(τ) =

√
a21 cos

2(
√
ωτ) + b21 sin(

√
ωτ)

��� 
�� ����� θ1(τ), ��
�	 ���� ����

�
����� �� ����� ��

θ1(τ)=
k1√
a+k21

[
arctan

(√
h2
a−(a+k21)ω
(a+k21)ω

)

+ arctan

(
ha tan(

√
ω τ)−

√
h2
a−(a+k21)ω√

(a+k21)ω

)]
,

��	 0 ≤ τ < π
2
. ���

θ1(τ)=
k1√
a+k21

[
arctan

(√
h2
a−(a+k21)ω
(a+k21)ω

)

+ arctan

(
ha tan(

√
ω τ)−

√
h2
a−(a+k21)ω√

(a+k21)ω

)
+ nπ

]
,

��	 π
2
(2n− 1) ≤ τ < π

2
(2n+ 1)� ��
� n ≥ 1

������	 ���	������� �	� ��
����� ��	 ρ2 ��� θ2� ��
� 
�� �
��
�
��� a2 ��� b2 ����� ��

a2 + b2 =

√√√√2

(
Hb

ω
+

√
A2

2 + b

ω

)
,

a2 − b2 =

√√√√2

(
Hb

ω
−
√

A2
2 + b

ω

)
,
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�� ����

ρ2(τ) =

√
a22 cos

2(
√
ωτ) + b22 sin(

√
ωτ)�

����� ρ2(0) = b2 ��	 
�� ����� θ2 = θ2(τ)� �

�� ���� �����
�
����� �� ����� ��

θ2(τ)=
k2√
b+k22

[
arctan

(√
h2
b−(b+k22)ω
(b+k22)ω

)

+ arctan

(
hb tan(

√
ω τ)−

√
h2
b−(b+k22)ω√

(b+k22)ω

)]
�


�� 0 ≤ τ < π
2
� ��	

θ2(τ)=
k2√
b+k22

[
arctan

(√
h2
b−(b+k22)ω
(b+k22)ω

)

+ arctan

(
hb tan(

√
ω τ)−

√
h2
b−(b+k22)ω√

(b+k22)ω

)
+ nπ

]
�


�� π
2
(2n− 1) ≤ τ < π

2
(2n+ 1)� ��
� n ≥ 1�

������� ��������� ���� ������ �� 
�� �������� ����
���� �� ��
��� 
�� qi ����������

� ��������	�
��� �� ��	
 ����
� �� H

� 
�
 ��� ���

	 �� ���
	���

�� ���� ��� �
 
�� ��������� 
����
����
���

�

�� ���� �����
�
����� 
�� ����
���� �
 
�� �����
����� ��
� ��
��
��� V1 ���

x1 = r sinφ cosλ x2 = r sinφ sinλ x3 = r cosφ

���� �� ��� ���� ��� ���� �
 
�� �����	�� ����
� �
 H ��� 
����
����	 ��
� 
��

���
���� ���
���

� �
�����
� �� �
������ ����
�

�� 
��� ���
��� �� �
�	� 
�� �
�����
� �
 
�� 	� ����
 �����	�� ����
� �
 
�� ���
�� !"#$�

%�� �����
����� ����
���� �
 
�� �������� ���
�� ���
⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

·
δρ

·
δθ

·
δP

·
δA

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 1 0

−2A2

ρ3
0 0

1

ρ2

−
(
3(a+ A2)

ρ4
+ ω

)
0 0 −2A2

ρ3

0 0 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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√
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ω
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√
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√
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(�!��� )*+ ����	� ��� k = 2
√
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