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Uber eine Modifikation eines graphentheoretisch basierten
partitionierenden Verfahrens der Clusteranalyse

HANS-GEORG BARTEL," HANS-JOACHIM MUCHA? und JENS DOLATA®

Abstract: A modified method of cluster analysis based on graph theory is presented. The
original clustering technique developed by H. SPATH [16] starts with pair wise distances be-
tween objects. These distances are used as the valuation of the edges in the complete graph
that represents the data set. The partition one is looking for is an optimised set of complete
subgraphs. The optimum property is defined concerning the edge valuation of the subgraphs.
The proposal presented here is a more general one. Additionally, the valuation of vertices will
be taken into consideration. In this way, both the connection between objects and the objects
themselves are valued. The method is applied on data of chemical compounds of Roman
bricks and tiles. As this example demonstrates it can be supposed that the degree of independ-
ence on the choice of the start partition is greater if the classification starts using a complete
graph with valuation of both edges and vertices.

1. Einleitung: Allgemeines zum Zusammenhang von Graphentheorie und
Clusteranalyse

.. Es ist schwer, den Urheber dieser allgemeinen Prinzipien (fir den Algorithmus
der hierarchischen Klassifikation) zu finden, die mehr dem normalen Empfinden als
einer formalisierten Theorie zuzurechnen sind." So urteilen LUDOVIC LEBART,
ALAIN MORINEAU und JEAN-PIERRE FENELON [1: S. 124, Anm. 27], wobei sie als
die ,.vielleicht am meisten systematische und ilteste Darstellung” die
Publikation [2] aus dem Jahre 1967 bezeichnen.*

Das wahrscheinlich erste Verfahren der Automatischen Klassifikation bzw.
(hierarchischen) Clusteranalyse wurde 1951 in Polen von K. FLOREK entwickelt
und beschrieben [S]. Es war auf die Suche nach einem Baum minimaler Linge
und damit auf ein graphentheoretisches Problem zuriickgefiihrt worden, wobei
die zu klassifizierenden Objekte (Gegenstinde) als Knoten eines kantenbewerte-

' Humboldt-Universitit zu Berlin, Institut fiir Chemie, Brook-Taylor-Straie 2, D-12489

Berlin, E-Mail: hans-georg_bartel@web.de

WeierstraB-Institut fiir Angewandte Analysis und Stochastik, MohrenstraBe 39, D-10117
Berlin, E-Mail: mucha@wias-berlin.de

Landesamt fir Denkmalpflege Rheinland-Pfalz, Abt. wArchiologische Denkmalpflege*,
Amt Mainz, Grofie Langgasse 29, D-55116 Mainz, E-Mail: dolata@em.uni-frank furt.de

Detaillierte historische Betrachtungen sind beispielsweise in den Darlegungen von JEAN-
PAUL BENZECRI (3, 4] zu finden.
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ten vollstindigen (ungerichteten) Graphen angesehen wurden.’ Die Bewertung
der Kanten bzw. die Festlegung ihrer ‘Linge’ erfolgte mit einem ‘Verschieden-
heitsindex’®. Da die Liange des Graphen sich als Summe seiner Kantenlingen
berechnet, wird der Klassifikationsalgorithmus folglich mit dem Loschen von
Kanten im vollstindigen Ausgangsgraphen in Verbindung gebracht, welches das
Ziel hat, einen Baum mit minimaler Linge zu erzeugen. Die genaueren Zusam-
menhénge zwischen dem Auffinden derartiger Biume und den agglomerativen
hierarchischen Verfahren der Clusteranalyse bzw. der fir die Hierarchisierung
grundlegende Ultrametrik sind in [1: S. 127-137] beschrieben worden.

Im Rahmen der nichthierarchischen bzw. partitionierenden Clusteranalyse hat
HELMUTH SPATH ein Verfahren entwickelt, das ebenfalls von einem kantenbe-
werteten vollstdndigen Graphen als Darstellung der gegebenen Datenmatrix (mit
beliebigen Daten) ausgeht [16: S. 92-97, 143-146).” Aus Griinden der Bequem-
lichkeit und der Kiirze soll diese partitionierende schwerpunktfreie Clusterana-
lysen-Methode mit Austauschalgorithmus nach seiner implementierten EDV-
Form benannt werden: TIHEXM ®. Einer Modifikation dieses Verfahrens, bei
welcher neben den Kanten des vollstindigen Graphen auch dessen Knoten be-
wertet werden, ist die vorliegende Arbeit gewidmet.

Die spezielleren Ausfithrungen werden die folgenden Festlegungen benutzen,
wobei daran erinnert sei, dass nicht erklarte graphentheoretische Begriffe insbe-
sondere dem Lehrbuch [6] entnommen werden kénnen:

2. Notationen und Erkldrungen

D={G, 4, ¥, E} : Datensatz, G : Objekt- oder Gegenstandsmenge, A : Merkmals- oder Attri-
butmenge, ¥ : Werte- oder Ausprigungsmenge, = : ternire Relation = C GX AXV,
(g:,a,,v,) € E lies: ‘Das Objekt gie G hat beim Merkmal/Attribut a,e 4 den Wert/die Aus-
pragung v, V.

* Die hier und im weiteren verwendeten graphentheoretischen Begriffe kénnen hinsichtlich

ihrer Definition in erster Linie dem Lehrbuch von HORST SACHS [6] entnommen werden.
Neben vielen anderen Werken zur Graphentheorie sei weiterhin auswahlweise auf [7-10]
sowie [11: 8.57-150] und [12, 13] hingewiesen.

Dieser ‘Index’ braucht nur die Grundeigenschaften einer Distanz (synonym: Abstand, Un-
dhnlichkeit) zu besitzen (s. Anm. 9). Wiirde statt der Distanz die Ahnlichkeit zwischen den
adjazenten Knoten (Objekten) zur Kantenbewertung herangezogen werden, miisste ein
Baum mit maximaler Linge gesucht werden. Bestimmte hierarchische Clusteranalyse-
Verfahren verlangen auf Grund ihres speziellen Charakters DistanzmaBe mit bestimmten
weiteren Eigenschaften. Hier ist etwa an das viel verwendete Verfahren nach J.H. WARD
[18] zu denken, welches die Verwendung des (quadrierten) euklidischen Abstandes (s.u.)
voraussetzt.

Vgl. auch [11: s. 322-329]. Hinsichtlich einer (allerdings nicht chemischen) Anwendung
kann auf[17] verwiesen werden.

Die Bezeichnung TIHEXM leitete SPATH von den von ihm mit ¢, bezeichneten Elementen
der Abstandsmatrix und von exchange method ab [16: S. 143-146).
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D; =(x,) : Datenmatrix zu einem Datensatz D= {G, 4, ¥, Z} mit n = |G| Zeilen und a = 4|
Spalten, x;€ V' : Wert/Ausprigung des Objektes g€ G beim Merkmal/Attribut g€ 4.

(n)= {Z, T, W} : (bewerteter) vollstandiger (ungerichteter) Graph des Umfangs n=[Z|.

%, : Knotenpunktmenge (von otiyua (Punky), o;€ X : i-ter Knoten(punkt) ;e .

I" : Kantenmenge (von ypappi (Linie)), (i, /}=y;€ [ : die die Knoten 6; und o; verbindende Kante
l._.] -

W= (wy) : Bewertungsmatrix, w,=m, : Bewertung (Masse) des Knotens Gie Z, wiy=w;i (i#/) :
Bewertung der Kante y;eI.

{1) : Punktgraph » (I'=@).

A’ Zerlegungsgraph (von Sidworg (Zerlegung)) mit # Knoten und ¢ (1<c<n) vollstindigen
Graphen als Komponenten (A ={n)).

R : Menge der reellen Zahlen.

8y : (beliebige) Distanz zwischen den Objekten g;, g;€ G einer Objektmenge G ° die &; wer-
den vermittels der Elemente der Datematrix D7 = (x,,) errechnet.

2
d, = “i —iX; H : euklidische Distanz (Unidhnlichkeit) zwischen den Objekten g;, g;€ G mit

den (metrischen) Datenmustern X, bzw. X, einer Objektmenge G.

©(8;)e R: Funktionen des Distanzwertes §;.

3. Ein graphentheoretisch basiertes partitionierendes schwerpunktfreies
Verfahren der Clusteranalyse von HELMUTH SPATH (TTHEXM)

Ausgangspunkt fiir die graphentheoretische Darstellung ist — wie bei der agglo-
merativen hierarchischen Clusteranalyse (s.0.) — die Zuordnung eines Datensat-
zes D={G, 4, ¥, Z} bzw. der zugehérigen Datenmatrix D; =(x,) zu einem
vollstandigen Graphen {(n)={X, T, W} ' vermége der Abbildungen:

GO bzw. geGooeX(i=1,2..,n=|G=E) (AJ)

Ve, geG(i#)) {g, g} © W=Yvel (Av)
Vo, (i#)): 9(8)) » wy=w; > v, =Yl (Ao)
mi=w; = 0€X(i=12,..,n=|G =[] (Ag)

Der Zuordnung (A4) der Massen m; = w; zu Knoten, die einer Gewichtung der
Objekte entspricht, wurde bisher keine Aufmerksamkeit geschenkt. Die Verfah-

Mit ge R muss fir die Elemente 8; der Abbildung von GXG—=— R gelten: §; > g, §; = q,
8 = &; Wie gewohnlich wird auch in dieser Arbeit ¢ = 0 gesetzt. Soll 8 nach spezielle
Eigenschaften besitzen — z.B. ‘metrisch’ wie der euklidische Abstand d;; oder ‘ultramet-
risch’ ete. — so miissen zusiitzliche Bedingungen erfiillt sein. Zu Abstands- und Ahnlich-
keitsmafien bzw. -funktionen vgl. beispielsweise [14: §. 14-34], [15] und [11: S. 304-309].

Zuweilen wird der die Datenmatrix bzw. den Datensatz reprisentierende vollstandige
Graph als proximity graph bezeichnet, wobei die Kantenbewertung unter Verwendung der

Ahnlichkeit zwischen den Knoten- bzw. Objektpaaren ermittelt wird [19]. S. auch den Bei-
trag [20] in diesem Heft.
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ren setzen eine Gleichbewertung aller Knoten mit m; =1 firi =1, 2, ..., n vor-
aus, so dass ' m, =n gilt.

Da im TIHEXM-Verfahren keine iiber die Grundeigenschaften (s. Anm. 9)
hinausgehenden Voraussetzungen tber das Distanzmal getroffen werden miis-
sen, kénnen zur Grundlage fir die Bewertung der Unahnlichkeitsbeziehungen
zwischen allen Knotenpaaren, die durch die Abbildungen (A.) ausgedriickt wer-
den, alle Arten von Daten herangezogen werden. Auf diese Weise kénnen auch
Objekte mit nichtmetrischen und gemischten Merkmalen untersucht werden, da
die &, immer eine reelle Zahl sind, so dass bei angepasster Wahl des Distanzma-
Bes in jedem Fall eine Kantenbewertung mit reellen Zahlen gewihrleistet ist.

Die Zerlegung der n Objekte von G im Datensatz D= {G, 4, ¥, £} nach den
Merkmalen 4 vermittels der Werte ¥ und der Relation Z (bzw. der Datenmatrix
D; =(x,) in ¢ Klassen erfolgt beim TIHEXM-Verfahren durch Aufspaltung des

zugeordneten Graphen (n) in den Graphen A° = {(nl), i = ("5)} mit ¢

Komponenten und ., n, =n durch L3schen von

Kanten derart, dass die Summe der (eventuell ge-
. e A wichteten) Summen der Kantenbewertungen aller ¢

vollstandigen Teilgraphen (ny), €na), ..., {n.) mini-
@ E v mal ist. Dabei ist die Summe der Bewertung eines
Punktgraphen (1), der einen isolierten Knoten bzw.

15 10

Objekt darstellt, gleich null zu setzen.
Abb. 1 zeigt die prinzipiell moglichen Partitions-
typen fiir eine Objektmenge mit n = 6 Elementen,
% die in ¢ = 3 und ¢ = 2 Klassen zerlegt wurde. Es
sind insgesamt 90 unterschiedliche Partitionen fiir
den Fall ¢ = 3 und 31 bei ¢ = 2 moglich. In Abb. 1
wurde die Aufteilung dieser Gesamtzahlen auf die

jeweiligen Partitionstypen angegeben.

e oo L]
*—e 3 .

- & Abb. 1 Zerlegung des vollstindigen Graphen (6) in zwei
1s

und drei vollstindige Teilgraphen

Der Klassenzerlegung von G in eine Partition P’ ={G,, Gy, ..., G.} der Lén-
gecmit ([ G =G undnm=|G|(i=1,..,c¢)" entspricht die Zerlegung des
Graphen () in den Graphen A = ), {npd, .., {nd} vermittels folgender Ab-

"' Die Elemente G; der Partition P stellen die paarweise disjunkten (Aquivalenz-)Klassen
der Zerlegung von G dar und werden auch die ‘Cluster” der Partition genannt.
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bildungen: G «» Zund G; & %, (i = 1, ..., ¢), wenn mit £ die Knotenmenge der
‘Komponente (n;) des Zerlegungsgraphen A° bezeichnet wird und n; = |Z} = |G/
ilt.

¢ Die von SPATH entwickelte urspriingliche Form des TIHEXM-Verfahrens un-
terscheidet drei Varianten, die im folgenden mit A = 1, 2, 3 unterschieden wer-
den. Das Kriterium, das zum Herausfinden der optimalen Zerlegung von G bzw.
(n) bei gegebener Klassenanzahl ¢ in P bzw. A", verwendet wird, ldsst sich all-
gemein schreiben:

C,(P)=Y.e,(G,) © Minimum A=1,2,3), (0
J=1

wobei die auf die ¢ Cluster G; bzw. Komponenten (n,) bezogenen Summanden
e, (G,) als

Li(n) 3 20(8,) (n,>1)

e, (G,) = gl 2 (a=123) )
0 (n,=1)

zu berechnen sind. Dabei ergeben sich die Koeffizienten {y(n;) fiir die drei Vari-
anten zu

L (n)=1, cz(nj)zni, Lyin,) = 3)

J

(n,‘(nj - 1))4 (nj > 1) 13
0 (n,=1)

Die Bedingung flir den erfolgreichen Austausch eines Objekts g; aus dem
Cluster G, in den Cluster G; lautet (A =1, 2, 3)

e (G, \{g.}) +e,(G,u{g})<e (G )+e(G)) 4)
mit e, (G, \{g}) =L, (n, 1) (;hé(p(a’")_ > 06,
c»‘« he G, (5)
e (G, uig)=L.(n +1) (rEC gc.@(fin,) + gﬁ,@(ﬁ.,,)) .

Led

Im graphentheoretischen Sinne entspricht dem Austausch eines Objekts von
einer Klasse in eine andere dem Loschen und Kniipfen von Kanten. Werden zu

' Die Fassung von SPATH summiert jeweils iiber 3; anstelle von ¢(3,). Die Festlegung e,(G,)
= 0 im Falle von n; = |Gj| = 1 (Cluster mit isoliertem Objekt) entspricht der erwihnten Be-
wertung des Punktgraphen (1) mit null (s.0.).

In der Variante A = 3 fiir n; > | wird nach SPATH ,, mir der reziproken Anzahl der eingehen-
den Abstandswerte" (16, S. 94] gewichtet. Diese Anzahl ist genau genommen die Halfte

von (C](n,))'l, namlich ["2' } was aber fir das Kriterium ohne Belang ist. Statt der Festle-

gung L3(1) = 0 kann auch dafiir gesorgt werden, dass Fille mit n; = 1 nicht auftreten. An-
derseits eriibrigt sich dieses Vorgehen, wenn der Festlegung fiir 7, = | in (2) das Primat
eingerdumt wird (vgl. auch Anm. 12).
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I6schende Kanten durch punktierte und zu kniipfende durch fette Linien gekenn-
zeichnet, so kann der Austauschvorgang an einem Beispiel folgendermafien ver-
deutlicht werden:

N2
Abb. 2

Haben zwei Objekte g, und g; ein in dem Werten vollkommen {ibereinstim-
mendes Merkmalsmuster, so gilt §,; = 0. Somit werden sie derselben Klasse an-
gehoren. Bei bestimmten Distanzmalfen, etwa den metrischen und ultrametri-
schen, wird die Eigenschaft 8; =0 = g; = g; gefordert, die bei den als Individuen
unterscheidbaren Objekten g, und g nicht erfillt wire. Daher ist es empfeh-
lenswert, derartige Objekte g, #g, mit 8y = 0 (wegen des identischen Merk-
malsmusters) durch Kondensation ihrer zugehorigen Knoten zu vereinigen.'*

Diesen Abschnitt abschliefend, sei angemerkt, dass sich zeigen ldsst, dass die
Variante A = 2 mit ¢(d;) = d; mit dem k-Means-Verfahren der partitionierenden
Clusteranalyse [21] iibereinstimmt."®

4. Das modifizierte Verfahren

Die vorgenommene Modifizierung des TIHEXM-Verfahrens bezieht sich nur
auf die Variante A = 2. Zu ihrer Kennzeichnung wurde daher der Index A = 2'
gewihlt. Das lasst sich damit begriinden, dass die Variante A = 1 nur von einer
Kantenbewertung ausgeht, die sich hinsichtlich der Intention einer gleichzeiti-
gen Knotenbewertung direkt nicht modifizieren ldsst. Die Variante A = 3 be-
riicksichtigt neben der Kantenbewertung eine Gewichtung nach der Anzahl der
Kanten bzw. der paarweisen Beziehungen zwischen den Knoten einer Kompo-
nente des Zerlegungsgraphen. Eine Modifizierung dieser Vorgehensweise wurde
vorerst nicht beabsichtigt.'® Wie gleich gezeigt wird, ist die Variante A = 2 ein
Spezialfall des kanten- und knotenbewerteten Graphen {n).

Die entsprechenden Beziehungen (2) und (3) erhalten in diesem Fall fiir die
Klasse G; die Form:

s |

N K T
' Die Kondensation lisst sich folgendermaBen verdeutlichen:
' Zum Beweis s. [16, S. 94].
' Es wiire zu iiberlegen, inwieweit eine spater auch hier vorzunehmende Modifizierung unter
Verwendung des sogenannten line graph (s. dazu [20]) von {n) méglich und sinnvoll ist.
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gz'(m[”) . 2 Zmimh ' (P(a,,,) (' G,' |> l)
e;-(GI) e ma,t?, 17 (21)
0 (G, I=1)

und LolmM= Y 3)

wobei mit m; die Masse des Objekts g; bzw. die Bewertung des Knotens o; ge-
méh (Ag) (s. Abschnitt 3) und mit m'” die Gesamtmasse der Klasse G; bzw. der
Komponente (n,) des Zerlegungsgraphen m*’ =y _ ¢,m, bezeichnet sind. Damit

wird das Kriterium (1) zu
C,(P)=3e,(G,) = Minimum . (1)

Die Bedindungsungleichung (4) fiir den erfolgreichen Austausch eines Ob-
jekts g; aus der Klasse G, in die Klasse G; bleibt fiir A = 2', d.h. unter Verwen-
dung von (2) und (3") in ihrer Form erhalten, wobei

ez'(Gq \ {g;}) = Cz’(m(ﬂ _ml) (E Em,mk .{p(ath)_h;mfm : (9(8;1. ))

leG heG

(5"
Sl EN =R n o) (2, 2, B+ Zymimy- 900D

h>t
einzusetzen ist.

Hinsichtlich der Objekte mit identischem Merkmalsmuster wird verfahren,
wie im vorhergehenden Abschnitt empfohlen wurde.

Es ist leicht einzusehen, dass die Variante A = 2 der urspriinglichen TIHEXM-
Methode als Spezialfall fiir die Gleichbewertung aller Knoten von {r) mit m, = 1
fiiri=1, 2, ..., n in der wie soeben beschriebenen modifizierten Version enthal-
ten ist. Insbesondere ist dann die Gesamtmasse des Clusters G; m"’=n;=|G)|
gleich der Anzahl seiner Objekte n;.

Wie die Beziehung (4) unter Beachtung von (2", (5) und Anm. 17 zeigt, kann
ein Objekt g; mit der Masse m; = 0 nicht ausgetauscht werden, da dic Beziehung
(4) nicht erfiillt ist, es gilt jetzt e, (G, \{g }) +€,(G, v {g })=e,(G,)+e,(G))
statt der geforderten Ungleichheit. Ein derartiges Objekt bliebe also stets in der
Klasse, in welche es zufallig oder willkiirlich eingeordnet wurde. Da partitionie-
rende Verfahren der Clusteranalyse die Angabe einer Startpartition verlangen,
wire die Klassenzuordnung eines Objekts mit der Masse null nur durch den
Austausch von Objekten mit von null verschiedener Masse bedingt. Es selbst
beeinflusst die (automatische) Klassenzerlegung nicht. Daher sollte eine Kno-
ten- bzw. Objektbewertung mit der Masse null vermieden werden, obwohl ihr

7 Zur Festlegung ¢,(G)) = 0 bei |G| = 1 (isoliertes Objekt bzw. isolierter Knoten) s. Anm. 12.
In dem extremen Fall, dass |G| = 1 und m” = m; = 0 gilt, ist der Regelung von (2') gegen-
iiber (3") der Vorrang zu geben, d.h. der Punktgraph erhilt stets unabhangig von der Masse
seines Knotens die Bewertung null.
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theoretisch nichts im Wege steht. Eine beliebig kleine, aber positive Masse kann
am Austauschgeschehen teilnehmen.

Die durch die Modifizierung gegebene Bewertung der Kanten und der Knoten
und damit der Unahnlichkeitsbeziehungen zwischen den zu klassifizierenden
Objekten und der Objekte selbst lasst fiir das Ziel einer Klassenzerlegung der
gegebenen Objektmenge Vorteile erwarten. Bei vergleichbarer Unahnlichkeit
mit anderen Objekten werden Objekte umso weniger das Klassifikationsresultat
beeinflussen je geringer ihre Masse relativ zu den anderen Objekten ist. Fiir eine
unterschiedliche Bewertung bzw. Gewichtung der Objekte lassen sich mehrere
Griinde anfithren. So kann man beispielsweise solchen Objekten, die als Ausrei-
Ber erkannt wurden oder deklariert werden sollen, eine relativ kleine Masse zu-
teilen, damit ihr Einfluss auf die Klassifikation gering ist.

Wie im nichsten Abschnitt erldutert werden wird, erscheint eine Knotenbe-
wertung besonders geeignet, wenn sie in sinnvoller Weise auf die Bewertung der
Kanten zuriickgefiihrt werden, mit denen der jeweilige Knoten inzidiert.

5. Zur Knotenbewertung

Hinsichtlich der Bewertung der Knoten des Graphen (n) kann an vielfltige
Maoglichkeiten gedacht werden. Hier mdgen zwei von ihnen betrachtet werden:
(a) Bestimmte Knoten erhalten aus irgendeinem Grunde (z.B. weil die ent-
sprechenden Objekten als Ausreifler gekennzeichnet werden sollen) eine
Masse m;=¢ mit 0<e<1,'® wihrend allen anderen Knoten die Masse m;=1

zugeordnet ist. Fiir e=1 ist der Spezialfall der Gleichbewertung aller Kno-
ten gegeben.

(b) Die Masse jedes Knotens o; wird unter Verwendung der Bewertungen der
n—1 Kanten berechnet, die mit ihm inzident sind.

Die Vorgehensweise (a) sei am Beispiel eines Graphen (4) vorgenommen,

der in Abb. 3 dargestellt wurde. Die dort angegebenen Kantenbewertungen ent-

sprechen den Quadratend; der euklidischen Distanz d; zwischen den Knoten-

punkten der mit dem Graphen verbundenen Figur.

Bei Beriicksichtigung der Bewertung des Graphen in Abb. 3 ergeben sich fiir
dessen Zerlegung A’ insgesamt sieben unterschiedliche Graphen, die in Abb. 4

gezeigt sind. a__ 1 b
ZaN
c 4 d
Abb. 3

' Bei den folgenden Betrachtungen werden Massen mit dem Wert null beriicksichtigt, da der
Austauschprozess hier nicht relevant ist.
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Die drei ® -Knoten 0a, Ob und o¢ erhalten die Bewertung wa = wy = we = 1,
wihrend der o-Knoten g als ‘Ausreiler’ betrachtet werden soll und deshalb ei-
ne Bewertung wy = € mit 0<e<1 zugeordnet bekommt. Damit werden fiir das
Kriterium C, (17) hinsichtlich der Graphen A’in Abb. 4 folgende Werte berech-
net:

A, | Typ Cy fire=0|fire=1
<3 £<3
I e { "}(]V)ﬁir{ |4 3
2(e+1) 24 £2+5
I | €% e+l i s
Ae+1) 2 2
i ge+] 1 z
c+1
v ;A 3
Te+1 1 8
’ .(3) £+2 : :
{0,(3)
VI 6e+2 I ‘Z‘
£+2
9e+1 ! 10
il L 1
£+2 2 2

Es ist zu erkennen, dass das Ergebnis einer Zerlegung in zwei Klassen wesent-
lich von der Bewertung € des Knotens oq4 abhdngt. Bei der Gleichbewertung al-
ler Knoten (€ = 1) wiirde die Zerlegung IV { {04}, {Ga,00,0¢c} } erhalten werden,

fiir 0<e<$ dagegen die Zerlegung I { {004}, {0a,0c} }. Fiir die Fille € = 5

und € = 0 existiert keine eindeutige Klasseneinteilung. Im ersteren sind die Zer-
legungen I und IV, im letzteren sogar I, II, V, und VII gleichberechtigte Ergeb-
nisse.

Der oben genannte Fall (b) der Knotenbewertung wurde in folgender Weise
spezifiziert. Die Masse m; des Knotens 0, X des Graphen (n) wird nach
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berechnet. Dabei sind s, —exp(—n z ) die (Gesamt-)Ahnlichkeit des Kno-

tens O, Up < n 1% die Anzahl der Knoten mit der Masse m = 0 bzw. mit minimaler
Ahnlichkeit s = Spin. € ist eine willkiirlich wihlbare kleine positive Zahl (ctwa

£<107), die das Auftreten von Massen m; =

0 verhindert. Die Gesamtmasse des

auf diese Weise knotenbewerteten Graphen {n) entspricht der Gesamtmasse des
Graphen {n), dessen samtlichen Knoten jeweils die einheitliche Masse m = 1 zu-
geordnet ist; Z:xlm,. =n.

Berechnet man in der beschriebenen Art (6) die Massen des in Abb. 3 darge-

stellten Graphen unter Verwendung der euklidischen Distanzen d;; =

so kommt man zu folgenden Werten:

ma

W %)),

Damit werden fiir die sieben Zerle- | knoten Oa | Ob | Oc | Od
gungen des Graphen von Abb. 3 in |, |E=0 1,237]1,694|1,069|0,000
zwei Klassen (s. Abb. 4) unter Ver- | ' |E=3- 107]1,236/1,693|1,068]0,003
wendung des C-Kriteriums die Mini-

Zerlegung |1 11 Im | Iv \Y VI | VI
Cy E=0 0,57310,715]1,311]1,760(0,715{1,311]0,573
E=3 107 0,579(0,726(1,322|1,759{0,724|1,31510,586

Y9 Der fiir die Praxis auszuschlieBende Fall Mo = n, bei dem also fiir die Ahnlichkeit s; aller
Knoten im Graphen (1) §; = Smin = Smax gilt, liefle sich auf denjenigen zuriickfithren, bei dem

alle Knoten mit der Masse m = 1 gleichbewertet sind. Ein Beispiel wire der Graph E}

mit der Bewertungsmatrix #'=

1
1
2
1

1 21
12

111 ,d.h.w,-,-=

211

m;=1und wy = d; Gji=12,....n

i #J). Die Zerlegung in zwei Klassen mit dem Kriterium C, fiihrt wegen

Zetlegungsgraph (Typ)

Cy | Anzahl der mdglichen Realisierungen

11 1 2
Y E 1
7: * 4

r3

1 1,
zu den beiden gleichberechtigten Ergebnissen I oder

4

i

1
*—e

e,
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erhalten. Es ist zu ersehen, dass im Falle £ = 0 bzw. mq¢ = 0 fir den Knoten Gy
eine Mehrdeutigkeit bei der Zerlegung in zwei Klassen auftritt, so dass jetzt die
beiden Zerlegungen [ { {Gb,04}, {Ca,0c} } und VII { {Ob}, {0a,0c,04} } als gleich-
berechtigte (globale) Minima auftreten. Auch wiirde der Austausch

{ {oc,04}, {Gaicb} (D) — { {oc}, {0a,00,04} } (V)

keine Verianderung des Kriteriumswertes bewirken usw. Dagegen fiihrt die
Verwendung der positiven Ausreiflermasse bzw. & > 0 zu dem eindeutigen Re-
sultat { {ob,04}, {Ca,0c} } (I).

Bei einem Graphen (n) mit grofiem » und einer Zerlegung in eine im Ver-
gleich mit n kleine Klassenanzahl ¢ wird sich der Unterschied bei der Verwen-
dung von & > 0 bzw. & = 0 kaum auswirken, da insbesondere das Aufireten von
Klassen mit isolierten Knoten bzw. Punktgraphen (1) als Komponenten des Zer-
legungsgraphen A’ nicht zu erwarten sind. Die Bewertung der Knoten bzw. Ob-
jekte gemdB (6) sollte aber in derartigen Fillen eine im Vergleich mit der
Gleichbewertung oder des alleinigen Herabwertens der Ausreifier relativ erhohte
Gleichmifligkeit bzw. Stabilitit der Resultate in Hinsicht auf die gewihlten
Startpartitionen bewirken.

Es sei noch angemerkt, dass die Beziehung (6) mit & = 0 in der Form

s, =S,

m =t ™

s =i,

ne(s . —8.)
Z;-I (sj = Sein)
Somit kann die Masse bzw. Bewertung des Knotens o, als Transformation seiner
Gesamtihnlichkeit in das Intervall [0, 1] aufgefasst werden.

mit dem (Normierungs-)Faktor = ? geschrieben werden kann.

6. Ein Beispiel

Das in Abschnitt 4 beschriebene kanten- und knotenbewertende Verfahren der
partitionierenden schwerpunktfreien Clusteranalyse wurde mit der Kantenbe-
wertung wy = @(d,) =d; (i # ) sowie mit der in Gleichung (6) (bzw. Gleichung

(7) mit T = 1,15) angegebenen Berechnung der Knotenbewertung (€ = 107 auf
einen Datensatz angewendet, der 137 rémische Ziegelproben als Objekte und
die chemischen Oxidgehalte an SiO,, TiO,, Al,O;, Fe,05, MnO, MgO, CaO,
Na,0 und K,0 sowie die Gehalte der Spurenelemente V, Cr, Ni, Zn, Rb, Sr, Y,
Zr, Nb und Ba als Merkmale enthilt. Dieser ist Teil eines an Objekten umfang-

 Der Faktor T ist so festgelegt, dass das arithmetische Mittel der nach (7) bestimmten Mas-

sen eins ergibt: =13 m =1.
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reicheren Datensatzes, der in [22, 23] wiedergegeben ist und iiber dessen bishe-
rige mathematisch-archdologische bzw. archdometrische Bearbeitung in vor al-
lem in den Arbeiten [24-26] tibersichtsmaBig informiert wurde.

Das Hauptanliegen der chemisch-analytischen, mathematisch-statistischen
und archdologischen bzw. archdometrischen Untersuchungen ist das Lokalisie-
ren derjenigen durch das rémische Heer betriebenen Ziegeleien, in welchen die
in Obergermanien (Germania Superior) gefundenen, beprobten und chemisch-
analytisch untersuchten Ziegel, Fulbodenplatten etc. produziert wurde. Eine
dieser identifizierten Heeresziegeleien war im heutigen Frankfurt-Nied statio-
niert. Die vorhergehenden an diesem Material vorgenommenen Untersuchungen
haben fiir die Gruppe der dort hergestellten baukeramischen Produkte Differen-
zierungen erkennen lassen, die detailliertere archdologische Erkenntnisse erwar-
ten lassen. Aus diesem Grunde wurde der soeben erwihnte Teildatensatz, dessen
n = 137 Objekte der Heeresziegelei von Nied zugeordnet werden konnten, mit
Hilfe der Clusteranalyse mit dem in den Abschnitten 4 und 5 erlauterten modifi-
zierten TIHEXM-Verfahren emeut und gesondert klassifiziert.

Als erster Schritt wurden dabei die Werte x; im Sinne der Vergleichbarkeit

fiir jedes der 19 Merkmale der Transformation x;, = nn i unterzogen, da die
h=lxhj

Zahlenwerte in ihrer Grofenordnung sehr unterschiedlich sind (Masse-% fiir die
Oxidgehalte, ppm fiir die Konzentrationen der Spurenelemente).

Ausgehend von mehreren zufallsgenerierten Startpartitionen, wurden die Er-
mittlung von Endpartitionen (Klassenzerlegungen) zum Vergleich mit

(1, einer Gleichbewertung aller Knoten mit der Masse eins (urspriingliche

TIHEXM-Variante A = 2)

(2) einer Knotenbewertung nach Gleichung (6)
durchgefiihrt. Das Resultat fir die Zerlegung in ¢ = 3 Klassen sei in Form der
folgenden Pivot-Tabellen wiedergegeben:

Fall (1), Anzahlen Partition 2
Partition | Cluster 2.1 | Cluster 2.2 | Cluster 2.3 | Gesamt
Cluster 1.1 28 4 3 35
Cluster 1.2 75 75
Cluster 1.3 2 25 27
Gesamt 30 29 78 137
Fall (2), Anzahlen Partition 2
Partition | Cluster 2.1 | Cluster 2.2 | Cluster 2.3 | Gesamt
Cluster 1.1 34 34
Cluster 1.2 66 66
Cluster 1.3 37 37
Gesamt 37 34 66 137
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Fall (2), Anzahlen Partition 3
Partition | Cluster 3.1 | Cluster 3.2 | Cluster 3.3 | Gesamt
Cluster 1.1 34 34
Cluster 1.2 66 66
Cluster 1.3 37 37
Gesamt 38 33 66 137
Fall (2), Anzahlen Partition 3
Partition 2 Cluster 3.1 | Cluster 3.2 | Cluster 3.3 | Gesam!
Cluster 2.1 37 37
Cluster 2.2 34 34
Cluster 2.3 66 66
Gesamt 38 33 66 137

In diesen Tabellen wird die Aufteilung der Gesamtanzahl der Objekte (hier 137)
auf zwei zu vergleicheade Partitionen wiedergegeben. Fiir den Fall (1) wurden
zweli der ermittelten Partitionen der Linge ¢ = 3 verglichen, fir den Fall (2) hin-
gegen (paarweise) drei derselben Linge.

Es ist zu erkennen, dass die fett hervorgehobenen abweichenden Zuordnungen
von Objekten zu Cluster (Fehler) nur im Fall (1) mit der (nicht geringen) Anzahl
9 auftreten, wihrend im Fall (2) fir die betrachteten drei Partitionen kein Fehler
festgestellt werden konnte,

Diese im dargestellten Beispiel angedeutetc groBere Stabilitit gegeniiber der
Wabhl der verfahrensbedingten zufallsbedingten Startpartition deutet einen Vor-
teil der Verwendung des knotenbewerteten Verfahrens an, zu welchem die bes-
sere Interpretierbarkeit der Ergebnisse hinzutritt. Es wire aber verfriiht, in die-
sem angefiihrten Beispiel, das sich durch weitere unterstiitzen lieﬁg, die Andeu-
tung eines Beweises sehen zu wollen. Dazu sind weiterfilhrende Uberiegungen
und Untersuchungen notwendig.

Auch wiirde es den Rahmen der hier gebotenen Darstellungen und Intentionen
sprengen, die erhaltenen Ergebnisse im Zusammenhang einer archiologischen
oder archdometrischen Auswertung zu unterziehen. Es moge hier der Hinweis
genligen, dass die archiologisch gesicherte Gruppierung ‘Frankfurt-Nied’ offen-
sichtlich in archdometrischer (chemisch-analytischer und mathematisch-
statistischer) Hinsicht zumindest in drei stabile Untergruppierungen eingeteilt
werden kann, deren Existenz — wie schon erwihnt — zu weiterfiihrende archio-
logische Schlussfolgerungen fiihren kénnen. Derartige Ausfiihrungen werden
aber spatere Veroffentlichungen gewidmet sein.
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