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1.  Uberblick

Gegenstand dieser Arbeit ist eine neue Methode zur Klassifizierung endlicher bewerteter Strukturen
nach Ahnlichkeit (incl. Isomorphie). Insbesondere werden dabei auch unscharfe oder Fuzzy - Struk-
tren beriicksichtigt, wie beispielsweise Molekile in raumlicher Darstellung.

Die vorgestellten Methoden wurden bereits erfolgreich zur Losung der folgenden Fragestellungen bei
unterschiedlichen Strukturtypen eingesetzt:

G Isomorphietest. kanonische Numerierung, Teil-/
raphen
Subgraphensuche
Desi Isomorphietest, Berechnung der
esigns :
Automorphismengruppe
Topologische molekulare Gra-|  Isomorphietest, kanonische Numerierung, Teil-/
phen Subgraphen-/Ringsuche
Dreidimensionale molekulare | Isomorphietest, Ahnlichkeitserkennung, kanonische
Graphen Numerierung, Teil-/Subgraphensuche

Wihrend bei den ersten drei Strukturtypen ein exakter Isomorphiebegriff existiert, muflte vor allem bei
dreidimensionalen molekularen Graphen ein Ahnlichkeitsbegriff definiert werden. der eine Identifi-
zierung ermdglicht. Insbesondere sollten dabei auch geringfiigige Tol 1 - beispielsweise in der
geometrischen Darstellung - als zuldssig vorgegeben werden kénnen.

'Diese Arbeit wurde von der Fakultat fur Mathematik und Physik der Universitat Bayreuth als Di: jon zur Erl des Grades eines
Dokiors der Naturwissenschaften (Dr. rer. nat ) genehmigt. 1. Gutachter: Prof. Dr. A_ Kerber, 2. Gutachter: Prof. Dr. R. Laue. Tag der Einrei-
chung: 5. Mérz 1997, Tag des Kolloguiums: 22. Mai 1997

Gefordert durch das BMBF Projekt | Entwic) eines stereoch hen Struktu zur Verwendung im Informationssystem
Spektroskopie / Spec-info” und das DFG Projekt , Erkennung, Beschreibung und Visnalisierung molekuiarer Strukueren”™ (03KETBAY9).
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Ausgangspunkt der Arbeit war das Problem der Klassifizierung dreidimensionaler molckularer Struk-
turen. Die rdumliche Plazierung der Strukturen wird durch eine Kraftfeldoptimierung erreicht. Da zum
einen das zugrundeliegende numerische Verfahren bei unterschiedlichen Anfangsbedingungen unter-
schiedliche Ergebnisse liefert, aber auch mehrere raumliche Plazierungen emes topologisch identischen
Molekils existieren konnen, war es notwendig, ein Hilfsmittel zur hen Unterscheidung der
erzeugten Molekiile zur Verfiigung zu stellen.

11 Ziele

Zur Losung dieser Aufgabe wird in der vorliegenden Arbeit ein geeignetes objektorientiertes Modell
fiir eine grobe Anzahl von Strukturklassen geschaffen, das durch seinen allgemeinen Charakter sehr
einfach auch an neue Strukturklassen angepalit werden kann.

Die objektorientierte Darstellung erlaubt eine sehr iibersichtliche Formulierung von Strukturen und
ermdglicht dadurch auch eine leichte Anpassung an neue Struktureigenschaften.

In einem niichsten Schritt wird die Begriffe der Ahnlichkeit und Isomorphie fiir Strukturen, die diesem
Modell entsprechen, definiert.

Das primire Ergebnis dieser Arbeit ist ein diskreter Algorithmus, der aufgrund des objektorientierten
Strukturmodells und des dafiir vorgegebenen Ahnlichkeitsbegriffes eine ldentifizierung von Strukturen
ermdglicht, also eine sog. Ahnlichkeitsabbildung zwischen Strukturen findet.

Um dies zu erreichen, wird eine neue Methode entwickelt, die es prinzipiell ermdglicht, ohne Anderung
der vorgestellten Algorithmen oder des daraus entwickelten Programmes, verschiedenste Strukturen zu
verarbeiten.

Das bedeutet, daB bei einem Wechsel der Klasse der Strukturen (z. Bsp. molekulare Graphen) zu einer
anderen Klasse (beispielsweise Designs) kein neuer Algorithmus zur Klassifizierung erstellt werden
muB. Zudem ist es moglich - unter Verwendung entsprechender Abbildungen - Strukturen aus unter-
schiedlichen Klassen zu vergleichen.

Dieses Ziel wird mit Hilfe von abstrakten Datentypen erreicht, deren Schnittstellen an die jeweils vor-
liegenden Eigenschaften der Struktur, angepaBt werden kénnen.

Setzt der Anwender dieser Theorie die vorgestellten Algorithmen ein, oder entwickelt er neue Ver-
fahren, die ausschlieBlich mit diesen Methoden arbeiten, muf} er also lediglich die Schnittstelle der
betrachteten Klasse von Strukturen zur Verfligung stellen.

Ausgehend von der allgemeinen objektorientierten Strukturdefinition werden nachfolgend ver-
schiedene Algorithmen zur Klassifizierung vorgestellt. Neben der Isomorphie bzw. Ahnlichkeit und
Teilstrukturisomorphie ist es u, a. moglich, anhand der gegebenen Strukturbeschreibung eine kano-
nische Darstellung der Strukturen zu berechnen, also auch das wichtige Normalformenproblem zu
losen.

1.2. Aufbau

Die Arbeit ist in mehrere Abschnitte gegliedert. Der erste Teil beinhaltet wichtige, in den nachfolgen-
den Kapiteln verwendete Definitionen, vor allem aus dem Bereich der objektorientierten Analyse. Ein
Bereich, der in der Mathematik einen wesentliche natiirlicheren Ansatz bei der Modellbildung erlaubt,
jedoch noch nicht sehr verbreitet ist.

Im zweiten Abschnitt werden die notwendigen Hilfsmittel zur objektorientierten Darstellung von endli-
chen bewerteten Strukturen spezifiziert. Dabei werden auch einige herkémmlichen Darstellungsarten
vorgestellt und mit der neuen, erweiterten Darstellung verglichen. Daneben wird der Begriff der Ahnli-
chkeit und insbes. der Isomorphie von Strukturen definiert.
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Der dritte Teil beschiftigt sich mit Algorithmen zur Isomorphie- und Ahnlichkeitserkennung sowie zur
Teilstrukturerkennung und kanonischen Numerierung von Strukturen. Die Algorithmen beruhen auf
der zuvor definierten objektorientierten Strukturdarstellung, und sind ebenfalls in objektorientierter
Form implementiert. Anhand von Beispielen wird erklart, welchen EinfluBl der Austausch der Informa-
tionen zwischen dieser neuartigen Darstellung und den Algorithmen auf die Effizienz der Verfahren
hat.

Die Anwendung dieser Theorien erfolgt im vierten Teil der Arbeit. Die zuvor definierte Darstellung der
Strukturen wird auf einige der eingangs erwihnten Strukturtypen iibertragen und anhand von einfachen
Beispielen erldutert. Besondere Beachtung finden vor allem die molekularen Graphen, da hier ins-
besondere der Ahnlichkeitsbegriff von endlichen Strukiuren bendtigt wird. Mogliche Erweiterungen
der verwendeten Modelle und weitere Einsatzgebiete sind ebenfalls in diesem Abschnitt zu finden.
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2 Objektorientierte Analyse

Die objekterientierte Analyse ist ein michtiges Hilfsmittel zur Modellierung realer Probleme, In der
Mathematik wird sie jedoch bisher selten eingesetzt. Sie erlaubt durch das Prinzip der Kapselung eine
sehr einfache, modulare Formulierung komplexer Zusammenhingen.

Thre Anwendung ist mit dem Einsatz einiger neuer Begriffe verbunden, die in diesem Abschnitt kurz
erlautert werden sollen. Fir cine Beschreibung in einem etwas ausfithrlicheren Kontext sind unter ande-
rem [AH], [PK], [WW W ]oder [CL] zu empfehlen.

Mit SYMMETRICA (vgl. [KK]) wurde bereits 1986 ein objektorientiertes Computer - Algebra System
vorgestellt, das die Vorteile dieses Ansatzes nutzt. Inzwischen sind die Methoden zur Realisierung sol-
cher Systeme natiirlich weiter verbessert worden (C++, CLOS). Der Grundgedanke der objektorientier-
ten Darstellung, wie er nachfolgend beschrieben wird, ist jedoch gleich.

Im Gegensatz zum funktionalen Ansatz betrachtet man beim objektorienticrten Ansatz sogenannte
abstrakie Datentypen. Sie dienen primir zur Vereinfachung des Entwurfs und der Implementierung von
Programmsystemen, indem Daten und darauf operierende Funktionen zu einer Einheit zusammenge-
setzt werden. Das bedeutet, daB cin abstrakter Datentyp bestimmte [nformationen enthilt und in der
Lage ist, spezifische Operationen auf diesen Informationen durchzufiihren. In diesem Zusammenhang
spricht man auch von der Kapselung, die weiter unten definiert wird.

Abstrakte Datentypen zeichnen sich dadurch aus, da8 sie:

+ eine Typdefinition exportieren

+ Operationen auf dem Typ definieren und exportieren, mit denen Instanzen dieses Typs manipuliert
werden konnen,

+ interne Daten dadurch geschiitzt sind, daB nur durch die vorherigen Operationen darauf zugegriffen
werden kann,

+ mehrfache Instantiierung des Typs erlauben und

+  Axiome und Vorbedingungen ihren Einsatz beschreiben.

Eine /nstanz ist eine zur Laufzeit eines Programmes existierende Einheit eines abstrakten Datentyps.
Der Export der Typdefinition erlaubt es, mehrere Einheiten cines abstrakten Datentyps gleichzeitig zu
erzeugen. Durch Axiome und Vorbedingungen wird beispielsweise die Plausibilitit der in einem
abstrakten Datentyp enthaltenen Daten gesichert.

Die auf einem abstrakten Datentyp realisierten Operationen bezeichnet man auch als Methoden. Die
Daten auch als Attribute.

Kapselung ist das Prinzip, nach dem die Schnittstelle einer Software - Komponente auf notwendige
Informationen beschrankt wird, Relevant ist, wie cine Komponente verwender werden kann, nicht wie
sie realisiert ist.

Dies bedeutet nicht, daB eine effektive Realisierung von Verfahren ohne Bedeutung ist, sondern daB
ihre Komplexitit dem Anwender verborgen bleibt.

Ubertragen auf das Problem der Darstellung von Strukturen ist die Kapselung damit ein wesentliches
Hilfsmittel zur allgemeinen Beschreibung von Strukturen. Der groBe Vorteil gegeniiber fritheren Ansét-
zen ist, daf3 der Strukturaufbau nicht mehr von vorne herein bekannt sein muB, sondern Informationen
dariiber lediglich tiber eine exakt definierte Schnittstelle ausgetauscht werden,

Objektorientiertes Design von Anwendungen besteht in der Regel aus einer Sammlung von abstrakten
Datentypen. Objekte sind die (in einer entsprechenden Programmiersprache realisierten) Instanzen der
Implementierung abstrakter Datentypen. Objekridentitéiten sind Referenzen fiir Objekte.

Die Implementierung eines abstrakten Datentyps bezeichnet man als Klasse. Sie ist die exakte
Beschreibung aller Daten und Methoden einer Menge von gleichartigen Objekten.
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Zusammenfassend kann man sagen:

« Klassen sind statische Beschreibungen und entsprechen dem Typ eines Objektes.
= Objekte sind Variablen bzw. Instanzen einer Klasse. Sie existieren nur zur Laufzeit eines Program-

mes.

Es bestehen Analogien zwischen den Begriffen Klasse und Typ und Objekt und Variable.

Die Fihigkeit, Klassen durch einen (oder mehrere) Typen zu parametrisieren, bezeichnet man als Gene-
rizitat.

Beispielsweise ist es sinnvoll, bei der Definition eines abstrakten Datentyps STAPEL, einen generi-
schen Parameter ART zu verwenden, der dann durch einen vorgegebenen Typ ersetzt werden kann. So
ist es moglich, STAPEL von Textfeldern aber auch STAPEL von komplexeren Typen zu erzeugen,
ohne explizit mehrere Definitionen von STAPEL zu verwenden.

Ein in der objektorientierten Analyse sehr oft verwendeter Begriff ist die Vererbung. Dabei handelt es
sich um einen Mechanismus, der es dem Objekt einer Klasse erlaubt, auf Daten und Methoden einer
bereits frither definierten Klasse zugreifen zu konnen. Eine Klasse erbr Daten und Methoden einer
anderen Klasse. Sie sind dann Bestandteil der abgeleiteten Klasse und miissen dort nicht neu definiert
werden.

Kann ein Objekt Eigenschafien von mehreren Elternklassen erben, so nennt man dies auch Polymor-
phismus.

Verwendet man eine Klasse und die darin definierten Daten und Methoden ausschlieBlich als Eltern-
klasse fuir andere Klassen, so spricht man von abstrakten Klassen.

Eine abstrakte Klasse ist damit eine Klasse, von der keine Instanzen erzeugt werden. Sie dient aus-
schlieBlich als Elternklasse fiir andere Klassen, die ihre Eigenschaften erben.

Abstrakte Klassen sind ein wesentliches Element zur allgemeinen Beschreibung von Strukturen. Mit
Hilfe einer abstrakten Klasse ist es moglich, Methoden und Daten zu verwenden, denen erst in einer
abgeleiteten Klasse spezifischer Inhalt gegeben wird. Allgemein nennt man Methoden, die in einer
Elternklasse definiert und in einer abgeleiteten Klassen mit gleichem Namen und Argumenten, jedoch
unterschiedlichen Inhalt verwendet werden, auch virfuelle Methoden.

Um die in Objekten zur Laufzeit enthaltenen Werte auch ablegen zu kénnen (beispielsweise in einer
Datenbank) und sie damit tber die Programmausfiihrung hinaus zu erhalten, bendtigt man entspre-
chende Methoden zum Laden und Speichern von Objekten.

Die Eigenschaft von Objekten, iiber die Laufzeit des Programmes hinaus ihre Identitit, also den
Zustand ihrer Beschreibung zu erhalten, nennt man auch Persistenz.

Abstrakte Datentypen kénnen miteinander in unterschiedlichen Beziehungen stehen. Sie kénnen zum
einen voneinander abgeleitet werden, es ist jedoch auch méglich, daB ein abstrakter Datentyp ein Attri-
but oder eine Attributliste cines anderen Typs darstellt.

Verwendet man beispielsweise zur Darstellung des abstrakten Datentyps Graph die weiteren Typen
Knoten und Kante, dann wire Kante eine mégliche Realisierung einer Beziehung zwischen zwei Kno-
ten. Der abstrakte Datentyp Kante enthielte dann zwei Objekte von Typ Knoten.

Die Darstellung logischer Beziehungen zwischen Objekten kann also durch Objekic eines anderen
abstrakten Datentyps geschehen, wobei dieser wiederum entsprechende Attribute und Methoden zur
Verarbeitung zur Verfiigung stellt.

Damit wurden die wichtigsten im folgenden verwendeten Begriffe aus der Objekttechnologie erklirt.

Die dariiber hinaus in dieser Arbeit benotigten Grundlagen aus der Gruppen- und Graphentheorie wer-
den als bekannt vorausgesetzt und an dieser Stelle nicht weiter definiert. Literatur dazu findet man bei
[KE], [HUPP], [HA] (Gruppentheorie) bzw. [VL], [DJ] oder [GT] (Graphentheorie).
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3.  Strukturen und ihre Darstellungen

Dieses Kapitel befalit sich mit der Frage, auf welche Art man diskrete Strukturen darstellen bzw. repri-
sentieren kann. Der erste Abschnitt befaBt sich mit der ,klassischen®, also bisherigen Darstellung von
Strukturen. Im zweiten Teil betrachten wir dann die neue, objektorientierte Darstellung von Strukturen.

Die eigentliche Definition von Strukturen lautet (vgl. [VK] oder [HM]):

Sei S eine Menge. S wird auch als Trdgermenge oder Grundmenge bezeichnet. Seien
+ {w;| iel} eine Menge von Operationen auf S (v;: sV s sei g; - stellig),

* {p;l jel} eine Menge von Relationen auf'S (| (= s" sei r;- stellig),

Dann nennt man (S, {w;| iell, {p;l jel}) eine Struktur. Sind 1= {1,...m} und
1= {l....n}, 50 schreibt man quch: (S,w,,...0.,.p ...p,) und bezeichnet diese als
Struktur vom Typ (q), .y Gty oo T

Viele mathematische Strukturen lassen sich mit Hilfe dieser Definition beschreiben. Fiir die Modellie-
rung von komplexen Problemstellungen benétigt man jedoch eine Darstellung, die einen umfassenden
praktischen Einsatz erlaubt. Praktisch bedeutet in diesem Fall ,,auf einem Rechner realisierbar. So ist
in der obigen Definition beispiclsweise keine Schachtelung von Relationen erlaubt, die jedoch zur Dar-
stellung bei realen Strukturen, gerade aus dem Bereich der Datenbanken, heute iiblich sind. Auch
Bewertungen der Tragermenge oder von Relationen, wie sie bereits bei einfachen, bewerteten Graphen
benotigt werden, sind darin nicht vorgesehen. Es wird also eine Darstellung benotigt, welche die tat-
sichliche Realisierung von Strukturen im Rechner besser beriicksichtigt. Die Allgemeinheit der Dar-
stellung sollte dabei méglichst groB sein, um neue Strukturen oder Modelle schnell und einfach
implementieren zu kénnen.

Zunichst wird ein Uberblick @iber einige herkammliche Darstellungsarten gegeben, bevor der neue,
objektorientierte Ansatz erdrtert wird.

Im objektorientierten Ansatz werden Informationen iber eine diskrete Struktur - im Gegensatz zum
klassischen Ansatz - durch eine genau definierte Schnittstelle geliefert. Diese Schnittstelle wird durch
Methoden reprisentiert, die bei jeder neuen Beschreibung einer Struktur vorgegeben werden miissen.

3.1 Klassische Darstellung von Strukturen

Der klassische Ansatz beruht auf einem hierarchischen Modell. Man gibt einen bestimmten Satz von
Operationen, die auf einer Tragermenge erlaubt sind, vor. Mit deren Hilfe bildet man neue Mengen
Jhoherer Ordnung”. Auf diesen Mengen hoherer Ordnung sind ebenfalls bestimmte Operationen
erlaubt, die wiederum Strukturen noch hoherer Ordnung schaffen. Die diskrete Struktur wird also durch
eine Baumstruktur beschrieben, wobet die Kanten zulassige Operationen darstellen, und die Knoten die
Ergebnisse der Operationen auf derart iterativ aufgebauten Mengen bzw. der Trigermenge, die Wurzel
in diesem Baum ist, sind.

Diese Art der Beschreibung entspricht dem aktuellen Stand der Forschung. In der Praxis werden diese
Konstruktionen unter anderem auch in der Datenbanktechnologie zur Beschreibung komplexer diskre-
ter Strukturen, und dort insbesondere von Datenstrukturen verwandt:

10 1 12 Stand der Forschung

h tH 1, h L
In gen Datenbanksy

werden nicht mehr ausschlieBlich ,,flache Datenobjekte gespeichert
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sondern nicht zuletzt durch den Einsatz multimedialer Elemente verstarkt auch komplexe Daten. Die
Anforderungen, die an die Funktionalitat der Abfragesprachen (SQL als klassisches Beispiel, siche
[DB2]) gestellt werden, wachsen in gleichem MaBe. Grumbach und Vianu beschiftigen sich deshalb in
[GRVI] mit der Komplexitit und méglichen Optimierungsansitzen derartiger Abfragesprachen. Zur
Darstellung der komplexen Datenbankobjekte greifen sie auf die Definitionen von [AH87] zuriick.
Danach sind komplexe Datenobjekte solche Objekte, die rekursiv aus atomaren Objekten unter Ver-
wendung von Tupel- und Mengenkonstruktoren gebildet werden. ,,{}* sei der Mengenkonstruktor,
unabhéngig von der Kardinalitit und ,,[]* der Tupelkonstruktor. U sei ein atomarer Typ und dom (U)
eine endliche Menge von atomaren Attributen. Komplexe Typen und ihre Attribute werden dann ausge-
hend von einer gegebenen Teilmenge D von dom ( U ) definiert:

1. U sei ein atomarer Typ und dom (U, D )=D
2. Ist T ein Typ, dann ist {T} ein Mengentyp mit den Attributen: dom({T}, D) = (g (dem(T, D))
wobei gg,(S) eine Menge endlicher Teilmengen von S ist,
3. Seien Ty,..., T, atomare oder Mengentypen. Dann ist [T,...,T,] ein Tupeltyp mit der Attributmenge

dum([Tl, ""Tn]’ D)= {[al, s an] | a e dom(Ti, DYy 18 {1 e i)

Tupeltypen kdnnen nicht direkt ineinander verschachtelt werden.
Damit 148t sich jedes Objekt auch sehr einfach mit Hilfe eines beschrifteten Baumes darstellen:

3.1.11, Beispiel

Das komplexe Objekt { [ U,{ [ U, U]} } wird durch den folgenden Graphen beschrieben. (@ stehen
fiir den Tupelkonstruktor, & fiir einen Mengenkonstruktor. (] wird fiir die Blatter verwendet.)

S

:
D/\T

4§ %

Abbildung 1: Der Typ { fU {[U. U]} }

L. Erweiterungen

Eine Erweiterung dieser Darstellung wird in der Arbeit von Schimmel vorgenommen ([SCH]). Das
Grundprinzip beruht wie zuvor darauf, diskrete Strukturen durch ineinander verschachtelte komplexe
Objekte darzustellen. Schimmel definiert hierfiir Grundobjekte, die durch Anwendung spezieller Kon-
struktoren zu komplexeren Objekten kombiniert werden konnen, welche wiederum Grundstrukturen flir
weitere, noch komplexere Objekte sind. Die diskrete Struktur wird also analog zu 3.1.1. aufgebaut. Im
Gegensatz zu den bereits zuvor eingefithrten Tupel- und Mengenkonstruktoren werden jedoch allge-
meine Konstruktoren, die eine variablere Kombination der Grundelemente zulassen, verwendet. Der fur
die Klassifizicrung dieser Strukturen verwendete Algorithmus stiitzt sich dabei auf [MK].

Die Grundobjekte bezeichnet Schimmel als ATOME. Um ATOME unterscheiden zu kénnen, fithrt er
die Funktion Vergleichstest ein. ATOME sind bei ihm typischerweise ganze Zahlen, Zeichenketten



oder reelle Zahlen.
Fiir die Konstruktion komplexerer Objekte definiert er die folgende Operation:

121 Definition
Sei @ eine endliche Menge, ne N, U<S_ eine Permutationsgruppe, die auf den n - Tupeln
(X} .-y X,) € Q" Operiert:
c:Uxn" 50"
)

(0, (X a X)) =Xy K )

3.1.2.2. Bezeichnung

[(Xp 20e x",‘p]U o= Bahng((X, ... X))

3.1.2.3. Beispiel
Sei 2=11,2,3,4},5,2U = 8, ®Z, , dann ist
[(L,2.3,4)])y = {(1,2,3.4).(1,3,4,2),(1,4,2,3)}
Um eine vollstindige Beschreibung der diskreten Struktur zu erhalten, ist ein nicht unerheblicher Auf-
wand erforderlich. Schimmel definiert im folgenden noch Typen, Objekte, Bausteine und Triger

von Strukturen. Da lediglich der prinzipiellen Aufbau verdeutlicht werden soll, seien einige Vereinfa-
chungen an dieser Stelle gestattet.

31.24. Definition

Es werden nun rekursiv Typen der Stufe i e N definiert. 7; sei die Menge der Typen der Stufe i. Es gilt
S(T)=i YTeT,.

* Ty = {Alom}. Atom ist ein beliebig gewahlter Name.

» Firq,, gilt 7, : = {[(T), ... T,)],} mit

l. neN

2. UsS,

3, T;ed Vie(l,..,n} und k<i
4. 3 eNmit(T,e7)

Diese Definition erlaubt nun, Typen zu erzeugen, die dquivalent zu den mit den in 3.1.1. vorgestellten
Tupel- und Mengenkonstruktoren konstruierten komplexen Objekten sind.

Am Beispiel des gefirbten Wiirfels wird ein Eindruck vermittelt, wie die obigen Definitionen praktisch
verwendet werden.
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3.1.2.5. Beispiel

1
Abbildung 2: , Primitive  diskrete Strukiur - der gefirbie Wiirfel

Die Grundmenge der diskreten Struktur, die ATOME sind in diesem Beispiel die Nummern der Ecken
und die Farben der Seiten. Man beachte, dafi die Farben hier nicht etwa als Attribute der Ecken verstan-
den werden.

ATOME ={ 1, ..., 8, rot, blau, weiB}

Die Elemente aus ATOME lassen sich nicht weiter in kleinere Einbeiten zerlegen.

Stufe 0: Die Menge der Typen ist Ty := { Atom}.

Stufe 1: In dieser Stufe werden die Kanten des Wiirfels als neuer Typ definiert. Man setzt 7y = |{
Kante }, wobei Kante := { Atom, Atom }. Eine Instanz dieses Typs ist beispielsweise
ky = {(1L(2)}.

Stufe 2: Die Flichen des Wiirfels werden als neuer Typ definiert. Es gilt: 7 := {Flache} mit Fliche :=
{Kante, Kante, Kante, Kante, Atom}. Eine Flicheninstanz ist also z. Bsp.

Fl; = {k}, ky ky, Ky, blau} mit den Kanten
(k. ko ks k) =(H(1), (821, 1(8), (T} 1(7). (6)}, L(6).(1)}).
Stufe 3: Letztendlich wird der Wiirfel selbst als Typ eingefiihrt:
Ty = { Wiirfel } mit Wiirfel := { Fliche, Fliche, Fliche, Fliche }.

An dieser Stelle wird eine ganz zentrale Problematik deutlich, die im weiteren Verlauf der Arbeit

immer wieder angesprochen wird. Es handelt sich dabei um die Frage, wie eine tatsachliche diskrete

Struktur in das zugrundeliegende Modell transformiert werden kann, in diesem Fall der gefarbte Wiirfel

in das durch die zuvor angegebenen Definitionen beschriebene Modell. Die Wahl von Schimmel, die

Farben in die Grundmenge mit aufzunehmen, ist aus der Definition des Modells verstindlich. Es stellt

sich jedoch die Frage, ob diese Eigenschaft eines Bestandteils der diskreten Struktur - namlich der Fla-

chen - nicht besser als Eigenschaft im Sinne der in 3.1.1. vorgestellten Bewertung ( dom ) der Typen
verstanden wiirde.

Wie auch im vorherigen Abschnitt lassen sich die Typzusammenhiinge auch hier graphisch darstellen.

Fiir den gefarbten Wiirfel ergibt sich damit folgender ,, Typgraph ™

WURFEL

FLACHE

KANTE

ATOME

Abbildung 3: Typgraph des gefirbien Wiirfels
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Weiterhin zeigt der sogenannte Objekigraph die Abhéngigkeiten der Typinstanzen untereinander:

1 2 3 4 5 6 7 8 rot  weil blay

Abbildung 4: Objekigraph des gefirbten Wiirfels

Wertebereiche oder Attribute der unterschiedlichen Typen werden an dieser Stelle noch nicht definiert.
Diese Aufgabe ibernehmen Klassifikationsfunktionen, die einem Objekt anhand der Typen, aus denen
es aufgebaut ist, Klassennummem zuordnen. Implizit werden darin bestimmte Attribute der verschiede-
nen Type des betrachteten Objekts beriicksichtigt. Fiir die Darstellung des Ansatzes wire eine explizite
Definition entsprechend 3.1.1. jedoch wiinschenswert.

Da diese Strukturbeschreibung keine standardisierte Schnittstelle aufweist, die Informationen iber die
Struktur liefert, verwenden die in [SCH] vorgestellten Algorithmen zur Berechnung der Automorphis-
mengruppe der diskreten Strukturen immer auch Informationen uber den genauen Aufbau der unter-
schiedlichen Typen der diskreten Struktur. Dies bedeutet jedoch auch, daB8 der Algorithmus bei einer
Anderung der Darstellung der diskreten Struktur entsprechend angepaBt werden mus,

Die Implementation der Algorithmen bei Schimmel liBt zudem keine flexible Reprisentation der
Objekte zu, was nicht zuletzt die Ausfiihrungsgeschwindigkeit beeintrichtigt.

32. Objektorientierte Darstellung

Die hier neu entwickelte, objektorientierte Darstellung bringt vor allem den Vorteil einer exakt defi-
nierten Schnittstelle fiir den Zugriff auf Eigenschaften diskreter Strukturen. Sie erlaubt eine Trennung
zwischen der betrachteten Struktur und den Algorithmen, die darauf angewandt werden. So benétigt
der Algorithmus selbst keine Informationen mehr iiber den internen Aufbau der Struktur. Die vorgege-
benen Schnittstellen erlauben, falls gewiinscht, eine flexible Steuerung der Algorithmen, da an allen
wichtigen Stellen im Algorithmus die Maglichkeit besteht, die Entscheidungen mit den Informationen
aus der Struktur abzugleichen und somit einen in Abhingigkeit von den vorgegebenen Eigenschaften
optimalen Verlauf zu erzielen.

Objektorientierung ist hierbei dquivalent zu einer konsequenten Durchfiihrung eines modularen Kon-
zepts zur Beschreibung von Problemen und dessen Umsetzung bei der Implementation. Moderne Hilfs-
mittel, wie beispielsweise C++ erleichtern dabet die Umsetzung der fir die Losung des Problems
bendtigten Algorithmen. Der Vorteil dieser modernen Hilfsmittel ist vor allem eine einfache Formulie-
rung von Zusammenhingen zwischen Daten und den darauf angewandten Funktionen, den Methoden.

Die objektorientierte Darstellung von Strukturen erleichtert damit die Beschreibung der benatigten
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Schnittstellen, indem Informationen und die zu ihrer Verarbeitung benétigten Funktionen gemeinsam
dargestellt werden kénnen.

Die Aufgabe der Schnittstelle wird in der Implementation von einer abstrakten Klasse iibernommen.
Dies bedeutet, daB dem Benutzer durch diese Klasse bereits eine vorgefertigte Strukturdefinition zur
Verfiigung steht. Seine Aufgabe ist nun, in einer davon abgeleiteten, eigenen Klasse, die vorgegebenen
Daten und Methoden so zu verdndern, daB sie die von thm gewiinschte Funktionalitit der betrachteten
Struktur wiederspiegeln.

Die folgenden Grafiken zeigen schematisch den Unterschied der beiden Ansitze auf.

Algorithmus

Struktur

Abbildung 5: Klassische Darstellung

In der klassischen Darstellung existiert keine konsequente Trennung zwischen Algorithmus und Daten-
struktur. Dies erfordert, daB der Algorithmus sehr speziell an die betrachtete Struktur gebunden ist. Im
Beispiel des gefiirbten Wiirfels kann der Algorithmus also ausschlieBlich auf ein aus Farben, Kanten
und Flichen aufgebautes Objekt angewandt werden, wobei die Anordnung derjenigen aus dem Typgra-
phen entsprechen muB.

Der ZugnfT auf die entsprechenden Informationen erfolgt zudem ausschlieBlich iber den Typ- und
Objektgraph (vgl. Abbildung 3 und Abbildung 4), wohingegen beim objektorientierten Ansatz Struk-
wrinformationen zu jeder Zeit im Algorithmus vollstindig zur Verfiigung stehen, also schnell und
direkt abgefragt werden konnen, ohne eine spezielle Typhierarchie beriicksichtigen zu miissen. Das
nachfolgende objektorientierte Modell besitzt eine entsprechenden Schnittstelle zur Struktur, die damit
nicht nur die Fermulierung der Algorithmen, sondemn auch eine effizientere Verwaltung der Daten im
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]

H

Schnittstelle

Struktur

Abbildung 6: Objekiorientierte Darstellung

Was sich hinter der Schnittstelle aus Abbildung 6, also in der Struktur selbst, verbirgt, bleibt prinzipicll
dem Benutzer {iberlassen. Zwar laft sich auch der klassische Ansatz weiterhin einbinden, es ist jedoch
von Vorteil, eine objektorientierte Modellierung der zu behandelnden Struktur zu verwenden, zumal sie
zu einem schliissigeren Gesamtkonzept fithrt und dic Modellierung der diskreten Struktur unter
Beriicksichtigung der zur Verfiigung stehenden Schnittstellen wesentlich erleichtert.

Literatur zur allgemeinen Theorie der objektorientierten Problemanalyse ist beispielsweise bei [CY],
[AH] oder [HS] zu finden.

321, Strukturaufbau

Die in dieser Arbeit vorgestellte objektorientierte Strukturdarstellung basiert auf einer Definition der
Struktur als abstrakte Klasse (vgl. 2.), die bestimmte Methoden (Funktionen) und Attribute (Eigen-
schaften) vorgibt, die als Schnittstelle zur betrachteten Struktur verwendet werden.

Abstrakte Strukturen besitzen fur sich, wie bereits erwidhnt, zunachst keine konkreten Eigenschaften
oder Funktionalitat.

Méochte nun der Leser eine Struktur definieren, die seine reale Problemstellung wiedergibt, so muB er
von der vorgegebenen abstrakten Struktur eine neue Struktur ableiten, und die bereits vorgegebenen
Schnittstellen so modifizieren, da8 sic dem Problem entsprechende, fiir die betrach Fragestellun-
gen (lsomorphiehihnlichkcit. ...) relevante Informationen liefern.

Die nachfolgenden Algorithmen basieren auf den Methoden und Attributen, die von der abstrakten
Struktur vorgegeben werden, unabhingig von den dort gelieferten Ergebnissen. Diese konnen vom
Benutzer frei gewihlt werden und sind in der Regel wiederum abstrakte Datentypen, implementiert als
eigene Klasse. Es missen jedoch auch dort bestimmte Methoden (in der Regel Vergleichsoperatoren)
definiert sein.

Legt man diese Schnittstellen zugrunde, so ist fiir einen Algorithmus nicht mehr notwendigerweise der
Aufbau der Struktur selbst von Bedeutung. Die Struktur ist vollstindig durch die in der abstrakten
Basisstruktur vorgegebenen Schnittstellen definiert.

Welche Methoden und Attribute werden nun zur Definition der Struktur bendtigt?

Betrachtet man die Frage der Isomorphie von Strukturen, so benétigen wir zunichst Informationen tiber
diejenigen Elemente der Struktur, die unter Erhaltung der Eigenschaften der Gesamtstruktur aufeinan-
der abgebildet werden sollen.

Diese Elemente bezeichnen wir im folgenden (in Anlehnung an die klassische Strukwurdefinition) als
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TRAGER der Struktur.

Da es sich hier um eine objektorientierte Strukturbeschreibung handelt, sind diese Tréiger natiirlich wie-
derum selbst in einer Klasse realisiert.

Auch fiir die Tréger existiert eine abstrakte Basisklasse, in der die fir Triger der Struktur zuldssigen
Methoden vorgegeben sind. Im wesentlichen ist dies ein Vergleichsoperator, der einen Vergleich unter-
schiedlicher Tragerinstanzen erlaubt.

Die Struktur selbst liefert demnach Informationen tiber die Anzah! der fiir das Problem relevanten Tri-
gerinstanzen, und ermdglicht zusitzlich tber den Zugriffsoperator []* den Zugriff auf die einzelnen
Tragerinstanzen bzw. deren Objektidentititen. Der Zugriff erfolgt dabei immer iiber die Objektidentitit
der Tragerinstanz, die fur den spiteren Ablauf der Algorithmen angeordnet werden. Dic hier betrachte-
ten Strukturen besitzen eine endliche Anzahl von Trigerinstanzen.

Damit kann man eine Numerierung der Trigerinstanzen vornehmen, so daB alle Tragerinstanzen der
Struktur eindeutig durch ihre Numerierung identifiziert werden konnen, was fir die spéteren Algorith-
men von Bedeutung ist.

Die objektorientierte Darstellung einer Struktur besteht jedoch nicht nur aus Trigern, sondern ist vor
allem durch die Bezichungen der Trigerinstanzen untereinander definiert.

Bei molekularen Graphen beispielsweise sind neben Knoten (Trégerinstanzen) auch Kanten auch Ent-
fernungen zwischen Knoten und Winkel zwischen inzidenten Kanten (covalente Bindungen) interes-
sant, also Bindungsldngen und auch Bindungswinkel. Diese Eigenschaften sind Bewertungen von
komplexen Zusammenhingen, die zwischen Tragerinstanzen bestehen.

Der Benutzer wird in der Regel eigene Objekte verwenden, die diese Beziehungen reprisentieren.
Diese Objekte sind wiederum Bestandteil der benutzerdefinierten gesamten Struktur und sind absicht-
lich darin gekapselt, um dem Benutzer in der Auswahl der von ihm definierten Objekte entsprechende
Freiheiten zu geben. Es wird also nicht wie zuvor durch spezielle Konstruktionsoperatoren die interne
Organisation der Struktureigenschaften, Beziehungen und Komponenten vorgegeben, sondern die
abstrakte Struktur - Basisklasse enthilt zusitzliche Methoden, um benotigte Informationen iiber die
Beziehung der Trigerinstanzen untereinander abzufragen. Wie solche Beziehungen im Detail aussehen
konnen, wird im folgenden anhand von Beispielen gezeigt.

Wichtig fir das Verstandnis dieser Methoden ist, daf3 in den nachfolgenden Algorithmen immer Abbil-
dungen von Trigerinstanzen aufeinander gesucht werden, wobei die internen Struktureigenschaften
unter dieser Abbildung natiirlich erhalten bleiben miissen.

Diese objektorientierte Vorstellung einer Struktur legt zugrunde, daB zwei Strukturen identisch sind,
wenn alle Beziehungen aller Trigerinstanzen untereinander identisch sind.

In diesem Sinne ist es also méglich, eine Klassifizierung von Triigerinstanzen zu erreichen, indem man
ihre Beziehungen beziglich der vorgegebenen Menge von Trégerinstanzen vergleicht.

Zu diesem Zweck existiert in der abstrakten Basisklasse der Struktur eine Methode ref, die zwei Argu-
mente besitzt. Das erste Argument ist eine Liste von Tragerinstanzen, beziiglich derer das zweite Argu-
ment, das eine einzelne Trigerinstanz ist, klassifiziert werden soll.

Betrachten wir einen Graphen auf 10 Knoten und die Knotenliste (1,2,3,4,5,7,8,9,10).

Die ,Bezichung™ des Knoten 6 zu dieser fest vorgegebenen Liste von Knoten in der Gesamtstruktur
Graph laBt sich eindeutig durch die sechste Zeile (bzw. Spalte) der Adjazenzmatrix des Graphen dar-
stellen. (Ohne Pos. 6)

In einem dazu isomorphen Graphen miiite das Bild von Knoten 6 zu der Liste von Bildknoten der obi-
gen Liste die gleiche Darstellung bezuglich der Adjazenzmatrix besitzen.

Die Bedeutung dieser re/ - Methode der Struktur wird spiter in den entsprechenden Beispielen deutli-
cher.

Die Beziehungen der Trigerinstanzen von Strukturen unterscheiden sich in Abhéngigkeit von den
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Struktureigenschaften deutlich.

Betrachtet man molekulare Graphen und darauf die abstrakte Beziehung (hier: Relation) ,Kante* zwi-
schen zwei Trégerinstanzen, so kann ein mogliches Attribut die Bindungslange sein mit dem Wertebe-
reich R . Eine anderes Attribut der gleichen Relation ist beispielsweise die Bindungsvielfachheit mit
dem Wertebereich N .

Da die Algorithmen jedoch unabhingig vom Wertebereich und dessen Ordnung arbeiten sollen, defi-
niert man eine weitere Klasse, welches das Ergebnis dieser Bezichungsabfrage charakterisiert. Einzige
Methoden dieser Klasse sind Vergleichsoperatoren, die auch im Algorithmus verwendet werden. Die
Vergleichsfunktionen selbst sind also vom Benutzer vorzugeben.

Diese ,rel - Ergebnis* Basisklasse ist in der programmtechnischen Umsetzung nicht wie die Struktur als
abstrakte Basisklasse, sondern als generischer Parameter der abstrakten Basisklasse der Struktur reali-
siert.

Neben ref beinhaltet die Strukturdefinition noch einige weitere Methoden, die jedoch an spiterer Stelle
erklart werden.

Das folgende Diagramm zeigt nochmals die eben vorgestellten, fiir eine Strukturdefinition notwendigen
Klassen:

Tréger [abstrakte Basisklasse) Struktur < rel - Ergebnis >
{abstrokle, generische Klosse)
Methoden:
sine En‘ Attribute:
Vergleichsoperatoren (<,=,>) Liste von Trégerinstanzen
Methoden:

Zugriffsoperator [}

rel - Ergebnis (absirakte Basisklasse) )
(Zugriff auf Tragerliste)

Methoden: rel ( Liste von Trégern, Trdger )
{liefert rel - Ergebnis)

Vergleichsoperatoren (<,=,>)

Abbildung 7: Objektorientierte Strukturdarstellung

Der Vorteil dieser Darstellung besteht, wie bereits erwahnt, in der allgemeinen Anwendbarkeit und der
Unabhéngigkeit vom internen Aufbau der Struktur.

Die Algorithmen arbeiten ausschlieBlich mit obigen Objekten.

Der Benutzer verwendet dann fiir sein spezifisches Problem angepaBte, von den aobigen abstrakten
Klasse abgeleitete Klassen bzw. eigene generische Klassen.

Diese Benutzerobjekte enthalten dann natirlich eine Vielzahl von weiteren, problemspezifischen Attri-
buten und Methoden, die jedoch von den hier vorgestellten, darauf angewandten Algorithmen selbst
nicht aufgerufen werden. Dies geschieht in der Regel in den Schnittstellen der Trigerinstanzen und re/.

Dadurch, daB die Trager und das Ergebnis der rel - Methode wiederum abstrakte Datentypen sind,
ergibt sich ein maximaler Grad an Kapselung. Der Algorithmus verwendet lediglich die auf dem
abstrakten Datentyp TRAGER und dem Ergebnis der Methode ref definierten Vergleichsoperatoren, Die
Routinen sind - entsprechend dem objektorientierten Konzept dieses Ansatzes - Bestandteil der Infor-
mation selbst. Dies ermdglicht auch die Verwendung von ,unscharfen* Ergebnissen, was bedeutet, dafl
auch die Ahnlichkeit von Strukturen geprift werden kann, wenn die Vergleichsoperatoren auf den
Informationen Toleranzen zulassen. Dieser Vorgang bleibt jedoch dem Algorithmus selbst verborgen.

Méchte man beispielsweise diese Strukturen auch in einer Datenbank verwenden, so kann man dies
iiber entsprechende Polymorhismen erreichen, indem das Benutzerobjekt nicht nur von der abstrakten
Strukturklasse, sondern zusitzlich von einer abstrakten Datenbankklasse abgeleitet wird, die beispiels-
weise virtuelle Methoden enthilt, durch die eine Persistenz der Objekte gewahrleistet werden kann.
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3.2.2. Schnittstellendefinition

Im wesentlichen handelt es sich bei den Methoden um die in der Tragerklasse implementicrten Ver-
gleichsoperatoren und die vorgestellte Methode ref mit dem dazugehorigen rel - Ergebnis und die
zusiitzlichen, seltener bendtigten Methoden I und £, die Informationen iiber die betrachtete Struktur
liefern. Der folgende Abschnitt gibt neben der exakten Definition dieser Methoden auch eine genaue
Beschreibung des Wirkungsbereiches bzw. der Aufgaben, die sie erfiillen miissen.

Diese Schnittstetle dient als Grundlage zur Formulierung der Algorithmen zur Ahnlichkeits- und Iso-
morphicerkennung, also der Beantwortung der Frage, ob Ahnlichkeitsabbildungen oder Isomorphismen
existieren.

Um Strukturen in objektorientierter Darstellung zu klassifizieren, ist es notwendig, moglichst viele
Eigenschaften der Struktur zu kennen. Dabei unterscheiden wir hier zwischen Eigenschaften, die man
aus der isolierten Betrachtung eines einzelnen Trigers erhilt und solchen, die einem Trager durch sei-
nen Platz in der Gesamistruktur zugeschricben werden konnen. Die Eigenschaften ergeben sich aus den
diese Beziehungen repriisenticrenden abstrakten Datentypen und ihren Attributen. Bei einfachen, nicht
geschachtelten Strukturen sind dies - analog zur anfangs gegebenen Strukturdefinition - die auf der Tra-
germenge definierten Relationen und Operationen, aber auch Bewertungen chendieser.

Die Isomorphie- oder Ahnlichkeitserkennung fiir Strukturen mit in objektorientierter Darstellung
besteht nun daraus, eine bijektive Abbildung ¢ auf den Objektidentititen der Trigerinstanzen zweier
Strukturen zu ermitteln, so daB alle Eigenschaften der beiden Strukturen unter f iibereinstimmen.

Die Vergleichsoperatoren der Trigerinstanzen erméglichen einen Vergleich der lokalen Attribute. Da
eine Trigerinstanz ein Objekt ist, und damit bestimmte Attribute besitzt, konnen Trigerinstanzen so
aufgrund ihrer Attribute angeordnet werden. Reprasentiert das Trigerobjekt - wie beispielsweise bei
Molekiilen - ein Atom, so ist eine Anordnung von Tragerinstanzen aufgrund der Informationen Atom-
name und Valenz, die ja Bestandteil des Objektes Atom selbst sind, moglich.

Lokale Eigenschaften beschrinken sich dabei durchaus nicht nur auf Eigenschafien wie beispielsweise
die Farbe oder den Eckengrad von Knoten. Sie konnen sich aus der direkten Umgebung ergeben
(berechnet werden), so beispielsweise durch eine Liste der Farben oder Knotengrade der benachbarten
Atome. Wichtig ist dabei nur, daf eine derartige Liste unabhingig von den iibrigen Tragerinstanzen,
beispictsweise von der Reihenfolge der benachbarten Knoten, dargestellt wird.

Alle iibrigen Eigenschaften, wie die Bindungswinkel bei Molekiilen, werden iiber die Funktion ref zur
Verfligung gestellt.

Trigerinstanzen kénnen also mit ihren Vergleichsoperatoren isoliert betrachiet werden, wohingegen in
der Methode ref die Informationen uber die Ubrigen Eigenschaften der Struktur ermittelt werden. Wie
diese Umsetzung konkret geschicht, wird im folgenden an verschiedenen Beispiclen dargelegt.

Es ist klar, daB die Vergleichsoperatoren und re! fur unterschiedliche Strukturen, aber auch bei unter-
schiedlichen Anforderungen an die Isomorphic oder Ahnlichkeit gleicher Strukturen, neu anhand der
vorhandenen und relevanten Informationen definiert werden miissen.

Fiir die [somorphie- oder Ahnlichkeitserkennung, wie sie in 3.3. fiir die objektorientierte Darstellung
von Strukturen exakt definiert ist, bedeutet dies, daB die Eigenschaften der Tragerinstanzen und das
Ergebnis der Methode ref fiir eine Isomorphie- bzw. Ahnlichkeitsabbildung unter den betrachteten
Objektidentititen der Tragerinstanzen iibereinstimmen miissen.

Um die in den Algorithmen jeweils aktuelle Aufteilung der Trégerinstanzen darzustellen, wird der
Begriff der Klassifizierung eingefiihrt. In ihr werden Trigerinstanzen (bzw. deren Objektidentititen),
die gleiche Eigenschaften besitzen, wicderum in Klassen zusammengefaBt. Diese Klassen sind jedoch
nicht mit der Implementierung eines abstrakten Datentyps zu verwechseln.

Das Ziel aller nachfolgenden Algorithmen ist es, jede Tragerinstanz in einer eigenen Klasse zu spei-

chern und somit eine eindeutige Zuordnung aller Klassen der jeweiligen Klassifizierung der betrachte-
ten Struktur zu erméglichen.
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3.2.2.1. Bezeichnung

Da es sich bei den hier betrachteten Strukturen um endliche Strukturen handelt, werden die Tragerin-
stanzen bzw. deren Objektidentititen eindeutig numeriert. Die Tragerinstanzen A,...,A,, sind deshalb
eindeutig durch ihre Indizes 1....,n identifizierbar und werden im folgenden auch in beiden Formen ver-
wendet.

Wir gehen also im folgenden davon aus, daB die Tragerinstanzen dadurch bereits eine beliebige, aber
feste Ausgangsnumerierung besitzen,

Durch den zu verwirklichenden objektorientierten Ansatz bei der Darstellung endlicher Strukturen, sind
die Trégerinstanzen nicht isoliert, sondern immer in Verbindung mit der gesamten Struktur zu sehen,
deren Bestandteil sie sind. Um dies auch optisch sichtbar zu machen, wird an Stellen, wo die Zugeho-
rigkeit eines Triigerinstanzen zu einer bestimmten Struktur § mit der Menge S aller Trager von Bedeu-
tung ist, fir A, e § das Tupel (5, A)), oder die kiirzere Schreibweise 5.A; verwandt. Analoges gilt fir
die noch zu definierenden Schnittstellen der Struktur.

Der objektorientierte Ansatz ermdglicht dadurch eine sehr Gibersichtliche Darstellung von Objektele-
menten und Objektfunktionalititen,

Die abstrakte Klasse, die zur Implementation des abstrakten Datentyps Struktur verwendet wird, wird
im folgenden kurz mit § bezeichnet und auch stellvertretend diskrete Struktur genannt.

3.2.2.2 Definition
Sei 5 eine diskrete Struktur mit der Menge S der Trégerinstanzen. Eine Klassifizierung X von § ist eine
geordnete Partition von S. Das heifit
K= (K)o K;) mit
NQS-YQ..J'\”QEQ.HC)IKQ:S 1€imn<j, men

Die Elemente der Klassifizierung bezeichnet man als Klassen. Mit 1% bezeichnet man die Anzahl j der
Klassen, aus denen die Klassifizierung besteht.

3.223. Bezeichnung

+ Gilt | = 1,d. h. X; =S, so wird die Klassifizierung als Ausgangsklassifizierung bezeichnet.
« Gilt |x = IS, miissen alle Klassen einelementig sein und damit liegt jede Trdgerinstanz in einer
eigenen Klasse. In diesem Fall spricht man von einer volistindigen Klassifizierung.

3.2.24. Bezeichnung

Sei TRAGER die abstrakte Basisklasse fiir einen TRAGER der Struktur $. In der Klasse Trager missen
Operatoren der Form ,.<,, und ,,= =" definiert sein, die eine Anordnung von Trégerinstanzen erlauben.
.= =*wird hier (in Anlehnung an den C - Syntax) als Gleichheitsoperator fiir abstrakte Datentypen ver-
wendet. Sind zwei Trigerinstanzen A und B gegeben, so kinnen sie mit Hilfe dieser Methoden vergli-
chen werden. Um zu verdeutlichen, daf sich hinter diesen Vergleichsoperatoren in der Regel komplexe
Berechnung verbergen, schreiben wir im folgenden auch A<¢B bzw. A=¢B.

3225 Bemerkungen

+ Die Methoden <g und =¢ werden ausschlieBlich fiir die Erzeugung der nachfolgend beschriebenen
Vorklassifizierung verwendet. Sie werden im weiteren Verlauf der Algorithmen nicht mehr beno-

tigt.
«+ Die Attributmenge, welche die Trigerklassen beschreibt, solite so gewdhlt werden, daB eine mog-
lichst gute T} der Trégerin n beziiglich ihrer Eigenschaften erzielt werden kann.

+ Die durch <g und =g definierte Ordnung wird fiir die Bildung einer sogenannten Vorklassifizic-
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rung, wie in der nachsten Definition beschrieben, ausgenutzt. Trigerinstanzen mit gleichen Attribu-
ten kénnen damit in einer Klassifizierung in gleichen Klassen zusammengefaBt werden.

3.2.2.6. Definition

Sei § eine diskrete Struktur mit der Menge S der Trigerinstanzen. Unter einer Vorkiassifizierung :1(0
von § versteht man eine mit Hilfe der obigen Vergleichsoperatoren <; und =g erreichte Klassifizie-
rung X mit den folgenden Eigenschaften:

o visizla® e AL=gA,  VALAex

o vici<h]-1git a<gB vaesxBexl,,

Zur Verdeutlichung dieser Definitionen erlautern wir sie am Beispiel des gefarbten Wirfels aus Abbil-
dung 2.

3.2.2.7. Beispiel

Im Gegensatz zu 3.1.2.5. sind die Farben hier nicht Bestandteil der Trigermenge sondern Attribute der
Triger. Fir die objektorientierte Darstellung der Struktur ,,gefdrbter Wiirfel* bendtigen wir zunichst
eine Beschreibung der Triiger. Da bei einer Isomorphiebetrachtung eine Abbildung der Knoten des
Wiirfels aufeinander gesucht wird, ist es sinnvoll diese als Tréiger zu wéhlen.

Da der objektorientierte Ansatz Attribute und Operationen darauf zusammenfaBt, bendtigen wir noch
eine Menge von Eigenschaften, die der Triiger - also die Knoten - besitzen sollen. Im Hinblick auf die
Vorklassifizierung sollten solche Attribute gewihlt werden, welche eine moglichst gute Unterschei-
dung von Objekten des Typs TRAGER erméglichen.

Diese Frage ist nicht immer eindeutig zu beantworten. Da in diesem Beispiel eine bei Graphen allge-
mein ibliche Unterscheidung nach dem Attribut Knotengrad zu keinem Ergebnis fiihren wiirde (alle
Knoten besitzen Grad 3}, 1aft sich eine Differenzierung der Knoten lediglich durch die Verwendung der
Farbinformationen erreichen.

Betrachtet man die klassische Strukturdarstellung, so sind die Farben den Flachen zugeordnet. In der
objektorientierten Darstellung besitzt man jedoch die Freiheit, dem Typ TRAGER Klassifikationsmerk-
male von komplexeren Typen zuzuordnen. Es werden beispielsweise spater Atome eines Molekiils
durch die Eigenschaften der angrenzenden Bindungen klassifiziert (Hybridisierungen). ITm vorliegen-
den Fall bedeutet dies, daB einem Knoten die Farben aller angrenzenden Flachen als Klassifikations-
merkmal zugeordnet werden konnen. Im nachfolgenden Ansatz wird jeder so entstchenden
Farbkombination ein vorgegebener Wert zugeordnet, so da8 eine moglichst starke Unterscheidung der
Knoten erreicht wird. Es ist jedoch auch denkbar, eine Farbfolge entsprechend den im Uhrzeigersinn
angrenzenden Flichen zu definieren, falls die Orientierung des Wiirfels von Belang ist.

Die Klasse, die in diesem Fall den Trager reprisentiert besitzt also folgende Gestalt:

KNOTEN : TRAGER

Attribute:
Farbwert

Methoden:
Farbenklasse()Liefert Farbwert zurick )
Operator < { KNOTEN, KNOTEN )
Operator == [ KNOTEN, KNOTEN )

Der Farbwert sei dann wie folgt definert:
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0 nur weille Flichen grenzen an

1 nur weile und blaue Flachen grenzen an
2 nur weiBe und rote Flichen grenzen an
3 weibe, rote und blaue Flichen grenzen an

Farbwert :=

Daraus 148t sich die folgende Wertetabelle ableiten:

Knoten 1 2 3 4 5 6 7 8

Farbwert I 0 0 2

(]
s
w

Die Methode Farbenklasse() erméglicht lediglich den Zugriff auf den aktuellen Farbwert einer Knoten-
instanz. Die Implementation der Methoden zum Vergleich der Knoten sind dann:

KNOTEN :: Operator < (K1, K2 }

Falls K1.Farbenklasse() < K2.Farbenklasse()
Gib ,WAHR" zuriick

Sonst
Gib ,FALSCH" zuriick

KNOTEN :: Operator == ( K1,K2)

Falls K1.Farbenklasse() = K2.Farbenki ]
Gib ,WAHR" zuriick

Sonst
Gib ,FALSCH” zuriick

FaBt man nun die Knoten mit gleichen Attributen zusammen, so ergibt sich unter Verwendung von
Definition 3.2.2.6. fiir den gefarbten Wiirfel die folgende Vorklassifizierung:
?(o = ({234 {1,8},{4,5},{6,7})

Durch eine Anordnung der Knoten beziiglich der Farben ihrer angrenzenden Flichen kann somit eine
nichttriviale Vorklassifizierung erstellt werden.

Andererseits konnte man die Farben jedoch auch als Kantenbewertung definieren, stinden jedoch
damit nicht mehr zur Unterscheidung der Trégerinstanzen zur Verfiigung, wodurch keine Aufteilung
(Verfeinerung) der Ausgangsklassifizierung mehr erreicht werden kann.

Prinzipiell ist bei der Strukturbeschreibung darauf zu achten, daB die Struktur durch die gewihlten
Klassifikationsmerkmale wie gewiinscht identifiziert werden kann. Beispielsweise ist beim gefirbten
Wiirfel die Reihenfolge der benachbarten Farbflichen nicht ausschlaggebend fiir die Strukturdarstel-
lung. Eine etwas komplexere Struktur konnte diese jedoch zur eindeutigen Unterscheidung bendtigen.
3228 Definition

Sei § eine beliebige diskrete Struktur. Sei %2 ( ge N ) eine Klassifizierung von §, wobei [x¥ =]
Unter einer Verfeinerung von X® versteht man eine Klassifizierung X&*' mit den folgenden Eigenschaf-
ten:

oo =@ L a3 =k
o ApsA, YARAext! 1sisgk

+ asB vAext ' Bead . 1sisk—1

k>j
. Vﬂé"B!x,—s:Kf"g'Kf
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Die Verfeinerung stellt also - wie der Name schon sagt - eine weitere, feinere Unterteilung einer beste-
henden Klassifizierung dar. Dabei bleibt die durch die Vergleichsoperatoren der Triigerinstanzen auf
die Vorklassifizierung ausgeiibte Ordnung erhalten. Eine verfeinerte Klassifizierung muf} immer mehr
Klassen enthalten als die vorherige Klassifizierung.

Die folgende Abbildung verdeutlicht den Zusammenhang zwischen einer Klassifizierung und ihrer

Verfeinerung:
1

xE (\. i PI. .;)
K+l (\"{\ /\‘ Li,l/\ .:)

Wichtig fiir die nachfolgende Algornhmen ist vor allem, daf bei einer Verfeinerung immer nur bereits
vorhandene Klassen aufgeteilt werden, jedoch keine neuen Klassen durch die Vereinigung vorhandener
Klassen entstehen.

Im Bild wird dies durch die gestrichelten senkrechten Linien verdeutlicht, iiber deren Grenzen hinweg
sich keine Klasse, auch nicht bei weiteren Verfeinerungen, erstreckt.

3.2.2.9. Beispiel
Eine Verfeinerung von x° aus Beispiel 3.2.2.7. wire beispiclsweise
2= (230 U} {80 44,51 (6.7

Ziel der spateren Algorithmen zur Isomorphie-/Ahnlichkeitserkennung, kanonischen Numerierung und
der Teilstrukturerkennung wird es sein, ausgehend von einer Vorklassifizierung, durch méglichst
geschicktes, iteratives Verfeinern der aktuellen Klassifizierung, zu einer vollstandigen Klassifizierung
zu gelangen.
Dabei liefern die bei der Vorklassifizierung oder vorherigen Verfeinerungen erzeugten einelementigen
Klassen wertvolle Informationen fir weitere Verfeinerungen.
Wie bereits erwihnt, besitzen die Elemente der Trigermenge eine beliebige, aber feste Ausgangsnume-
rierung,
Mit Hilfe der Algorithmen zur [somorphie- oder Ahnlichkeitserkennung wird nun eine Abbildung ¢
gesucht, welche die Trigerinstanzen zweier Strukturen so aufeinander abbildet, daB ihre Werte beziig-
lich der lokalen Vergleichsoperatoren der Triger und rel ibereinstimmen. Ubereinstimmen ist dabei
immer im Bezug auf die Realisation der Vergleichsoperatoren zu sehen.
Dic beschriebenen Algorithmen ermitteln jedoch nicht direkt ¢ , sondern numerieren die Tragerinstan-
zen neu. Die Numerierung erfolgt derart, daB, falls beide Strukturen isomorph sind, Element Nr. 1 von
Struktur A auf Element Nr. | von Struktur B abgebildet werden, Nr. 2 auf Nr. 2 usw., also eine [somor-
phie bzw. Ahnlichkeit beziiglich der identischen Abbildung vorhanden ist.
Numeriert man also die Trigerinstanzen S von Struktur § mit ¢, und die Trigerinstanzen T von Struk-
tur 7mil o, neu, so ergibt sich anschaulich folgendes Diagramm:
o
§——1 35

U4 id

[

Die Abbildung ¢ l48t sich dann nachtriglich einfach durch die Komposition o -id-o, darstellen.

Eine mogliche Neunumerierung o der Elemente der Trigermenge entsteht durch die Reihenfolge, in
der ein Atom als einziges Element einer Klasse der aktuellen Klassifizierung auftaucht. Besteht die



erste im Verlauf der nachfolgend beschricbenen Algorithmen aufiretende einelementige Klasse bei-
spiclsweise aus Element Nr. 5 der Tragermenge, so wird dadurch an dieser Stelle die Abbildung
a(5) = 1 festgelegt.

In jedem Schritt der nachfolgenden Algorithmen versucht man nun, so viele einclementige Klassen wie
moglich durch geschicktes Ausnutzen der Struktureigenschaften zu erzeugen, um damit die partielle
Permutation (Numerierung) o zu einer vollstindigen Numerierung fortzusetzen.

Wurden bereits p Elemente durch ¢ neu numeriert, so definieren wir im folgenden: |o| :=p .

Eine durch den oben beschricbenen Vorgang aus einer partiellen Numerierung iterativ erzeugte voll-
standige Neunumerierung der Trigerinstanzen der betrachteten Struktur bezeichnet man als Einbettung.
Die Menge alle moglichen Einbettungen wird im folgenden mit £ bezeichnet.

Analog zu den eingangs beschriebenen particllen Permutationen existieren also auch hier partielle Ein-
bettungen und Fortsetzungen ebensolcher.

Es stellt sich nun die Frage, wie eine weitere Verfeinerung der aktuellen Klassifizierung erreicht wer-
den kann, zumal alle bisherigen Informationen iiber die betrachtete Struktur aus den Attributen der
TRAGERinstanzen bereits zur Konstruktion der Vorklassifizierung genutzt wurden.

Es muB also ¢ine weitere Schnittstelle geschaffen werden, die zusiitzliche Informationen liefert. Da die
Informationen, die Gber eine isolierte Trigerinstanz erhalten werden kénnen, offensichtlich nicht mehr
ausreichen, wendet man sich der Gesamtstruktur zu, um - ganz allgemein - Aussagen zu gewinnen, die
eine Trigerinstanz als Bestandteil einer komplexeren Umgebung charakterisieren.

Hierfiir sind die diese Beziehungen in der Gesamistruktur beschreibenden Objckte mit ihren Attributen
von Bedeutung.

In dem Algorithmus von McKay [MK], der speziell auf Graphen ausgerichtet ist, wurden zu diesem
Zweck die Bindungseigenschafien von Knoten herangezogen, also die Bindungsvielfachheit. Mehr zu
diesem klassischen Ansatz in Abschnitt 4.1.7.

Schimmel fithrt zu diesem Zwecke die Klassifikationsfunktionen ¢in, die in Kombination mit den sog.

Auf- und Abwirtschritten von unten durch dle gesamte Typhleramhic schrittweise komplexere Infor-
mationen aus hiheren Typeb zur Kl Iner Atome

Beim objektorientierten Ansatz ist dies prinzipiell dhnlich. Was bei Schimmel die Klassifikationsfunk-
tionen fiir eine vorgegebene Typhierarchie leisten, ist jedoch hier véllig unabhéngig vom Aufbau der
betrachteten Struktur.

Dies bedeutet, daB die Elemente einer Klasse der aktuellen Klassifizierung anhand der bisher gefunde-
nen, einclementigen Klassen bewertet werden. Dabei spielt es keine Rolle, ob diese Bewertung nur auf-
grund der zuletzt gefundenen Trégerinstanz oder aufgrund der Menge aller bisher festgelegten
Trigerinstanzen geschieht.

Betrachtet man die zu Beginn dicses Kapitels gegebene, rein mathematische Strukturdefinition so sind
dort analog sowohl ein- als auch mehrstelligen Relationen zugelassen.

Fiir eine Verfeinerung der einzelnen Klassen liefern die Elementen der zu verfeinernden Klasse, also
einzelnen Tragerinstanzen, mit Hilfe der im folgenden beschriebenen ref - Funktion in Abhangigkeit
von der bisherigen Festlegung einelementiger Klassen eine komplexe Beschreibung aller Zusammen-
hangskomponenten inncrhalb der definierten Struktur.

Dies konnen sowohl komplexe Datentypen sein, oder deren Objektidentitd die Z ha
zwischen den festgelegten Trigerinstanzen darstellen, aber auch einfache Werte wie beispielsweise hc|
Graphen die Viclfachheit der Bindung ciner oder mehrerer bereits festgelegter Knoten.

Dieses breite Einsatzgebiet legt die Realisation des Ergebnisses der Methode ref als abstrakten Datentyp
nahe. Dadurch kénnen wiederum dic entsprechenden Informationen gekapselt werden, so daf der
Algorithmus lediglich - wie bei den TRAGERinstanzen tber entsprechende vorgegebene Methoden
(Vergleichsoperatoren) darauf zugreifen kann.
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Damit kénnen unterschiedliche Trigerinstanzen aufgrund des von der Methode ref gelieferten Werte
weiter klassifiziert werden. Trigerinstanzen mit gleichem Ergebnis der Methode ref bilden dann wie-
derum neue Klassen, wodurch die gewiinschte Verfeinerung der Ausgangsklasse erzielt wird. Fiir eine
genaue Beschreibung dieser Aufteilung sei wiederum auf Kapitel 4. verwiesen.

Die Reduktion der Methode ref auf die Betrachtung der Trigerinstanzen ist letztendlich darin begriin-
det, daB auf der untersten Ebene der Isomorphiebetrachtung diskreter Strukturen immer cine Bijektion
auf den Tragerinstanzen, unter Beriicksichti der Strukturei haften, gesucht wird.

Dennoch sind die zu klassifizierenden Trégerinstanzen gerade bei der Definition der Methode ref nicht
losgelost von der Gesamtstruktur zu sehen. Um es im Sinne der klassischen Strukturdefinition auszu-
driicken heiBt dies, es werden nicht nur die Informationen berticksichtigt, die auf Schachtelungstiefe 0
zur Verfiigung stehen, sondern auch solche aus héheren Ebenen. Dadurch erhélt man ein detailliertes
Bild uiber die Eigenschaften des betrachteten Atoms in der komplexen Gesamtstruktur.

3.2.2.10.  Bezeichnung

Sei REL - ERGEBNIS die abstrakte Basisklasse fir den Riickgabewert der nachfolgenden Methode ref
der Struktur §.

Wie auch in der Klasse TRAGER miissen in REL - ERGEBNIS Operatoren der Form ,,<,, und ,,==" defi-
niert sein, die einen Vergleich verschiedener Instanzen von REL - ERGEBNIS erlauben. Da diese Ver-
gleichsoperatoren normalerweise komplexe Berechnung kapseln, verwenden wir sie fur zwei REL -
ERGEBNIS - Instanzen (ref - Ergebnisse) Ry und Ry nachfolgend immer in der Form R,<yR, bzw.
Riy=4Rss

3.2.2.11.  Bezeichnung

Sei § eine diskrete Struktur mit der Menge S der Trégerinstanzen. Sei £ die Menge aller Numerierun-
gen von S. Die Methode refl ist Bestandteil der Schnittstelle des abstrakten Datentyps Struktur. Die
Methode ref besitzt zwei Argumente. Das erste Argument ist eine (partielle) Numerierung der Trigerin-
stanzen. Das zweite Argument ist eine weitere Trigerinstanz. Das Ergebnis der Methode rel wird in
einer Instanz der Klasse REL - ERGEBNIS hinterlegt. Dieses Objekt muf3 die oben erwihnten Ver-
gleichsoperatoren <p und =g aufweisen.

Die Methode ref liefert durch ihren Aufruf mit der partiellen Numerierung o « £ und der Triigerinstanz
AeSS durch R = S.ref(s, A) eine Instanz R des REL - ERGEBNISses und damit ein Klassifikations-
merkmal fiir die Tragerinstanz A unter Beriicksichtigung der aktuellen (evtl. particllen) Einbettung o .

3.2.2.12.  Bemerkung

« Zur Berechnung der ref - Funktion kénnen alle Strukmurmerkmale herangezogen werden. Je mehr
typische Eigenschaften genutzt und in einer Instanz des REL - ERGEBNISses gespeichert werden,
desto groBer ist der ,,Verfeinerungseffekt™.

» Die Methode re! ist invariant beziiglich Umnumerierungen der Trigerinstanzen.

Wie die ref - Funktion zur Verfeinerung der aktuellen Klassifizierung beitrigt, wird gleich anhand cines
kurzen Beispiels erklirt. Zunachst folgen jedoch noch die ibrigen Schnittstellendefinitionen.

Zusitzlich zu den in den Trigern und durch die re/ - Methode definierten Klassifikationsmerkmale gibt
es noch weitere Methoden, durch welche man den Ablauf der spiter beschriebenen Algorithmen beein-
flussen kann. Durch sie konnen in den [nformationen tiber die Gesamtstruktur, unter Verwendung der
aktuellen Einbettung, beriicksichtigt werden. Sie werden jedoch nicht direkt fur die Verfeinerung der
Klassifizierung verwendet, sondern liefern mogliche Abbruchkriterien fiir die Algorithmen.



3.2.2.13.  Bezeichnung

Sei I - ERGEBNIS dic abstrakte Basisklasse fiir den Riickgabewert der nachfolgenden Methode I der
Struktur S.

Wie zuvor miissen in I" - ERGEBNIS Operatoren der Form < und ,,==* definiert sein, die einen Ver-
gleich verschiedener Instanzen von I' - ERGEBNIS ¢rlauben. Auch hier verwenden wir fiir zwei [ -
ERGEBNIS - [nstanzen (I" - Ergebnisse) G, und G, nachfolgend immer in der Form G,<.G, bzw.
Gy =rGy-

3.2.2.14.  Bezeichnung

Sei $ eine diskrete Struktur mit der Menge S der Trigerinstanzen. Sei £ die Menge aller Numerierun-
gen von S. Die Methode 1" ist Bestandteil der Schnittstelle des abstrakten Datentyps Struktur. Die
Methode I" besitzt ein Argument, ndmlich eine (partielle) Numerierung der Trégerinstanzen. Das
Ergebnis der Methode 1 wird in einer Instanz der Klasse I' - ERGEBNIS hinterlegt. Dieses Objckt muf
die oben erwithnten Vergleichsoperatoren < und = aufweisen.

Die Methode I liefert durch ihren Aufruf mit der partiellen Numerierung o « € durch G = §.I'(s) eine
Instanz G des I - ERGEBNISses und damit ein Klassifikationsmerkmal fiir die aktuelle (evtl. partielle)
Einbettung o.

Die Methode I ist zusitzlich beziiglich der Numerierung o e £ fortsetzbar. Dies bedeutet, seien zwei
partielle Numerierungen o, und o, , sowie zwei entsprechenden Fortsetzungen o, und o, gegeben,
dann muB gelten:

1. $.T(c,) <t 5.T(6,) = 5.T(0) < 5.T'(03)
2, 8.T(0)) > S.T(0,) = 8. (5}) > 5.T(a3)
3. §T(0)) = 5.1 (93) = 5.T(0) = 8. (oy)

Damit besteht die Moglichkeit, zu jedem Zeitpunkt im Algorithmus eine Bewertung der aktuellen Ein-
bettung aus globaler Sicht vorzunehmen. Die Methode T kann - wie tibrigens alle anderen Schnittstel-
len auch - nur optional mit ¢iner Funktionalitat hinterlegt werden. Ist eine Struktur ausschlieBlich durch
ihre lokalen Eigenschafien definiert, wie beispielsweisc Graphen beim Modell von McKay, kann 1
auch einen beliebiges, fiir alle Numerierungen konstantes I - ERGEBNIS liefern und damit nicht zu
einer Verfeinerung der Klassifizierung beitragen.

Andererseits ist es moglich, mit ' Struktureigenschaften zu beschreiben, die durch lokale Eigenschaf-
ten nicht beschrieben werden konnen.

Beispielsweise konnen bei dreidimensionalen Strukturen wie Molekiilen in riaumlicher Darstellung
Spiegelungen der Gesamtstruktur oft nicht ausschlieBlich aufgrund lokaler Winkelbetrachtungen
erkannt werden,

Auch die Methode T ist invariant beziiglich Umnumerierungen der Trigerinstanzen.

Eine dhnlich definierte Schnittstelle wird zur Berechnung einer kanonischen Numerierung bendtigt.
Um eine kanonische Form fiir eine bestimmte Struktur festlegen zu kénnen, mufi man beim Vorliegen
zweier moglicher partieller Anordnungen der Trigerinstanzen entscheiden, welche Anordnung zu
einem kanonischen Reprisentanten fiihrt oder fithren kann. Dies geschieht durch die Funktion ££:

3.2.2.15.  Bezeichnung

Sei KL - ERGEBNIS die abstrakte Basisklasse fiir den Riickgabewert der nachfolgenden Methode £/ der
Struktur §.

Wie zuvor milssen in KL - ERGEBNIS Operatoren der Form ,,<,, und ,,==" definiert sein, die einen Ver-
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gleich verschiedener Instanzen von KL - ERGEBNIS erlauben. Auch hier verwenden wir fur zwei KL -
ERGEBNIS - Instanzen (£/ - Ergebnisse) K; und K, nachfolgend immer in der Form K <K, bzw.
K=K

3.2.2.16.  Bezeichnung

Sei § eine diskrete Struktur mit der Menge S der Trigerinstanzen. Sei £ die Menge aller Numerierun-
gen von S. Die Methode £f ist Bestandteil der Schnittstelle des abstrakten Datentyps Struktur. Die
Methode Kf besitzt ein Argument, nimlich eine (partielle) Numerierung der Trigerinstanzen. Das
Ergebnis der Methode £/ wird in einer Instanz der Klasse KL - ERGEBNIS hinterlegt. Dieses Objekt
muB die oben erwihnten Vergleichsoperatoren < und ==, aufweisen.

Die Methode £f liefert durch jhren Aufruf mit der partiellen Numerierung o ¢ £ durch K = S.£f(o)
eine Instanz K des KL - ERGEBNISses und damit ein Bewertung fiir die aktuelle (evtl. partielle) Einbet-
tung .

Die Methode £ ist (analog zu I' ) beziiglich der Numerierung o < £ fortsetzbar und invariant beziglich
Umnumerierungen der Tragerinstanzen.

Durch die Funktion £/ hat man die Méglichkeit, verschiedene Numerierungen der Atome unter Beriick-
sichtigung der Struktureigenschaften zu bewerten.

An dieser Stelle wird aufgrund der unterschiedlichen Einsatzgebicte von I' und £/ eine Trennung der
Funktionen vorgenommen. Bei der eigentlichen Implementierung kann darauf jedoch verzichtet und
die Funktionalitit der beiden Funktionen zusammengefaBt werden.

3:2.3: Beispiel
Seien die Definitionen aus Beispiel 3.2.2.7. gegeben. Fir die Definition von ref und £/ werden noch
einige Zusatzfunktionen benétigt, die Informationen Gber Eigenschaften des Wiirfel liefern.

Ahnlich wie bei der Definition von Graphen lassen sich auch beim gefirbten Wiirfel Kanten definieren.
Die Menge E aller Kanten ist also eine zweistellige Relation auf der Klasse KNOTEN mit

E= {1121 11,8},(1,64,12,3},12, 5! €3 85 {3 4} i“ 2
14,7 61 16,7}, {7.8}}

Die dazu komplementire Menge (V= V)\E ist dann die Menge aller nicht verbundenen Knoten im
gefirbten Wiirfel,

Zusitzliche Informationen iber die Relation zweier Atome konnen noch die Zugehorigkeit zu einer
gemeinsamen Flache oder die folgende, dazu dquivalente Aussage liefern:
3.23.1 Definition

Sei G der durch Abbildung 2 beschriebene gefarbte Wirfel. Sei S die Menge aller TRAGERinstanzen, in
diesem Fall also der KNOTEN. Die Funktion 6: SxS - {0,1} sei definiert durch

B(A B) = { 0 falls d(A,B)=3
sonst
wobei d der (minimale) Abstand zwischen zwei Knoten ist.

3.2.3.2. Bemerkung

Im betrachteten Wiirfel liegen sich zwei Punkte, die voneinander den Abstand 3 haben, diagonal gegen-



.

iiber, Das heifit:
8(A.B)=0= {A, B} e {{1.4},{2,7},{3.6}, {5,8}}

Da die Anzahl der zu einem Knoten benachbarten Kanten oder Flichen fir alle Knoten aufgrund der
Symmetrie des Wiirfels identische sind, werden weitere Informationen nicht beriicksichtigt.

Dartiber hinaus sind die Farbinformationen bereits erschipfend in die der Vergleichsoperatoren der
Klasse KNOTEN eingegangen (vgl. 3.2.2.7.), und wiirden als zusitzliche Bewertung der obigen Rela-
tionen keine Informationen liefern, die zu einer Verfeinerung fithren.

3.233. Bezeichnung

Ein Multigraph G auf n Punkten wird durch eine nxn Matrix M = (m;) spezifiziert (Adjazenzmatrix):
Sind die Knoten i und j im Graphen durch eine k-fache Kante verbunden, so gilt m,j=k. Gilt (i,j) 2 E. so
15t mij=0.

Sei A die Adjazenzmatrix des gefarbten Wiirfels aus Abbildung 2:

{o1000101
10101000
01010001
00101010
01010100
106001001
00010001
10100110

Abbildung 8: Adjazenzmatrix des gefarbren Wiirfels

Da es sich hierbei um einen einfachen Graphen handelt, kommen keine Eintriige gréBer zwei vor.

Wie bereits erwahnt, ist bei den nachfolgenden Algorithmen die Reihenfolge, in der die Elemente der
Triigermenge einer betrachteten Struktur in einelementige Klassen aufgeteilt werden, von besonderer
Bedeutung. Diese Reihenfolge wird in der (partiellen) Einbettung o festgehalten. Das Element A der
Trigermenge, das zuletzt in ciner einelementigen Klasse auftauchte, wird in o auf ||+ | abgebildet.
Mit jo| wird - wie bereits erwihnt - die Anzahl der Elemente der Trigermenge bezeichnet, die bisher
eingebetiet bzw. neu numeriert wurden.

Nachdem mit der Funktion & und der Bindungsvielfachheit aus der Adjazenzmatrix nun alle Informa-
tionen, die im gefirbten Wurfel iber zwei belicbige Instanzen der Klasse KNOTEN verfiigbar sind, zur
Verfiigung stehen, kann die Methode ref der Struktur, sowie ihr Ergebnis formuliert werden.

3.2.34. REL - Ergebnis

Das Ergebnis der ref - Methode wird in der Klasse REL - ERGEBNIS gespeichert, das folgende Form
besitzt:

REL - ERGEBNIS

Atiribute:
Konnektivitat
3 - Abstand
Methoden:
Operator <  REL - ERGEBNIS, REL - ERGEBNIS |
Operator == | REL - ERGEBNIS, REL - ERGEBNIS }

Die Verwendung der beiden Attribute wird bei der nachfolgenden Definition der ref - Methode selbst
deutlich. Es handelt sich dabei um nat. Zahlen, so daf3 die beiden Vergleichsoperatoren wie folgt defi-



niert werden konnen:

REL - ERGEBNIS :: Operator < (R1,R2)

Falls R1.Konneklivitit < R2 Konneklivits
Gib ,WAHR" zurick
Falls R1Konneklivitat = R2.Konnekiivits

Falls R1.3 - Abstand < R2.3 - Abstand
Gib ,WAHR" zuriick
Gib ,FALSCH" zuriick

REL - ERGEBNIS :: Operator == (R1,R2)
Falls R1.3 - Abstand = R2.3 - Abstand und
R1.Konnektivitat = R2.Konnektivitait
Gib ,WAHR" zuriick
Sonst

s
Gib ,FALSCH" zuriick

3.2.3.5. rel - Methode

Die Methode ref erzeugt eine Instanz der obigen REL - ERGEBNIS - Klasse und belegt die Eigenschaf-
ten 3-Abstand und Konnektivitét prechend den iibergeb Parametern. Sei also M die Adjan-
zenzmatrix des gefirbten Wiirfels und (A, B) wie zuvor definiert (A, B e S). Dann ist die Methode ref
definiert durch:

GEFARBTER WURFEL :: re(o, B)

Erzeuge Instanz R vom Typ REL - ERGEBNIS
Belege R.3-Abstand durchB(A, B)

Belege R.Konnektivitot durch (mgp)

Gib R zuriick

wobei A der zuletzt durch die Permutation A —|a|+1 in ¢ aufgenommene Knoten ist und oe €,
BeV beliebig.

W

Mit Hilfe dieser Definition kann man eine Wertetabelle fiir die Ergebnisse von ref, definiert auf dem
gefiirbten Wiirfel angeben. In den Spalten sind die Instanzen A der Trager KNOTEN aufgelistet, die
zuletzt durch A — |o| +1 in o aufgenommen wurden. In den Reihen stehen die Knoten, fiir die ein Attri-
but fiir die Verfeinerung berechnet werden soll (Knoten B aus obiger Bezeichnung). Die Tabellenein-
trage spiegeln die - leicht nachzupriifende - Symmetrie der ref - Funktion beziiglich der Elemente B und
A wicder. Fir die Darstellung des REL - ERGEBNISses wird ein Tupel (j,k) zur Darstellung der Attri-
bute verwendet, wobei der Wert k dem 3 - Abstand entspricht und j der Konnektivitit.

rel A (aus A = o)

1 2 3 4 5 6 7 8

1 (0.1) | (L1 | (0.1) | (0,0) | (0.1) | (1,1 | (0,1) | (1.1)
(L) | 1) | (L) | (0,1) | (1L,1) | (0,1) | (0,0) | (0,1)
O, | (LD | 0,1) | (1.1) | (0,1) | (0,00 | (0,1) | (1,1)
(0,0) | (0.1) [ (0,1) | (0,1) | (L) | (O [ (1,1) | (O.1)
(0.1) | (L) | (0,1) | (L) | (0,1) | (LD | (0,1) [ (0,0)
(LD 1 €01y | 0.0y | (0,1) | (L) | (0,0 | (1) | (1.1)

w
v sa W
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7 (6. | (0.0 | (0.1) | (L1} | (0.1) | (0.1) | (0.1} | (1.1}
8 (L) | 0.0 | (L1 | (0.1 | (0.0) | (LD | (L1} | (0.1)

Um mit Hilfe von rel eine Verfeinerung der Ausgangsklassifizierung % zu erzielen, geht man jetzt wie
folgt vor: (o =/ .]o] = 0)

1. Wihle eine KNOTENinstanz A e S .

2. Ersetze die aktuelle Einbettung o durch o = o -(A 50| +1).

3. Firalle Klassen % e & bestimme ref(a, B) fur alle B e & und spalte die Klassen so auf, daf} in den
neuen Klassen nur Knoten mit gleichem REL - ERGEBNIS liegen.

Ausgehend von der Vorklassifizierung %% = ({2,3), 11,8}, (4,5}, 16, 7)) wihlt man nun beispielsweise
A = 8. Die zunichst willktirliche Auswahl dieses Knotens wird im folgenden noch genauer begriindet.

Sei o = /. Ersetze nun o gemdh 2. durch o = (‘1‘] Damit gilt jetzt |0l = 1. Fur die Klasse

x': = {2,3} berechnet man dann ref(c, 2) = (ag 5, B(8,3)) = (0, 1) sowie ref(s,3) = (ag5,8(8,2)) = (1, 1).
Diese Werte wurden aus der vorherigen Tabelle aus den grau unterlegten Feldern entnommen. Da
(0, 1) lexikographisch kleiner als (1,1) ist, wird die Klasse verfeinert, d.h. in zwei neue Klassen
'j[?‘ = {2} und :r(?2 = {3} zerlegt. Analog geht man nun mit den iibrigen Klassen vor. Zum SchluB erhalt
man di¢ Verfeinerung

K= (120030 LI {8), {4), {506, 7))
6 und 7 haben beziiglich 8§ ein identisches REL - ERGEBNIS, so daB hier keine Aufspaltung vorgenom-
men werden kann, Damit hat man also bereits nach einem Verfeinerungsschritt eine fast vollstindige
Klassifizierung der Knoteninstanzen crhalten. Wie die Wahl des Atoms geschieht, beziiglich dem die
oben beschriebene Verfeinerung stattfindet, ist im folgenden Kapitel bei der Vorstellung der entspre-
chenden Algorithmen beschrieben.
Waurde eine Klasse mit Hilfe der Methode ref verfeinert, so kann sich eine weitere Verfeinerung nur
dadurch ergeben, daB der aktuellen Einbettung eine neue Knoteninstanz hinzugetiigt wird. Dies liegt in
diesem Fall daran, dali nur der zuletzt aufgenommene Knoten relevant fiir eine Beurteilung des Knotens
Bist.
Die Methode ref kann unter Umstanden auch ein fur alle Knoten konstantes Ergebnis liefern. Es wird
dann keine Verfeinerung der aktuellen Klasse erreicht. Beispiele und Griinde hierfiir sind in den
Anwendungskapiteln zu finden. Die Algorithmen sind deshalb trotzdem durchfithrbar. Berechnet man
jedoch beispiclsweise beim Isomorphietest keinerlei Klassifikationsmerkmale fiir die betrachteten
Atome, also weder unterscheidbare ref, noch unterscheidbare Attribute des Knotens selbst, so werden
alle Elemente der Sig ausgegeben, da aufgrund der fehlenden Restriktionen offensichtlich alle magli-
chen Bijektionen zwischen den Tragerinstanzen erlaubt sind.

3.2.3.6. Bemerkung

Die Methode I wird fiir dieses Beispiel nicht benotigt.

Die Methode £/ wird auf natirliche Weise aus der Adjazenzmatrix des Wiirfelgraphen abgeleitet.
3.2.3.6.1. Definition

Gegeben sei cine symmetrische n < n Matrix M = (mj;) dber N . Die Abbildung r bilde di¢ untere Drei-
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n(n

-1
7 ab:

ecksmatrix gemiB der folgenden Abbildung auf einen Vektor der Linge

01000101
0101000
1010001
46401010
G+610100
+0661001
4001009 1
+-6-1-0-0-1+0

Damit gilt fiir a;; :
T(M) = (1,0,1,6,0,1,0,1,0,1, ..., 1)
Wird nur die linke untere Teilmatrix der GréBe p auf diese Art abgebildet, dann benutzt man die Funk-
tion Y (M). Es gilt dann beispielsweise fiir 1,
T(M) =(1,0,1,0,0,1)

3.2.3.6.2. Definition
Seien V'« N™ und V¥ e N" gegeben. O.B.d.A sei m <n. Die lexikographische Ordnung zweier Vekto-
ren beliebiger Lange ist definiert durch:
V|=Vzc>v:=w'Z ¥Yi<m und m =n
Vievie L3j<mmit \.riI =\/i2 Yi<j und vj[<vj2 oder

2
i

2.vi=v} Yism und m<n

Vi>V7¢3jsmmi| vi' zvi2 Vi<j und \JJ'>|.-J2
Sei o eine partielle Einbettung der Tréigerinstanzen, wobei bereits p ( = |o| ) Festlegungen bekannt sind.
Die Anwendung von ¢ auf die Adjazenzmatrix M wird definiert durch:
=M%=
oMy = MU= tnaiih siish

Es gilt M7 e NP"P.,

3.2.3.6.3. KL - Ergebnis

Die Klasse KL - ERGEBNI!S enthiilt als Attribut einen Vektor beliebiger Linge und die Vergleichsope-
ratoren eine [mplementation der in 3.2.3.6.2. darauf definierten Ordnung. Eine Beschreibung dieses
abstrakten Datentyps liefert:

KL - ERGEBNIS

Attribute:
MatrixVektor
Lénge
Methoden:
Operafor < { KL - ERGEBNIS, KL - ERGEBNIS }
Operator == ( KL - ERGEBNIS, KL - ERGEBNIS )

Die Implementation der Vergleichsoperatoren ist entsprechend 3.2.3.6.2. realisiert.

3.2.3.6.4. ki - Methode

Die Methode £f erzeugt eine Instanz der obigen KL - ERGEBNIS - Klasse und belegt die Eigenschaften
MatrixVektor und Lénge entsprechend den tibergebenen Parametern. Sei M die Adjazenzmatrix aus
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Abbildung 8 mit Me N°"". € sei die Menge aller Einbettungen. Eine particlle Einbettung habe die
Lange p<8. Die Bewertungsfunktion £/ ist dann definicrt durch:

GEFARBTER WURFEL :: ko)

Erzeuge Instanz K vom Typ KL - ERGEBNIS
Belege K.MatrixVektor durch Y(o{M)) ( = TP(O(M)))

Belege K.Ldnge durch ”("2' D (mitlel = n)
Gib K 2uriick

Die Matrix M wird in der Regel wiederum durch ein Objekt vom Typ MATRIX realisiert sein.

3157

Sei o = 2 also beispielsweise definiert durch ¢ = ( e bl

32361

"). Dann gilt fiir die Adjazenzmatrix M aus

(0000
0000
0000
0000 )

und damit Y{c(M)) = (0,0,0,0.0,0):

. S 1234y ~
Im Vergleich dazu gilt fiir p = ll 5 4}. Y(a(M)) = (1,0,1,0,0,1)
und somit £{c) <g&f(p) . Die durch p definierte Anordnung der Atome ist also in einem gewissen Sinne
Lbesser (weil £(p) groBer als £i(s)), als die durch ¢ induzierte.

Damit sind nun alle zuvor beschriebenen, notwendigen Schnittstellen zur diskreten Struktur , gefarbter
Wirfel definiert. Die letzte Schnittstelle, beschrieben durch die Methode £/, wird lediglich bei der
Berechnung einer kanonischen Numerierung verwendet und muB fir die Isomorphie- oder Ahnlich-
keitserkennung nicht notwendigerweise vorhanden sein.

33, Abhnlichkeit

Benutzt man die zuvor definierte Schnittstelle zur Dar der Strukturen, so kann mit ihrer Hilfe
die Definition der Ahnlichkeit von Strukturen mit objektorientierter Darstellung vorgenommen werden.

Dazu ist es notwendig zu verstehen, welche Informationen und Aufgaben die zuvor definierten Schnitt-
stellen erfiillen.

Hinter die abstrakten Klasse TRAGER verbergen sich, wie bereits erwahnt, diejenigen Elemente der
betrachteten Struktur, die bei einem Isomorphietest zweier Strukturen so aufeinander abgebildet wer-
den milssen, daB sie zum einen beziiglich ihrer internen Vergleichsoperatoren <1 und ,.=* iiberein-
stimmen, aber auch re/ und ' beziglich ihrer Bilder, und beziiglich der auf den im REL - und © -
ERGEBNIS definierten Vergleichsoperatoren, itbereinstimmen.

Die Methode £/ wird ausschlieBlich bei der kanonischen Numerierung benétigt und spielt fiir dic Ahn-
lichkeitsbetrachtung zunichst keine Rolle.

Im Verlauf der Arbeit werden wir auch Strukturen betrachten, bei denen bestimmte Attribute oder
Bezichungen lediglich ,,bis auf eine gewisse Toleranz* {ibereinstimmen miissen. Da die Uberpriifung
aller Struktureigenschafien in Vergleichsoperatoren gekapselt ist, konnen solche ,, Tests beziiglich Tole-
tanzen* sehr leicht realisiert werden.

Die in den zuvor erklirten Operatoren =g, =, und =, ausgefilhrten Vergleiche stchen dann nicht
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mehr fiir Identitdt im cigentlichen Sinne, sondern sind eher unter dem Gesichtpunkt zu betrachten, da
zwei Objekte _.innerhalb bestimmter Vorgaben* iibereinstimmen.

Als Beispiel, das auch spiter noch detailliert beschrieben wird, sind hier wiederum Molekilstrukturen
zu nennen, bei denen in raumlichen Plazierungen Toleranzen in der Darstellung - der Bindungs- oder
Tetraederwinkeln oder der Bindungslangen - ausdriicklich erlaubt werden sollen.

Eine Abbildung zwischen den Trigern zweier Strukturen, fiir die eine ["Jberei;_lstimmung innerhalb der
in den Vergleichsfunktionen definierten Toleranzen erreicht wird, nennt man Ahnlichkeitsabbildung.
Will man jedoch deutlich machen, daB keine Toleranzen erlaubt sind, so verwendet man im folgenden
statt der Operatoren =g, = und =g, eine Darstellung bzgl. ,=". Ahnlichkeitsabbildungen, bei denen
keine Toleranz erlaubt ist, bezeichnet man auch als Isomorphismen.

Ahnlichkeitsabbild pielen immer dort eine groBe Rolle, wo nichtdiskrete reale Probleme durch
diskrete Modelle approximiert werden.

Bei der Ahnlichkeitsabbildung handelt es sich im Grunde um eine Kiassifizierung von Strukturen. Im
Gegensatz zum Isomorphismus ist sie 1. a. jedoch keine Aquivalenzrelation, da gewisse Toleranzen
absichilich zugelassen werden. Am besten vergegenwirtigt man sich diese Eigenschaft an folgendem

Alle benachbarten Dreiecke sind dhnlich zucinander, wenn in jedem Schritt eine vorgegebenc Toleranz
akzeptiert wird. Man wird jedoch wohl kaum das erste und letzte Dreieck als dhnlich bezeichnen:

£

Damit ist es jedoch durchaus auch méglich, daB eine Struktur dhnlich zu zwei Strukturen ist, die wie-
derum nicht dhnlich zueinander sind. So kénnte das mittlere Dreieck aus der obigen Serie sowohl zum
ersten als auch zum letzten dhnlich sein.

Es besteht eine enge Verwandtschaft mit dem Begriff der Fuzzy - Morphismen, die bei der Beschrei-
bung von Fuzzy - Mengen und - Logic verwendet werden. (siche [KY] oder [BG]) Eine Anwendung
der dort beschriebenen Theorie wird in Abschnitt 6.3.2.2.3. bei der Abstandsbetrachtung bei Molckiilen
beschrieben. Das mogliche Einsatzgebiet der unscharfen Mengen beschriinkt sich jedoch ausschlieBlich
auf die Beschreibungen der Struktureigenschafien. Eine Ahnlichkeitsabbildung ¢ bildet lediglich die
Elemente der Tragermenge zweier Strukturen aufeinander ab. Ein Grad der Ahnlichkeit zweier Struktu-
ren kann deshalb nur aufgrund der Aussage erfolgen, wie ,gut* die Ergebnisse in den Vergleichsmetho-
den mit den maximal vorgegebenen Toleranzgrenzen iibereinstimmen.

331 Definition

Die Struktur § sei gemil der zuvor definierten Schnittstelle definiert durch:
+ Die Klassen TRAGER, REL - ERGEBNIS und I' - ERG“EBNlS'

+ Die Menge der | 5,.S vom abstrakten Typ TRAGER

+ Die Methoden 5.7 und 5,.T".

Die Struktur 55 sei gemaB der zuvor definierten Schnittstelle definiert durch:
+ Klassen TRAGER, REL - ERGEBNIS und I - ERGEBN_!S.

+ Die Menge der Instanzen 5,.S vom abstrakten Typ TRAGER
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+ Die Methoden 5.7/ und 5,.I".

Die Funktion ¢, definicrt durch die Abbildungen o :5,.8 5,5 , ist genau dann eine Ahnlichkeirsab-
bildung von §| auf$,, wenn fur alle A, B cs.§ gil:

1501 o ist bijektiv

1502 A =g ®(A)

1SO3 $,.rel(id, BY =, $,.rl(9, p(B))
1504 $,.0(d) =¢ 5, .T(¢)

Durch die Operatoren =g, =, und =, wird ein AhnlichkeitsmaB fiir die betrachtete Struktur definiert.
Existiert eine Ahnlichkeitsabbildung ¢ :5,.8-»5,.5 auf den Strukturen §| und 5, so sind §; und $5
dhnlich (5,=5;).

332 Bemerkung

+ Sind die Bedingung 1502, 1SO3 und I1SO4 mit ,,=* erfiillt, sind also keine Toleranzen innerhalb
der Vergleichsoperatoren erlaubt, so sind 5 und 5, isomorph. (5, 25,)

+ Isomorphismen ¢ von S auf§| bezeichnet man als Automorphismen.

+ Implementationen objektorientierter Strukturen verwenden natiirlich die von den abstrakten Klassen
TRAGER, REL - ERGEBNIS und r - ERGEBNIS abgeleiteten Klassen, die in der Definition von
und §; nicht notwendigerweise iibereinstimmen miissen (siche 3.3.7.).

333 Satz

Die Automorphismen bilden in Verbindung mit der Hintereinanderausfithrung eine Gruppe, die sog.
Automorphismengruppe.

334 Bemerkung

» Gilt$=7 und 7= U, dann gilt auch § =7 . (Transitivitit)
+ Satz3.3.3. gilt nicht fiir Ahnlichkeitsabbildungen, da keine Transitivitit vorliegt.

Notwendige Voraussetzung fiir die Ahnlichkeit oder auch Isomorphie zweier Strukturen ist also, ent-
sprechend der vorherigen Definition, die Existenz einer bijektiven Abbildung ¢, welche die Trigerin-
stanzen zweier Strukturen unter Erhaltung ihrer Eigenschafien aufeinander abbildet. Licgt eine
derartige Abbildung vor, so muBl man tuberprifen, ob alle durch die Methoden ref und 1* gekapselten
Eigenschafien identisch oder ahnlich sind mit denjenigen der Bildmenge unter ¢ . Bei Identitit dieser
Werte liegt cin Isomorphismus vor, bei einer Toleranz innerhalb vorgegebener Grenzwerte spricht man
von Ahnlichkeit.

Es folgt nun eine Neuformulierung der obigen Definition im Hinblick auf die spter vorgestellten Algo-
rithmen. Dort versucht man nicht direkt eine Abbildung ¢ mit diesen Eigenschaften zu finden, sondem
emeicht durch eine Umnumerierung der Trigerinstanzen in den beiden betrachteten Strukturen, dall dic
Identitéit diese Ahnlichkeitsabbildung darstellt.

335 Satz

Gegeben seien zwei Strukturen §| und S, mit den Voraussetzungen aus Definition 3.3.1.. Seien weiler-
hin o, e s =S5 o eine Umnumerierung von $;.S und analog o, eine Umnumericrung von $,.8
und eine Abbildung ¢ :5,.8-5,.8 mit o=, = ¢ gegeben. Dann gilt: o ist genau dann eine



Ahnlichkeitsabbildung zwischen 5, und 55, wenn die Identitdt Ahnlichkeitsabbildung zwischen den
durch o, und o, neu numerierten Steukturen ist,

Beweis:
Die Zusammenhinge zwischen den Abbildungen gibt das folgende Diagramm wicder:

L3
58—l —p 55

¢ id

— 92
Damit ist anschaulich klar, daB eine Ahnlichkeit zwischen den beiden Strukturen 5, und S5 auch eine
Ahnlichkeit zwischen den beiden Strukturen mit den durch o, und o, neu numericrten Trigermengen
zur Folge hat, und umgekehrt.
Sei also ¢ als Ahnlichkeitsabbildung von §; auf §5 gegeben. Dann ist aufgrund der Invarianz von ref
und 1 beziiglich der Anwendung ciner Umnumericrung auch o,00:0,' cine Ahnlichkeitsabbildung
zwischen den durch o, und o, neu numerierien Strukturen §; und $;. Aus der Voraussctzung
n:1 =a, = ¢ folgt damit sofort die Behauptung.
Sei umgekehrt id als Ahnlichkeitsabbildung zwischen den durch o, und o, neu numerierten Strukiu-
ren Sy und §» gegeben. Dann ist aufgrund der Invarianz von re/ und [ beziiglich der Anwendung ciner
Umnumericrung s,' » o, eine Ahnlichkeitsabbildung zwischen den Strukturen | und S5, woraus unter
Anwendung der Voraussetzung wiederum die Behauptung folgt.

Durch dic Anwendung von Umnumericrungen der Form 03' » o, = kannalso - die Existenz ¢ines [so-
morphismus ¢ vorausgesetzt - die identische Abbildung als Ahnlichkeitsabbildung festgelegt werden.
Dic nachfolgenden Algorithmen, insbesondere die kanonischen Numerierung nutzen diese Eigenschaft
der Ahnlichkeit aus.

3.3.6. Beispiel

Betrachten wir den gefirbten Wiirfel aus Beispiel 3.2.3.. In diesem Beispiel beschrinken wir uns auf
die Isomorphie von Strukturen. Beispicle, in denen cine echte Ahnlichkeit benutzt wird, folgen spiter.
Der einzige zuldssige nichttriviale Automorphismus lautet:

=i 83254761

Anschaulich andert sich die Numerierung der Eckpunkte dadurch wie folgt:

1

Um zu beweisen, daB dies (neben der [dentitit) dic einzig mogliche Umnumerierung ist, genigt cs. die
Bedingung A =¢ o(A) 7u betrachten. Die in 3.2.2.7. aufgestellte Wertetabelle der Farbwerte und die
daraus resulticrende Sortierung gibt die moglichen Kandidaten fur eine Permutation vor. Knoten | kann
also ledighch auf Knoten 8 oder sich selbst abgebildet werden, da nur dann die obige Bedingung erfiillt
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ist. Analog dazu gibt es fur jeden weiteren Knoten nur ¢ine mégliche Abbildung neben der Identitat. Es
ist leicht cinzusehen, daf3 in diesem Beispiel jedoch die Festlegung der ersten Permutation die abrigen
Permutationen eindeutig festlegt. Ist dic Permutation 1 - & festgelegt, so muf eine geeignetes Bild fiir
Knoten Nr. 2 gefunden werden. Um weiterhin die Isomorphiebedingungen zu erfiillen mufi gelten:

ref| {* i 2) = re{ﬂ/ f* "A] .wobci Ae (231, danach 3.2.2.7. Knoten 2 entweder auf sich selbst
oder auf Knofen 3 abgebi def werden kann. Das bedeutet, das Bild von Knoten 2 unter dem Automor-
phismus muB eine identische Bewertung aufzeigen wie dic Bewertung der Relation (1.2) in der
urspriinglich numerierten Struktur.

Nach der Wertetabelle fiir ref aus 3.2.3.5. gilt rel(( :' \LI}:R (1,0) .Da m‘|(|_' ’l‘* } 30=(1.0) und

rel[|’ ?' )zj = (0.0) muB Knoten 2 auf Knoten 3 abgebildct werden, Analog dazu werden alle ande-
\

ren Permutationen festgelegt.

33.7.  Ahnlichkeit bei Modellwechsel

Durch die Kapselung der Vergleichsoperatoren auf den Trigerinstanzen, dem REL - ERGEBNIS und
dem ' - ERGEBNIS ist ¢s auch méglich, Strukturen mit unterschiedlichen zugrundeliegenden mathe-
matischen Modellen auf’ Ahnlichkeit bzw. lsomorphie zu testen.

So ist es beispielsweise denkbar, daB in den betrachteten Strukturen Farben als Bewertungen eingesctzt
werden. Es kann beispielsweise sein, dall diese in einer Struktur im RGB - Modell vorliegen, in der
anderen jedoch als CMYK - Werte. Uber dic bekannte Transformation dieser Farbmodelle ist dann ein
Vergleich moglich. Die Transformation ist jedoch in einer Operatorfunktion gekapselt.

3371 Beispiel

In Struktur §; wird eine von der abstrakten Basisklasse TRAGER abgeleitete Klasse KNOTEN_RGB
verwendet. In der Strukwr S, cine von der abstrakten Basisklasse TRAGER abgeleitete Klasse
KNOTEN_CMYK.

In der Klasse KNOTEN_RGB sei die Operatorfunktion ,==" wie folgt implementiert:

KNOTEN_RGB :: Operator == {T1,T2)

Falls Typ(T2) == KNOTEN_CMYK
Gib VGL_RGB_CMYK ( T1.Farbe, T2.Farbe ) zurick
Sonst
Gib ( T1.Farbe == T2.Farbe } zuriick

Dabei ist vorausgesetzt, dafi in beiden Strukturen ein Attribut FARBE zur Speicherung des Farbwertes
eines Knotens verwendet wird, und dic Methode VGL_RGB_CMYK zum Vergleich eines RGB und
CMYK - Wertes cxisticrt.

L4Bt man also zu, daB unterschiedliche, von einer gemeinsamen Basisklasse abgeleitete Klassen in der
Strukturdarstellung verwendet werden konnen. so ist es beispielsweise moglich, eine Ahnlichkeit zwi-
schen Graphen und Molekiilen zu definieren. DaB dabei natiirlich der kleinste gemeinsame Nenner von
Eigenschaften, in diesem Fall des Graphen, zugrunde licgen mubB, ist klar,

Denkt man an die Anwendung in einer mathematischen Datenbank. so macht es jedoch durchaus Sinn.
solche Vergleiche durchzufiihren.
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Das folgende Schema verdeutlicht die Vorgehensweise.

Mathematisches
Modeli 2

Mathematisches
Modeli 1

Abbildung 9: dhnlichkeir bei Modeliwechsel

Dic Funktionalitit, die fur die Transformationen zwischen Modell | und Modell 2 notwendig ist, wird
dabei in entsprechenden Methoden gekapselt und bleibt somit fiir die verwendeten Algorithmen
unsichtbar.

Natiirlich kann man Struktur B auch zuerst in Struktur B® umwandeln, indem diese Funktionalitat
explizit vor Beginn eines Isomorphictests angewandt wird. Sind zwei Strukturen mit unterschiedlichen
zugrundeliegenden mathematischen Modellen jedoch nicht dhnlich, so kann ein Ahnlichkeitstest unter
Ausnutzung des direkten Wegs (Struktur A« Struktur B) deutliche Geschwindigkeitsvortcile bie-
ten. Wird namlich bereits im Anfangsstadium der Algorithmen ein Unterschied zwischen den beiden
Strukturen festgestellt, so wird der Algorithmus sofort abgebrochen. Beim indirekten Weg (Struktur A
<> Struktur B’ & Struktur B) wire zu diesem Zeitpunkt bereits der Aufwand zur Konverticrung ange-
fallen.

Diese Moglichkeit des direkten Vergleichs ist bei der klassischen Darstellung endlicher Strukturen
nicht vorgesehen.



4. Algorithmen

Die in dieser Arbeit entwickelten Algorithmen behandeln auf der Ebene von diskreten Strukturen zwei
wesentliche Fragestellungen, die bei realen Objekten von groBem Interesse sind.

»  Es soll gepriift werden, ob zwei vorliegende reale Objekte isomorph bzw. dhnlich sind.
«  Es soll gepriift werden, ob ein vorliegendes Objekt Bestandteil eines anderen ist.
« Die Objekie sollen in einer Datenbank durch direkten Zugriff oder Suche abrufbar sein.

Die erste Fragestellung enthilt bei der vorgestellten objcktorientierten Darstellung diskreter Strukturen
die Losung des Isomorphieproblems. Eine entscheidende Rolle spielt dabei die geeignete Diskretisie-
rung der Struktur und die Definition des dazugehorigen Isomorphie- bzw. Ahnlichkeitshegriffes. Durch
die Hinzunahme eines zusitzlichen Strukturmerkmals kann dabei in der Regel eine sehr viel effizien-
tere Losung des Isomorphieproblems erreicht werden als durch einen bis ins letzte Detail optimierten
Algorithmus. Voraussetzung dafiir 1st jedoch ein Algorithmus, der die Strukturbeschreibung bertick-
sichtigt, das heilit je genauer die Beschreibung, bzw. je mehr Moglichkeiten zur Unterscheidung von
Strukturen existieren, desto groBer ist die Effizienz des Algorithmus. Eng verwandt mit der Bestim-
mung der [somorphie zwischen zwei diskreten Strukturen ist dic Ermittiung der Automorphismen-
gruppe einer Struktur. Dics ist dic Menge aller Umnumerierungen der Elemente einer Strukuur, die
durchgefihrt werden kdnnen, so dald die Struktur selbst jedoch invariant bleibt.

Neben der Vollstrukturisomorphie ist in vielen Bereichen auch dic Frage einer Teilstrukturisomorphie
von I[nteresse. In der Chemie entspricht das der Substruktursuche. Gerade bei dieser praktischen
Anwendung gibt es zwar sehr spezielle Verfahren, di¢ schoell - im Rahmen der bekannten Informatio-
nen - zu einem Ergebnis fiihren (siche Kapitel 7.). Andert sich jedoch dic Strukturbeschreibung nur
geringfiigig, beispiclsweise durch neue Erkenntnisse, die durchaus die Suche erleichtern kénnten, oder
andert sich sogar dic Fragestellung, beispiclsweise von der Frage einer topologischen zu ciner 31 Sub-
struktursuche, so ist ¢ine einfache Anderung nicht mehr moglich. Fs ist also sinnvoll, hier ein allgemei-
nes Hilfsmittel zur Isomorphieerkennung fiir allgemeine diskrete Strukturen zur Verfigung zu stellen,
das leicht an gedinderte Problemstellungen und Strukturbeschreibungen adaptierbar ist,

Die letzte Fragestellung ciner cffizienten Verwaltung von Strukturen fiihrt zu der Frage einer einheitli-
chen Reprisentation, d. h. zur Berechnung cines kanonischen Reprisentanten. Auch hicr soll ein Algo-
rithmus verwendet werden, der in hohem Mafle die Eigenschafien der diskreten Strukturen ausnutzt,
um schnell und efftzient zum Ziel zu fithren, Ausgehend von einem kanonischen Reprasentanten ist es
dann méglich, vorzugsweise unter Verwendung einer schnellen Hashverwaltung, cinen direkien
Zugriff auf Daten zu ermdglhichen. Gerade in der Chemie sind sehr grofle Datenmengen mit weit mehr
als 1 Mio Strukturen zu verwalten, und es ist davon auszugehen, dali sich dieser Wert in Zukunft noch
weiter erhGht.

Betrachten wir zunichst jedoch das Problem der Erkennung der Ahnlichkeit zweier Strukturen,
41.  Abnlichkeitserkennung

Der im folgenden beschrichenc Algorithmus zur Ahnlichkeitserkennung ist eine Erweiterung der
Arbeit von [MK]. Im Gegensatz zu [MK] wird jedoch der ausschlieBlich fiir die Isomorphie von Gra-
phen formulierte Algorithmus durch die Verwendung der im vorherigen Kapitel definierten allgemeinc
objektorientierte Darstellung endlicher bewerteter Strukturen wesentlich erweitert, wic in Kapitel 4,1.7,
niher erklirt. Dies unterscheidet diesen Ansatz auch ganz wesentlich von [JL], wobei der Grundtyp
dieser Algorithmen, namlich durch geeignetes Partitionieren der Trigerinstanzen die Zahl der maximal
zu berechnenden Permutationen zu verringern, durchaus Ahnlichkeiten aufweist. Daneben werden
jedoch an entscheidenden Stellen Anderungen vorgenommen, die eine deutlich cffektivere Ausnutzung
aller iber die betrachtele Struktur verfligharen Informationen gewiéhrleisten,
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Beschriinken wir uns in der folgenden Einfithrung zunachst auf den Spezialfall der Isomorphiebestim-
mung.

Die Bestimmung der Automorphismengruppe einer endlichen Struktur ist dquivalent zum Problem der
Bestimmung der Isomorphie zweier diskreter Strukturen, indem man zwei identische Strukturen
betrachtet und alle Moglichkeiten berechnet, Struktur §| in Struktur §; bzw. in diesem Fall in sich
selbst einzubetten. Fiir die Beschreibung des folgende Algorithmus geht man deshalb anfinglich davon
aus, dall zwei beliebige diskrete Strukturen betrachtet werden. Die Aufgabe des Algorithmus ist festzu-
stellen, ob die beiden Strukturen isomorph sind und gegebenenfalls alle Isomorphismen zwischen den
Strukturen zu liefern. Sind die beiden betrachteten Strukturen identisch, so liefert der Algorithmus
damit die gewlinschte Automorphismengruppe.

41.1. Beispiel

Lassen sich die Knoten des zweiten Graphen aus dem folgenden Bild so umordnen, dafl der resultie-
rende Grraph dem ersten entspricht?

1 2 3 1 2
G/V 3
4 5 6 5 4

Abbildung 10: /[somorphe Graphen?

Um nun alle Isomorphismen zu berechnen gibt es verschiedene, unterschiedlich effiziente, Moglichkei-
ten.

4.1.2. Naiver Ansatz

Der cinfachste Weg ist sicherlich das Testen aller Moglichkeiten, wie die Elemente der Trigermenge
aus Struktur | auf die der Struktur 2 abgebildet werden kénnen. Besteht dic Trigermenge aus n Ele-
menten, so entspricht dies der Berechnung und Testen von |S| = n! Kombinationen. Die folgende
Tabelle verdeutlicht die Problematik dicses Vorgehens:

n \S..i = n!
4 24

6 720

8 40.320
10 3.628.800
15 ~1.31 10"
20 ~2.43 10'®

Bei 20 Elementen wiirde dic Berechnung aller Kombinationen ~77.055 Jahrhunderte dauern (bei
10.000 Permutationen/Sckundc).

Dicse maximale Anzahl von Berechnungen ist problembedingt vorgegeben. Jeder Algorithmus mufl im
schlechtesten Fall tatsdchlich alle Permutationen durchlaufen. Das Ziel eines Algorithmus zur [somor-
phieerkennung kann also nur eine méglichst starke Reduktion der Méglichkeiten im allgemeinen Fall
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sein. Dafl dies micht nur moglich ist, sondern bei geeigneter Darstellung auch sehr grofie Strukturen
getestet werden konnen, zeigt der folgende Algorithmus,

Eine Komplexititsbetrachtung im Vergleich zu diesem Ansatz wird in 4.5. vorgenommen.

4.13. Backtracking

Die Verwendung cines Backtrackverfahren erméglicht eine wesentliche Verminderung des Aufwandes
zur [somorphicberechnung. Man geht dabei von den vollstandigen Trigermengen §,.8 und $,.8 aus.
Die Variable IS0 speichere die Menge aller vor dem Aufruf des Backtracking vorgenommenen partiel-
len Permutationen zum Aufbau des lsomorphismus.

Durch einen Aufruf von Backtrack (2, $;1.8, S,.8) werden alle Isomorphismen von 5, nach
Sy ausgegeben. Der Algorithmus selbst hat dic Form:

Backtrack ( I80, S, T )
{
Ist 5§ =7 =3,
dann gib ISO aus.
Sonst
Fir ein 1 €S
Fir alle jeT
Bilde IS0l := ISO-(i—3j).
Ist IS01 zuldssig,
dann bilde Backtrack (IS01, § \{i},T \(j}}

Dabei ist der Test, ob die aktuelle partielle Permutation (hier: TS01) zuldssig ist, von wesentlicher
Bedeutung fiir die Effizienz. Je friher man entscheiden kann, ob sich eine getroffene Abbildung zu
einem Isomorphismus fortsetzen lidft, desto geringer ist der Aufwand zur Bestimmung der Automor-
phismengruppe. Dies liegt am Prinzip des Backtrackalgorithmus. Die Wege zu den einzelnen Knoten
im Backtrackbaum entsprechen in diesem Fall festgelegten Permutationen. Ein Weg von der Wurzel zu
einem Blatt hat also maximal die Linge [s,.5|. Weist man an einer Stelle im Algorithmus eine Zuord-
nung als unzuldssig zurick, so mufl man den Teilbaum unterhalb dieser Permutation nicht mchr
beriicksichtigen, da die dort getroffenen Festlegungen nicht mehr zu einem [somorphismus fiithren kén-
nen.

Die Anzahl der im Backtrackverfahren betrachteten Knoten kann jedoch noch weiter eingeschriinkt
werden.

Dazu nutzt man aus, daB die Automorphismen in Kombination mit der Hintereinanderausfiihrung eine
Gruppe bilden. Hat man also neben der Identitét bereits einen weiteren Isomorphismus gefunden, so
kann man beim Auffinden des nichsten Isomorphismus bereits diese Gruppeneigenschaft ausnutzen
und ohne zusitzlichen Aufwand einen neuen Isomorphismus durch eine Kombination mit den zuvor
ermittelten angeben.

Dazu ist es jedoch sinnvoll, eine kompakte Speicherung der bekannten Isomorphismen zu wihlen, da
deren Anzah! unter Umstiinden sehr groBl werden kann.

Wie diese Eigenschaften effektiv ausgenutzt werden kénnen, ist in Kapitel 4.4, beschrieben.
4.1.4. Backtracking mit Iterierter Klassifizierung

Setzt man zur Untersuchung der Fortsetzbarkeit die nachfolgend beschriebene iterierte Klassifizierung
ein, kann man in Verbindung mit einem Backtrackverfahren einen wesentlichen Geschwindigkeitsvor-
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teil erzielen. Man nutzt dabei die Tatsache aus, daB durch die Festlegung einer neuen Zuordnung von
Triigerinstanzen zweier Strukturen im Verlauf des Backtrackings zusétzliche Informationen zur Verfii-
gung stehen, die zur weiteren Verfeinerung der aktuellen Klassifizierung genutzt werden kénnen.

Zudem fiihrt man vor dem Start des eigentlichen Algorithmus eine Vorklassifizierung durch, welche
die Anzahl der moglichen Permutationen weiter reduziert.

Mit Hilfe des Backtracking versucht man also, ausgehend von einer Vorklassifizierung, in jedem ltera-
tionsschritt eine Verfeinerung der vorherigen Klassifizierung zu erzeugen, bis eine vollstindige Klassi-
fizierung erreicht wird. Dies geschieht quasi parallel fiir die beiden vorliegende Strukturen. Nach jedem
Schritt mufi gepriift werden, ob die erreichten Klassifizierungen vertraglich sind, d.h. ob alle Bedingun-
gen zum Vorhandensein einer Ahnlichkeitsabbildung bzw. eines Isomorphismus erfiillt sind, der die
neu entstandenen Klassen der Klassifizierungen aufeinander abbildet.

Kénnen in ¢inem Schritt keine neuen Permutationen festgelept werden, testet man mit Hilfe des Back-
tracking alle verbleibenden Kombinationen.

Fiir diese Uberpritfung werden ausschlieBlich die im vorherigen Kapitel definierten Schnittstellon TRA-
GER, REL - ERGEBNIS und 1 - ERGEBNIS und die Methoden re/, und I' zur objektorientierten Dar-
stellung von Strukturen verwendet. Sie besitzen dabei - wie bereits erwahnt - ganz unterschiedliche
Aufgaben.

Bevor der Algorithmus im Detail besprochen wird, soll anhand eines kleinen Beispiels der Einsatz der
Schnittstellen beschrieben werden:

4.1.5. Beispiel

Folgende Strukturen (gefirbter Graph) sollen auf [somorphie getestet und alle méglichen Einbettungen
angegeben werden.

Dies bedeutet, es sollen alle Abbildungen ¢: {1,....,6} = {1,...6} gefunden werden, so daB ¢ ein Iso-
morphismus von §; nach S, ist. ¢ muf also die Inzidenzen und die Farben der Punkte 1 bis 6 erhalten.
Die Trigerklassen und die Klassen fiir das ref - Ergebnis sind fiir beide Strukturen identisch und cs sind
keine Toleranzen in den Vergleichsoperatoren zugelassen.

Die Klasse KNOTEN ist abgeleitet von der abstrakten Klasse TRAGER und enthiilt als einziges Attribut
die Farbe des Knotens. Die Vergleichsoperatoren auf den KNOTEN vergleichen damit die Farbwerte.
Die Ausgangsklassifizierung X' = ( { 1,2, 3,4, 5, 6 } ) kann damit in einzelne Klassen unterteilt, deren
Elemente Knoteninstanzen mit identische Farben sind. Es ergibt sich also die folgende Vorklassifizie-
rung:

8 S

K=({1}1(2,5,6},(3,4}) K=(15},{1,2,6},{3,.4))

O @ @ O @ @

Dabei wird vorausgesetzt, dafl die Ordnung O <g . <g @ auf dem Attribut Farbe einer Knotenin-
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stanz definiert ist.

Es ist klar, daB nur Knoteninstanzen mit gleichen Farben aufeinander abgebildet werden kiémnen. Da
bei beiden Strukturen nur eine Knoteninstanz mit der Farbe auftaucht, kann man bereits cine parti-
elle Permutation festlegen, ndmlich ¢(1) = 5, da bei Struktur §; Knoten 1 als erster in einer einelemen-
tigen Klasse erschienen ist, und bei Struktur 5> Knoten 5, und beide Knoten identische Farbwerte
besitzen. Man fihrt deshalb dic beiden partiellen Einbettungen o, von$; und o, vonS$;ein, in denen
gespeichert wird, wann ein Knoten Element einer einelementigen Klasse wurde. Da in Struktur 1 Kno-
ten Nummer | zuerst Element einer einelementigen Klasse wurde, fiigt man o, (die zunichst noch leer
(o, = @) ist) die partielle Permutation 1 — 1 hinzu. In Struktur 2 wurde Knoten Nummer 3 zuerst Ele-
ment einer einelementigen Klasse. Deshalb erganzt man die partielle (bisher leere) Permutation o,
durch die Abbildung 5 -» 1 . Die rechte Seite der Abbildung zeigt ,den Zeitpunkt™ an, wann der Kno-
ten auf der linken Seite einelementig wurde (hier: 1).

Die gesuchte Abbildung o ist dann identisch mit der Hintereinaderausfihrung o,'c, der Numericrun-
gen o, und o, . Dic folgenden Algorithmen nutzen alle diese Tatsache aus. ¢ wird in ihnen damit
Schritt fiir Schritt durch die parallele Numerierungen o, von Struktur | und o, von Struktur 2 defi-
niert. Bei jeder neuen Festlegung werden auch alle zum dortigen Zeitpunkt moglichen Relationen gete-
stet, so daB frihzeitig ein Abbruch der Algorithmen erfolgen kann, wenn Bedingungen, die fiir
Isomorphie oder Ahnlichkeit notwendig sind, nicht erfiillt sind.

Leider ist im Moment noch keine eindeutige Zuordnung der Knoten aus den iibrigen beiden Klassen
moglich. Normalerweise miifiten jetzt alle Kombinationen getestet werden. Statt dessen nutzt man
jedoch die Eigenschaft aus, dali bereits ein Knoten fest zugeordnet werden konnte. Hierfiir wird nun die
Methode ref bendtigt. Jede der Klassen {2, 5, 6} und {3, 4} aus 5| bzw. {1, 2,6} und {3, 4} aus 5, kann
nun in zwei neue Klassen aufgeteilt (verfeinert) werden. Die eine enthilt die Knoten in der betrachteten
Klasse, die mit dem bereits festgelegten Knoten verbunden sind, die andere enthélt dic iibrigen, nicht
damit verbundenen Knoten.

Die Methode ref erfiillt dicse Aufgabe, indem die aktuelle particlle Numerierung o, bzw. o, iiberge-
ben wird, zusammen mit einer zu klassifizierenden Trégerinstanz. Aus der Numerierung wird nun die
linke Seite der zuletzt festgelegten Permutation verwendet, also der zuletzt eingebettete Knoten. Das
zweite Argument sind dann alle Knoten aus der betrachteten Klasse. Das Ergebnis ist cine Instanz der
Klasse KONNEKTIVITAT, abgeleitet von REL - ERGEBNIS die lediglich ein Attribut enthilt, nimlich
die Vielfachheit der Bindung zwischen dem zuletzt festgelegten Knoten aus o, und dem Knoten, der
als zweites Argument iibergeben wird. Die auf dieser Klasse definierten Vergleichsoperatoren entspre-
chen der Ordnung auf N .

Man durchlauft also mit refio;. A) alle A aus der Klasse {2, 5, 6} und berechnet dic Konnektivitit
zwischen dem in diesem Fall zuletzt festgelegten Knoten 1 und den Knoten 2, 5 und 6. Da Knoten | nur
mit Knoten 2 benachbart ist, aber nicht mit den Knoten 5 und 6, ergibt sich folgende Aufspaltung:

Struktur §,: {2,5.6}
fiz:2 15,6}
Dennm[(o@):ref((i‘*)sﬁt ¥ Be{2}.aber

re[(a..B)=re((“*}B]=o VBelS 6},

Analog dazu fiir die Klasse { 3,4 }:
Struktur §,: (3,4}
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Denn re[(aL,B)=re[((:*)B]= I ¥Be(4},aber

rel(a,, B) =re{([i'}e)=o ¥Bel{3}.

Ebenso wird ref in Struktur 2 verwendet. Allerdings wird dort nach o, , und damit nach dem zuletzt
dort festgelegten Knoten 5 verfeinert. Fir die Klasse {1, 2, 6} ergibt sich aus der Konnektivitit der
darin enthaltenen Knoten mit Knoten Nr. 5 die Aufteilung:

Struktur S,: {1,2, 6}

{61} F L2}
Denn  relia, B) = rzl[(i*)B]=] vBel(6) ,aber
re[(oZ,B):re[((i*)BJ=D vBel,2}.

Dic Verfeinerung der Elemente von {3, 4} beziiglich 5 ergibt
Struktur §5: {3,4}

{3} {4}
Denn ref(o,, B) =rd((i" ),B}= 1 v Be{3},aber

ref(cz,B)=rz!([i'}BJ=O VBe{4}.

Es ist klar, daB die aus der Verfeinerung von {2, 5, 6} in Struktur | entstandenen beiden Klassen nur
auf die in Struktur 2 aus der Verfeinerung der Klasse {1, 2, 6} entstandenen Klassen abgebildet werden
konnen, und dort nur auf diejenigen, die gleiche Werte bzgl. des Ergebnisses von ref ergeben haben. Ein
wichtiges Kriterium fiir die Zulissigkeit einer Abbildung ist natiirlich, daB die Anzahl der Elemente in
den durch die Verfeinerung entstandenen Klassen identisch sind, was hier auch der Fall ist. Analog
konnen die verfeinerten Klassen aus Struktur 1 {3, 4} nur auf die entsprechenden, aus der Verfeinerung
von {3, 4} in Struktur 2 hervorgegangenen Klassen abgebildet werden.

Insgesamt ergeben sich durch die Ausnutzung der Konnektivititseigenschaften neue Klassifizierung fiir
die Elemente von §) und.§;:

Struktur 5 Struktur 5y
(11,2,3,4,5,6}) (11,2,3,4,5,6})
({1},12,5,6},1{3,4}) (15},11,2,61,{3,4})

Ty
<«

({1}, {2),15,6},{4},(3}) ({.5 6 > 14
S YN S T T S
v - - hHa i f |
SRR - — ] i |

Die Abbildung zeigt die Entwicklung der Klassifizierungen und darunter die Zuordnung der Klassen
aus Struktur | und Struktur 2.

Im Laufe der obigen Verfeinerung haben sich nun die zusétzlichen Zuordnungen von einelementigen
Klassen und damit von Knoten zwischen.§| und $; ergeben: 256, 43 und 3 -4 , da dic Ergeb-
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nisse beziiglich ref auf beiden Seiten tibereinstimmen. Das bedeutet wiederum, da8 Knoten 2 in Struktur
1 als zweiter, Knoten 4 als dritter und Knoten 3 als vierter fest zugeordnet werden konnte. Demgegen-
iiber wurde Knoten 6 in Struktur 2 als zweiter, Knoten 3 als dritter und Knoten 4 als vierter fest ¢inem
Knoten aus Struktur 1 zugeordnet werden konnte. Di¢ Permutation «, , welche dicse Reihenfolge fiir
Struktur 1 speichert und o, . die sie fiir Struktur 2 speichert, haben nun folgende Gestalt:

_| 1243, _"5634*
o, = g, =
1234 L 1234
Die obere Zeile sind die bisherigen einclementigen Knoten, die unterc der Zeitpunkt, zu dem sie in eine
einclementige Klasse eingeteilt wurden.

Die aktuelle partielle Abbildung «, die Elemente der Trigermenge von §; auf die Elemente der Triiger-
menge von $, abbildet, 4Bt sich dann also beschreiben durch ¢ = o,'s, :

i | BB
5634

Fiir jede neue Festlegung aus o wird nun eine Verfeinerung der noch nicht einelementigen Klasse {5,
6} in Struktur 1 bzw. {1, 2} in Struktur 2 versucht.

Es ist offensichtlich, dal dadurch auch diese Klassen in einelementige Klassen verfeinert werden und
damit eine eindeutige Zuordnung der Tragermengen von Struktur 1 und 2 erzeugt wird. Letztendlich

gilt:
(124356 [se3412Y)  (124356)
o = oy = Q=
123456 123456 563412
Die Methode I wird nach jedem Verfeinerungsschritt aufgerufen, um die Zuldssigkeit von o, bzw. o,

zu testen. Sie wird in diesem Beispiel nicht verwendet, ist jedoch in einigen Fillen notwendig, wie in
den Anwendungskapiteln gezeigt,

DaB nach der Vorklassifizierung bereits eine einclementige Klasse existiert, ist nicht notwendigerweise
der Fall. Sind ausschlieflich mehrelementige Klassen vorhanden, so miissen durch Backtracking
Jkiinstlich” einelementige Klassen erzeugt werden, damit eine Verfeinerung nach obigem Schema
iiberhaupt moglich wird.

Eine Besonderheit von ¢, bzw. o, wird deutlich, wenn man §, beziiglich der dort festgelegten Permu-
tation neu numeriert:
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Fiihrt man diese Numerierung auch mit o, und $, durch, wie in der folgenden Abbildung:

/‘\ O/e\
> °

52 52
dann fillt auf, daB die Bilder der Graphen 5| und §, unter 5, bzw. o, identisch sind. Das bedecutet
jedoch, daf die Bildgraphen durch die Identitdt aufeinander abgebildet werden. Die so erreichte Umnu-
merierung erfiillt damit genau die Eigenschaften, die fiir eine kanonische Numerierung erforderlich ist.
In Kapitel 4.2. wird dieser Umstand genau beschrieben.

Prinzipiell stimmt der nachfolgende Algorithmus mit diesem eben beschricbenen Ablauf Gberein. Es
sind dabei natiirlich schr viele Einzelheiten zu beachten, welche die Zulissigkeit der Ahnlichkeitsabbil-
dungen sicherstellen. Zudem konnen nicht nur einfache Bezichungen zwischen Triigerinstanzen, wie
die hier verwendete Konnektivitiit, sondern durch die Kapselung in der Klasse ref - Ergebnis auch kom-
plexcre Zusammenhinge genutzt werden.

In den hier gezeigten Beispielen zur Verdeutlichung des Algorithmus wird aus Griinden der Ubersicht-
lichkeit keine Ahnlichkeitserkennung beschrieben. Ihr Einsatz fiir dic Ahnlichkeitserkennung, also der
Test auf eine Ubereinslimmung zweier Strukturen unter vorgegebenen Toleranzwerten wird ab Kapitel
6.3. beschriecben. Dic Vergleichsoperatoren der Triigerinstanzen und die Methode ref liefern dort dann
auch nichtdiskrete Werte, so daB die Ahnlichkeit (aus den vorgegebenen Toleranzen) bereits wihrend
des Ablaufs der Algorithmen an den Stellen mit einbezogen wird, wo diese Schnittstellen verwendet
werden.

Wenden wir uns also der detaillierteren Beschreibung des Verfahrens zu. Den komplexen Ablauf des
Algorithmus gibt das folgende Diagramm wieder. Es dient zur Orientierung bei der nachfolgenden
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Beschreibung der einzelnen Stationen.

Diskrete Struktur 1 Diskrete Struktur 2

} f

17 NI S TR ASENTAC G TE

Vorklassifizierung

'

™ Test auf Vollstandigkeit—volisténdig

unvolisténdig

Test auf Verfeinerbarkeit— - Backiracking——

| 4
Verf. méglich |
| A\
: | Vollstandige
Verfeinerung - Abbruch Klassifizierung

}

Isomorphismen

Abbildung 11: Schematischer Ablauf des Ahnlichkeitsalgorithmus

Gesucht sind alle méglichen Abbildungen ¢, welche die Menge der Trigerinstanzen §,.S auf $,.S
abbilden, unter Beriicksichtigung der Eigenschaften ISO1 - 1ISO4.

Gehe dazu wie folgt vor:
415.1. Vorklassifizierung

Berechne fiir die Strukturen §; und.§, die Vorklassifizierungen 5, %" und §,.%° der Trigermenge.

4.1.5.1.1.  Satz (Notwendige Bedingungen)

Um die Voraussetzungen 1SO1 und 1SO2 zu erfilllen, muB fiir die Vorklassifizierungen §,.%” und
51,7C0 gelten:

1. s, = s
2, vsad s, mit

a)  A=gB fr AeS K[ Bes,x
b syl = s

Beweis:
0.B.d.A. angenommen, es gilt [s, x| > s, %", Damit gilt fir mindestens ein 1<i<ls 4" : A«B fiir



ein Ac s, %] und furalle B < 5,.5. Dies steht jedoch im direkten Widerspruch zu Forderung 1SO2.
Man nehme an, fiir Klasse S ,9(:) existieren Klassen sz.ifl und jz.ﬂ ,J1#J2 » 50 daB gilt:

A=B fir Aes K\ Bes, & und

A=C fur Aes K\ Ces, ).
Dies ist jedoch nach Definition der Vorklassifizierung nicht moglich ist. Das heiit, genau cine Klasse
erfiillt die zweite Bedingung.

Angenommen, es existiert keine Klasse 52,7(,“ mit obigen Eigenschaften, dann existiert mindestens

cine Klasse 5,4 , so daB gilt:

vaes &) F 5&0 | A= B freinBes, &

Dies verletzt jedoch Forderung ISO1,

Das bedeutet, bei der Vorklassifizierung miissen in beiden Strukturen gleich viele Klassen mit einer
jeweils identischen Anzahl von Trigerinstanzen erzeugt werden. Die Tragerinstanzen mussen bezug-
lich ihrer Vergleichsoperatoren iibereinstimmen.

Da im Falle einer Isomorphiebetrachtung bei der Vorklassifizierung alle Trigerinstanzen einer Klasse
der Vorklassifizierung identische Attribute aufweisen, geniigt es, die Identitit fiir jeweils einen Repri-
sentanten festzustellen. Im Falle der Ahnlichkeit, muB aus Griinden der fehlenden Transitivitit ein Ver-
gleich mit allen Elementen vorgenommen werden.

Sind die Bedingungen 4.1.5.1.1. nicht erfullt, endet der Algorithmus. Es existiert dann keine Ahnlich-
keitsabbildung, dje $ auf §, abbildet. Dieser Fall tritt nicht ein, wenn s, =5, , da wenigstens die ldenti-
tat als mogliche Ahnlichkeitsabbildung ermittelt wird.

Die Vorklassifizierungen s,4” und 5,.4° werden im folgenden als akwelle Klassifizierungen 5,4
und 5,4" bezeichnet.

Definiere eine Funktion 7 :5,.%" -5, %", so daB fiir alle Klassen x; < 5,.x" das Paar (5..:'(,-“.531,“) Satz
4.1.5.1.1, Forderung 2 mit  7(s5,.x") = 5,.%" crfullt.

Definiere eine Abbildung ¢ e Sis, ) die alle bisher festgelegten Permutationen aufnimmt. Setze zu die-
sem Zeitpunkt £ = {@} . Wird mit dem Algorithmus eine Ahnlichkeit zwischen §; und § festgestellt,
so enthilt & die aktuelle Abbildung der Elemente von §,.S auf §,.8

Definiere weiterhin Abbildungen o, 0, ¢ Ss.8 1 die alle blshengen Numerierungen innerhalb von 5
bzw. §5 aufnehmen. Diese Numerierung ist ein Abbild der Reihenfolge, in der einelementige Klagsen in
der aktuellen Klassifizierung im Algorithmus erzeugt werden.

4.1.5.1.2.  Bemerkung

Aus Satz 4.1.5.1.1. und insbesondere daraus, daB Trigerinstanzen nur auf identische Triigerinstanzen
abgebildet werden konnen, folgt, daB fiir cine Isomorphismus ¢ auf§ gelten muB:
Is, % I =]
oe mwsnp,?(,») @s 55
i=1 .9
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Dadurch verringert sich die Anzahl der theoretisch zu testenden Permutationen der Trigerinstanzen:

Is, ] j Is,.]
o) =2

=t P

n "

Is, 21
I1 le-x‘al! n!

A

Unter Ausnutzung dieser Eigenschaft versucht man nun mit geeigneten Mitteln die Klassifizierungen
so fein wie moglich zu unterteilen, um die Anzahl der zu testenden Permutationen zu verringem.

Zuvor muB jedoch die Vertriglichkeit der bisherigen Zuordnung 7 mit 1SO3 und 1SO4 iiberpriift wer-
den, um letztendlich alle Bedingungen fir eine Ahnlichkeitsabbildung zwischen Sy und §5 zu erfillen,
Denn betrachtet man beispielsweise die beiden folgenden Graphen, ergeben sich zwar bereits vollstin-
dige Vorklassifizierungen und alle Bedingungen von Satz 4.1.5.1.1. gelten, sie sind jedoch nicht iso-
morph, wenn zwischen den Knotenatlributcn A.B,C und D unterschieden wird:

®\@
©
Graph A Graph B

Zur Uberpriifung von 1SO3 fithre man den folgenden Algorithmus mit den aktuellen Klassifizierungen
$1Xund $5.X * aus:

Fralle A e$,K", 1siss, 2] mit 5.7 =1
Sei {A}=F({A})
Setze £:=5(A—A )

Setze 0,:= 0,(A = |o)| + 1) und oy:= 05 (A 2 lay[+ 1)

Faralle B s, %", 1<i<ls, 2] mit %7 = 1 und B2 A
Sei {B}=7({B})
Falls §,.sel(a, B) 2 5,.rel(0,, B }

dann brich den Algorithmus ab. Es gibt in diesem Fall
keine Ahnlichkeit zwischen §; und §,.

Wurde der Algorithmus nicht abgebrochen, muB noch ISO4 getestet werden. & enthilt dann alle bisher
festgelegten Transpositionen. Ist auch die Bedingung

5,.I(oy) = 5,.I(a,)

erfiillt, kann eine Fortsetzung ¢ von & existieren, so daB ¢ : 5,.5 —5,.5 eine Ahnlichkeitsabbildung von
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Sy auf s, ist.

Dabei wird Satz 3.3.5. ausgenutzt, was zulissig ist, da die Voraussetzung o;'va, = & erfullt ist. Zu
jedem Zeitpunkt im Algorithmus gilt ||| = |o,|. Weiterhin werden die Fortsetzbarkeitseigenschaften
von T und ref ausgenutzt, um bereits an dieser Stelle den Versuch einer Fortsetzung von Abbildungen
zu verhindern, die nicht zu einer Abnlichkeitsabbildung fortgesetzt werden konnen.

Die Variable Vi, wird zu diesem Zeitpunkt auf 0 gesetzt. In ihr wird spiiter die maximale Anzahl der
fiir eine Verfeinerung bereits herangezogenen Festlegungen in & gespeichert,

4.1.5.2. Test auf Vollstindigkeit

Sind.$ ;.42 und.§,.% ? vollstindige Klassifizierungen (siehe 3.2.2.3.), so ist eine Ahnlichkeitsabbildung
von § auf §, gefunden worden.

Man unterscheidet nun in Abhingigkeit des Aufrufes von 4.1.5.2. zwei Fille:
1. Wurde dieser Test wihrend eines Backtracklaufes aufgerufen, so wird der Algorithmus mit 4,1.5.5.
fortgesetzt. Die vorlicgende Ahnlichkeitsabbildung muB dann nicht die einzig mégliche sein.

2. Wurde kein Backiracking gestartet, so setze den Algorithmus mit 4.1.5.6. fort. Die vorliegende Ahn-
lichkeitsabbildung ist dann eindeutig bestimmt.

Sind §1.% % und §,.% * nicht vollstandig, so verzweige zum néchsten Schritt (Test auf Verfeinerbarkeit).

4.1.5.3. Test auf Verfeinerbarkeit

Gilt V< [, so wurde & seit dem letzten Aufruf dieses Moduls durch mindestens eine Permutation
(V= V,) erweitert, Damit existiert eine Klasse 5,57 mit 15i<[s, «%, fiir die gilt: [s o] = (V)] =1
(und damit auch |7(s.&%)| = ls,.¢] = [ ¥21] = 1), wobei 5 %" und 5, % dic akuellen Klassifizierun-
gen der beiden betrachteten Strukturen sind.

Es ist daher moglich, eine Verfeinerung der Klassifizierung durchzufiihren. Da die Variable V. im -
Verlauf des Algorithmus lediglich vergréBert wird, wurde die durch (v, —» v,) erweiterte Permutation
nicht zuvor fur eine Verfeinerung verwendet. Erhéhe V.. um 1. Der nichste Schritt im Algorithmus
(Verfeinerung) wird mit dem Index V,, aufgerufen.

Gibt es jedoch keine neue einelementige Klasse in der akwellen Klassifizierung, kann keine Verfeine-
rung durchgefiihrt werden, In diesem Falle gilt V.= [¢] und es wird der Backtracking - Algorithmus
gestartet. Dafiir wird zur Funktion Backtracking verzweigt. Ist das Backtracking beendet und dieser
Test nicht Teil eines vorherigen Backtracklaufes, wird der Algorithmus beendet.

4.1.54. Verfeinerung

Zur Verfeinerung werden nun die partiellen Permutationen o, und o, herangezogen, wobei lediglich
dic ersten V. Festlegungen berticksichtigt werden. Der erste Schritt der Verfeinerung wird bei beiden
Strukturen unabhingig voneinander ausgefiihrt. Die folgende Beschreibung beschrinkt sich daher auf
das Vorgchen bei Struktur 5.

Schritt 1: Partitionierung
Erzeuge aus o, eine neue Permutation ., , in der alle bisherigen Permutationen (V; — 1), i< V. ent-
halten sind.

Ermittle die erste Klasse mit dem Index j ( 1< sLs].yd ) in der aktuellen Klassifizierung, fiir die
‘5, « ‘ > gilt, und die bei diesem Aufruf der Verfeinerung noch nicht verwendet wurde. Dicse Klasse
wird nun beziiglich der in 3.2.2.11. eingefithrten Methode S .ref dhnlich wie bereits im Beispiel 3.2.3.5,
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beschrieben partitioniert, Erzeuge dazu disjunkte Zerlegungen s, .9; , I<p<p, mit:
- P‘
. _sl,yq = pks)]slﬂgp

sllyqnmls,,ﬂqr:@ Y1gqrsp.qet

el (1o A) =p el (p, B) VA B es,.cqu. l<q<p,

nl(n, A) <grel(n, B) Y Aes K Bes,.

=
mit l<gs<p;- |

Analog dazu wird mit Hilfe von o, bzw. p, und §y.ref die Klasse 7(5,.%7) = 5,.4; der zweiten Struktur

in g, disjunkte Teilklassen zerlegt.

Schritt 2: Identifizierung

Um weiterhin die Fortsetzung von & zu einem Ahnlichkeitsabbildung von §,.S auf §,.8 zu gewahrlei-
sten, miissen die folgenden Bedingungen erfullt sein:

1. P = a4
2 954, 1srsp; A5, 1 <g<q, mit

rel (o A) =g el (15, B) Y Ae jl..’q, Be 51.9K:

b = ]

Fiir die Uberpriifung dieser Bedingung fiihre man den folgenden Algorithmus aus:

Fir alle .S,.."d'], IerpJ
Setze AeJ,.:K:r beliebig

Falls kein cder mehrere §,%, , 1€q$q, existieren mit:
4

Syl (. A) =g Syl (g ) undt Js, ] = L;z.de
fir ein beliebiges A €5,%;
q
dann brich den Algorithmus ab.

sonst

Setze F(5.%) =5,
Falls §,.%; = {A}] (und damit auch §,.%, = {A})

¥F: 1
setze E=E(AA)

=a; (Ao |a)|+1) und op=o,(A = |c'1| +1)

Setze o
Far alle bisherigen einelementigen Klassen { B} mit {B}= F({B}):
Falls §,.ref{c), B) # 5,.rei(0,, B)
brich den Algorithmus ab.
Falls 8,.I'(o))=; 8,.I'(a;)
brich den Algorithmus ab.
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Da aufgrund der Konstruktiondder Klassifizierungen fiir jede Klasse & immer gilt re/ (u, A) =g ref (p,. B)
fiiralle A, B e 5,.%; , muB die Ubereinstimmung der Ergebnisse der Methode ref jeweils nur fiir ein Ele-
ment aus den entsprechenden Klassen in §; und 5, getestet werden.

Wurde der Algorithmus abgebrochen, kann & nicht zu einer Ahnlichkeitsabbildung von §, auf 5, fort-
gesetzt werden. Wurde die Verfeinerung in einem Backtrackaufruf bearbeitet, gehe zuriick zum Back-
tracking. A sten brich den Algorithmus ab.

Ist der Algorithmus jedoch erfolgreich beendet worden, so gehe zum néichsten Schritt:

Schritt 3: Konstruktion

Die zuvor gewonnene Unterteilung der i - ten Klasse von 5 und der j - ten von 5 in p;=q, neue Teil-
klassen fiihrt zu einer neuen Klassifizierung. (0.B.d.A. i<p;)

Es gilt damit
S = (5 1 181 S Ko Ko 51, )

und damit [s,.%* "] = |5 .| +p,—1
Analoges gilt fiir 5.

Mache nun die neue Klassifizierung zur aktuellen. Bei der Implementierung ist darauf zu achten, dafl
alle Querverweise auf Klassen der vorherigen Klassifizierung beim Konstruieren der neuen Kiassifizie-
rung aktuell bleiben.

Ist die neue Klassifizierung erzeugt, und sind noch Klassen in der aktuellen Klassifizierung, die aus
mehr als einem Element bestehen und noch nicht mit Hilfe von , und p, zur Verfeinerung herangezo-
gen worden sind, so gehe zuriick zu Schritt 1.

Erhéhe sonst V,,, und rufe das Modul Test auf Vollstindigkeit auf.

4.155. Backtracking

Das Backtracking - Modul wird aus verschiedenen Situationen heraus aufgerufen:

Situation 1: Erstmaliger Aufruf

In diesem Fall geschieht der Aufruf immer aus dem Modul 4.1.5.3. (Test auf Verfeinerbarkeit). Es ste-
hen keine einelementigen Klassen in der aktuellen Klassifizierung zur Verfiigung, mit denen eine Ver-
feinerung durchgefithrt werden kénnte. Mit Hilfe des Backtracking wird nun stattdessen, quasi
Jkiinstlich®, eine einelementige Klasse geschaffen, damit der Algorithmus fortgesetzt werden kann.

Gehe in diesem Fall wie folgt vor:
Bestimme die Klasse 5,.4] mit

lsﬂﬂ = i"‘b 2 )fkl"’cl)

m |
A
varsls, ol s, ]

Die Wahl der Klasse mit der geringsten Anzahl von Elementen zum Start des Backtrackalgorithmus
fuhrt nach Knuth [DK2] zum effektivsten Ablauf. Nach neueren Betrachtungen, etwa von Andrew Kirk
[AK], kann jedoch auch jede beliebige nicht - einelementige Klasse gewahlt werden. Dies fiihrt in den
meisten Fillen nicht zu einer negativen Beeinflussung des Algorithmus.

Ein Index i mit der obigen Eigenschaft muB immer existieren. Gibe es ibn nicht, so wiiren, da nur dis-
krete Strukturen betrachtet werden, alle Klassen einelementig. In diesem Falle wire das Backtrackmo-
dul jedoch nicht aufgerufen worden, da diese vollstindige Klassifizierung entweder ein Isomorphismus
wire oder unzulassig.
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Die Klasse s,.%; wird nun gesplittet in zwei neue Kiassen, wobei einc davon einelementig ist:
Wihle dazu A e$,.4 mit A = min fX] als Minimum der Atomindizes und setze sl.xf‘ = {A} und
X e 15,.%)

S.vKa', = 5,4\ tA} . Erzeuge dann eine neue Klassifizicrung der Form

LI S (5|-7dv ----51-7¢1~5.-7C‘,~51-m‘,‘5=-7€,.- ---v5|»7q‘ J

Ty
Esgiltdann [s,." "] = s, +2.

Dasich jedoch in 5,.%; = #(5,.%) nach Konstruktion ebenso vicle Elemente befinden wie in 5, %; , und
jede beliebige Permutation der Form 51K 3ADA €5,.% unter Umstinden zu einem Isomorphismus
fithren wiirde, geht man wie folgt vor:

Filr jedes A e 5,.%; , wobei die A" in aufsteigender Reihenfolge durchlaufen werden, bilde jeweils wie
zuvor die Klassifizierung

5 x " = (52-7\)-;» --~:5z-7€-|«52A7¢,'52‘9¢,~52-X:c|-' ‘»Sz'ﬁ,:‘.,d)

mit |5, = s, +2. Es gilt analog 5,0 =598 us, % mit 5.8 = (A} und
5K = SV A

Setze weiterhin J(S,.ﬂf!) = Sz.od‘ und 1(5,.1‘1-:) = 51"@‘__ . Zur Sicherung von 1SO3 durchlaufe den fol-
genden Algorithmus:

setze L=EU(ADA),
setze o;=0 (A~ o[+ 1) und oy= oy (A = o[+ 1)
Falls $,.I'(o) %5 $;.T'(5;)
prich den Algorithmus ab.
Fir alle bisherigen einelementigen Klassen { B} mit {B}= F({B})}:
Falls  §,.ef(0), B) #% Syrel(c, B)
brich den Algorithmus ab.

Gilt dariiber hinaus |517q‘| = }517‘:‘]’ = 1, bestand die Ausgangsklasse also lediglich aus zwei Atomen,
so durchlaufe den Algorithmus auch mit der Permutation C-—C', wobei 5.4 = (C} und
55, = {C'}.

Wurde der Algorithmus abgebrochen, fahre mit Situation 2 fort. Die Auswahl dieses Elementes fithrt
dann nicht zu einer vertriaglichen Abbildung der Trigermengen.

Daraus ergeben sich insgesamt lsz,vq’j Kombinationsméglichkeiten und damit ebensoviele Backtrack-
schritte. Sind beide neuen Klassifizierungen erstellt worden, so wird wiederum das Modul 4.1.5.2. auf-
gerufen.

Wichtig ist, zu Beginn des Backtracking alle relevanten [nformationen zu speichern, in diesem Fall also
5%, 5% F, Vinaxs £, o, und o,.

Die Wahl des El mit minimalem Atomindex als neue einelementige Klasse ist vor dem Hinter-
grund der erweiterten Isomorphiebetrachtungen in Kapitel 4.4. zu sehen. Wird der dort beschriebene
Ansatz nicht verfolgt, so kann jedes beliebige Element verwendet werden.
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Situation 2: Aufruf aus Verfeinerung

Dieser Fall tritt auf. wenn in Modul 4.1.5.4. die Ahnlichkeitsbedingungen beim Erstellen einer Verfei-
nerung nicht erfiillt sind. In diesem Fall fiihrt die aktuelle Klassifizierung von § | und 55 nicht mehr zu
einer Ahnlichkeitsabbildung. Da ein Aufruf von dieser Stelle voraussetzt, daB Situation 1 bereits zuvor
eingetreten ist, versuche durch die nachste Kombinationsmoglichkeit evtl. eine Ahnlichkeitsabbildung
zu finden. Wihle dazu nicht mehr das minimalste Element aus der in Situation 1 betrachteten Klasse
5,.% als Bild von A =547 , sondem das nichstgroBere. Erzeuge die entsprechenden Klassifizie-
rungen wie zuvor und teste 1ISO3 und 1SO4. Rufe dann wieder den Test auf Vollstandigkeit auf. Sind
dagegen allc Kombinationen ausgeschopft, so beende das Backtracking.

Situation 3: Aufruf nach vollsténdiger Klassifizierung
Diese Situation ist dhnlich zur vorherigen. Nur war in diesem Fall eine vollstindige Klassifizierung
maglich, d.h. es wurde eine Ahnlichkeitsabbildung zwischen §; und 55 gefunden. Gib diesen mit Hilfe
von 4.1.5.6. aus. Auch hier mull zuvor Situation 1 erreicht worden sein. Sind dort noch neue Aufteilun-
gen von s, 7(1“’ moglich, so fiihre diese aus. Beende sonst das Backtracking.

4.1.5.6. Vollstindige Klassifizierung

Dieses Modul wird aufgerufen, wenn in 4.1.5.2. eine vollstindige Klassifizierung fur 5| und damit -
durch den Algorithmus bedingt - auch fiir §; ermittelt wurde. Das bedeutet, daB eine Ahnlichkeitsabbil-
dung ¢ zwischen 5, und §» vorhanden ist. Die gesuchte Abbildung ¢ wird dabei definiert durch die
wihrend des Algorithmus in & gespeicherten Permutationen.

4.1.5.7. Satz

Die ermittelte Abbildung o ist eine Ahnlichkeitsabbildung zwischen den endlichen bewerteten Struk-
turen §y und 5».

Beweis:

Der Beweis folgt konstruktiv anhand des beschriebenen Algorithmus. Alle Verfeinerungen der aktuel-
len Klassifizierungen wurden unter Beriicksichtigung der Isomorphievoraussetzungen 1ISO1 - 1504
unter Anwendung von Satz 3.3.5. getroffen. Deshalb sind diese Bedingungen auch fur die gefundenen
Abbildungen zutreffend. Alle tibrigen Abbildungen verletzen eine dicser Forderungen. Es werden
zudem alle moglichen Abbildungen zwischen §| und §; gefunden.

4.1.6. Beispiel

Zur Verdeutlichung des Algorithmus wird ein Lauf am Beispiel des bercits zuvor betrachteten gefirb-
ten Wiirfels ausgefiihrt. Zunéchst ein Fall, in dem ein Isomorphismus und damit eine vollstindige Klas-
sifizierung erreicht wird:

] rot
B vau

5 4
Struktur 1 Struktur 2
Abbildung 12: [somarphie Testheispiel

Als Schnittstelle verwenden wir die bereits in 3.2.2.7. verwendeten Funktionen.



57

4.1.6.1. Ablauf des Algorithmus

Schritt 1: Vorklassifizierung
Fir Strukwr 1 gil: 5,.7(" = (12,3}, 11,8),{4,5),{6,7}). Analog dazu fir Struktur 2:
51,1(" = ({4,8},{1,5},{2,3}, 16, 7}). Alle Bedingungen aus Satz 4.1.5.1.1. sind erfiillt. Es gilt zu diesem
Zeitpunkt & = o, = o, = &, daher muB auch ISO3 und 1504 nicht getestet werden. Fiir die Zuord-
nungsfunktion ¥ gilt:

X {2,3} {1,8} {4,5} 16,7}
F(K (4,8} {1,5} {2.3} {6,7}

Unter Anwendung von Bemerkung 4.1.5.1.2. reduziert sich die Anzah] der moglichen Permutationen
von 8! = 40320 auf 2:-21-21-2! = 16.

Vinay besitzt den Wert 0.

Schritt 2: Test auf Vollstandigkeit

Da in der aktuellen Klassifizierung Klassen mit mehr als einem Element existieren, kann keine voll-
stindige Klassifizierung vorliegen. Gehe zum nichsten Schritt.

Schritt 3: Test auf Verfeinerbarkeit

Da Vp,, = 1& = 0, also keine Klasse in s, &° existiert, die aus nur einem Element besteht, kann keine
Verfeinerung durchgefiihrt werden. Deshalb wird der Backtrackalgorithmus gestartet.

Schritt 4: Backtracking

Alle Klassen in 5,.%" sind gleich groB. Deshalb wird die erste Klasse mit den Elementen { 2, 3 } aufge-
spalten. Es gibt 2! Kombinationsméglichkeiten, d.h. es miissen zwei Backtrackschritte durchlaufen
werden. Im ersten Schritt ergibt die Aufspaltung die beiden neuen Klassifizierungen

5% = ({21 30, 11,8}, {4,5},{6.7}) und

SZ.K] = (45 {8511,50{2,30.{6,7)) .

Fir 7 gilt dann:

X {2} {3} {1.8} {4,5} {6,7}
F (K {43 {8} {1.5} {23} 16,7}

Weiterhin ergeben sich aus dem Algorithmus zur Uberpriifung von 1ISO3*:
o' =/23%/, ;' =148%7, £ =q;' 00,

Mit der neuen Klassifizierung wird wieder der Test auf Vollstindigkeit aufgerufen. Um zu verdeutli-
chen, daB sich die folgenden Schritte aus der Backtrackkombination | heraus aufgerufen wurden, wer-
den sie mit Bl gekennzeichnet.

Schritt 5/ B1: Test auf Vollstandigkeit
Analog zu Schritt 2.



Schritt 6 / B1: Test auf Verfeinerbarkeit

Durch den Backtrackalgorithmus sind & zwei neue Abbildungen hinzugefiigt worden. Da weiterhin
Vinax = 0 ( < [g] = 2 ) gilt, kann also eine Verfeinerung durchgefiihrt werden. Gehe zu Schritt 7 mit
V. 1y

max —

Schritt 7 / B1: Verfeinerung
Zur Verfeinerung werden nun die Permutationen p, und p, verwendet. Da V=1, wird zunichst nur

die erste Permutation aus o, und o, verwendet. Es gilt also: p, = G“] und p, = (‘:*) In 5% wmi
wenn moglich, die Klasse ,.x; = (1,8}, undin 5,.%' die Klasse 5,.X} = {1, 5} aufgespalten. Die nach-
folgende Tabelle gibt die Ergebnisse der Methode ref an, die bei der Verwendung von u, fiir die Ele-

menten aus 5‘.7(; und bei y, fiir die Elementen aus sz.x; erzielt werden. Die Tabellenwerte kénnen in

3.2.3.5. nachgeschlagen werden.

Struktur 1 Struktur 2
rel { uy, 1) (1, 1) rel (p,, 1) (0,1)
rel (1w, 8) (0, 1) rel (py, 5) (L)

Dains$yrel(w ,1)>gref( p,8) undinS;rel (ny, 1) >y ref (py, 5), wird 5,.%' aufgeteilt in
Sp& = (20435 (8LI1Y 14,55, {6, 7)), und 5,.x" in

52.7(' = (145185 {1L {51 {234L{67)). Wie man sich leicht selbst iiberzeugen kann, sind aile For-
derungen aus 4.1.5.4. / Schritt 1 erfiillt.

Desweiteren sind auch die Bedingungen aus 4.1.5.4. / Schritt 2 erfullt. Aus dem Algorithmus zur lden-
tifizierung ergibt sich dann fiir 7:

X {2} {3} {8} {1} (4,5} {6,7}
F(K) 14} {8} {1} 154 2.3} 16,7}

und fur die Einbettungen o, und o, sowie &:
a;' =/2381%/, 6] =/4815%/, E=q3'0q,

Fiir die neue Klassifizierung 5,2 gilt 5,47 = 5%’ und analog 5,57 = 5,%' .

Die Klassen §,.2; und 5, %; bzw. 5,% und s,%; wurden noch nicht mit Hilfe von y, und n, verfei-
nert.

Fiir 5,4 gilt analog zu oben:

Struktur 1 Struktur 2
rel (w, . 4) (0,1) el (1y,2) (0,1)
rel (., 5) (1L 1) rel (1. 3) (1,1)

Damit wird 5,5 aufgeteilt in
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S = (25,430 (8% {1} {4}, 15} .{6.7}), und 5290 in
5246 = ({4}, {8}, {1545}, {2}, {3} .{6.7}). Die Forderungen aus 4.1.5.4. / Schritt 1 und aus 4.1.5.4./
Schritt 2 sind erfillt. Damit ergeben sich die neuen Klassifizierungen 5;-7C‘ :5[.95 und
5,.15 =5,.a) mit:

X {2} {3} {8} i 4} {5} 16,7}
K {4} {8} {1 t5) {2} {3} {6.7}

und firr die Einbettungen o, und o, sowie &:
o' =/238145%/, 0;' =/481523%/, E = 03'00,

Filr 5,40 = 5, .yé) gilt dann:

Struktur 1 Struktur 2
rel (py,6) (0,1) rel (ny, 6) (0,0)
rel(p,7) (0,0) rel (1, 7) (0.1)

Damit wird 5, aufgeteilt in

S = (20 31 {83 L 141 {50 860,47} ),
und 5,.% in

52-76 = ({45 {8L 1L {SH (21 {3}, {7}.16} ).

Die Forderungen aus 4.1.5.4. / Schritt 1 und aus 4.1.5.4. / Schritt 2 sind wiederum erfiillt. Damit erge-
ben sich die neuen Klassifizierungen s,.x" = 5,.%° , 5, %" = 5,8 und 5,.6° = 5,.6 , sowie :

x {2} {3} {8} {1} {4} {5} {6} {7}
FH | 4 {8} i} {5} {2} {3} 171 16}

und die Einbettungen o, und o, sowie &:

o' =123814567/. 0, =/48152376/, & = 0;'00,
Da zwar V ,, weiterhin den Wert [ besitzt und inzwischen durch die bei der Verfeinerung neu entstan-
denen einelementigen Klassen |g = 8 gilt, aber in 5.x" bzw. 5,.x" keine Klassen mehr vorhanden
sind, die nach 4.1.5.4. zu einer Verfeinerung herangezogen werden konnten, wird zum nichsten Schritt
verzweigt.

Schritt 8 / B1: Test auf Vollstandigkeit

5, und 5,.%" sind vollstindige Klassifizierungen. Demnach wurde eine Ahnlichkeitsabbildung o,
gefunden, die §| auf 5, abbildet. Mit Hilfe von 4.1.5.6. kann diese angegeben werden. Es gilt;

¢ =E=07'00, =/54823761/

Vergleicht man dieses Ergebnis mit Abbildung 12, so kann man sich leicht von dessen Korrcktheit
iiberzeugen.

Da Schritt 8 aus einem Backtrackschritt (B1) aufgerufen wurde, wird wieder zum Backtracking ver-
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Schritt 9: Backtracking

In Schritt 4 wurde die Klasse 5,.4] mit den Elementen { 2, 3 } aufgespalten. Dic erste der sich daraus
ergebenden zwei Kombinationen wurde erfolgreich bearbeitet. Die zweite Kombinationsmoglichkeit
fithrt zu den beiden neuen Klassifizierungen

$.x' = (123, {31.1.8},{4.5), {6,7}) und
53K = ({8). (4}, (1.5}, (2,3}, {6,7}).
Fiir 7 gilt dann:

X {2} 3} {1,8} 14,5} 16,7}
F(20 {8} {4} {1.5} 2.3} 16,7}

Weiterhin ergeben sich aus dem Algorithmus zur Uberpriifung von 1ISO3 "
o' =/23%/, 6)' =/84%/, E =0 o0,

Mit dieser neuen, zweiten moglichen Klassifizierung wird wieder der Test auf Vollstandigkeit aufgeru-
fen. Um zu verdeutlichen, daB die folgenden Schritte aus der Backtrackkombination 2 heraus aufgeru-
fen wurden, werden sie mit B2 gekennzeichnet.

Schritt 10 / B2: Test auf Vollsténdigkeit
Analog zu Schritt 2.

Schritt 11 / B2: Test ouf Verfeinerbarkeit

Die durch den Backtrackalgorithmus in Schritt 9 fiir £ neu erzeugten Abbildungen konnen zur Verfei-
nerung verwendet werden, da V., =0 (< [¢] = 2 ). Gehe zu Schritt 12 mitdem V,,, = 1.

Schritt 12 / B2: Verfeinerung

Zur Verfeinerung werden nun dic Permutationen ., und p, verwendet. Da V=1, wird wiederum nur
5 3 . 2 8

die erste Permutation aus o, und o, verwendet. Es gilt also: 1, = (l 'J und y, = [l*). Beachte, daf3 .,

nicht identisch zu Schritt 7/ Bl ist. In 5,.x' wird nun, wenn moglich, die Klasse 5,.%, = (1,8}, und in
5,.x" die Klasse 5,,9(; = {15} aufgespalten. u, Es ergeben sich nach analogem Vorgehen zu Schritt 7/
B1 zunéchst die beiden neuen Klassifizierungen

5,90 = (121, 131485, {1}, (4.5, 16.7}) und

5350 = ({81 (41,451 111 12,3, (6,7)) mit:
X {2} 3} {8} i {4,5} {6,7)
K 18} 14} {54 i} (2,3} 16.7}

und fiir die Einbettungen o, und o, sowie &:

a)' =i2381%/, 0;' = /845147, £ = 7' 0,
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Nach der Verfeinerung von s, 7& bzw. 51-7& liegen die Klassifizierungen

5,3(1 = (121, {31485 {1}, {4).15) .{6,7)),und
Suind {1 ol =

5250 = (181, 141453, (1), {3142} ,(6,7}) vor,

it i B

wobei:

X {2} {3} {8} {1} {4} {5} {6,7}
F {8} {4} {5} {1 3} 12} {6.7}

und fiir die Einbettungen o, und o, sowie &:
o, =/238145%/, 0, =/845132%/, & = oyeq,'
Ein weiterer Verfeinerungsschritt ergibt
5113(4 = ({2h (30, (8), {1}, {4}, {5}, {6},17} ) und
5;-%4 = ({8}, {4}, (5}, (1} {3}, {2}, {6}, {7} ) mit

X {2} {3} {8} {1} {4} {5} {6} {7}
FRO | (8} {4} {54 {1} {3} {2} {6} i |

und die Einbettungen o, und o, sowie &:
o,' =/23814567/, 0, =/84513267/,E=0, s0,

Danach kann keine weitere Verfeinerung durchgefiihrt werden.

Schritt 13 / B2: Test auf Vollstandigkeit

5% und 52.9(‘ sind vollstindige Klassifizierungen. Demnach wurde cine zweite Ahnlichkeitsabbil-

dung ¢, gefunden, die 5, auf's, abbildet. Mit Hilfe von 4.1.5.6. kann diese angegeben werden. Es gilt:
9y =E=a,'c0, = 18432675/

Vergleicht man dieses Ergebnis mit Abbildung 12, so ist offensichtlich auch diese Zuordnung der Kno-

ten moglich.

Da Schritt 13 aus einem Backtrackschritt ( B2 ) aufgerufen wurde, wird wieder zum Backtracking ver-
Zweigt.

Schritt 14: Backiracking

Da keine wei Kombinationsméglichkeiten aus Schritt 4 mehr iibrig sind, wird der Algorithmus
beendet. Die gefundenen Abbildungen ¢, und ¢, werden ausgegeben.

4.1.6.2. Fazit

Die durch das Backtracking erzeugten Zuordnungen der Elemeng_e der ersten Klassen in §; und 55
haben jeweils direkt zu der einzigen sich daraus noch ergebenden Ahnlichkeitsabbildung gefiihrt. Statt
der mdglichen 16 Permutationen muBiten letztendlich nur 2 erzeugt werden !
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4.1.6.3. Bemerkung

Den Test, der bei jeder neu festgelegten Zuordnung ¢ines Elementes der Triagermenge zur Sicherung
von Forderung 1SO3 durchgefiihrt wird, konnte zum Teil in Methode ref mit aufgenommen werden.
Man erweitert dazu die Klasse REL - ERGEBNIS derart, daB nicht nur dic von der Methade ref berechne-
ten Werte gespeichert werden, sondern auch das Ergebnis der Methode I, das ja nur aufgrund der tiber-
gebenen Numerierung berechnet wird. Die zu einer der Methode ref iibergebenen Numerierung
gehorende Instanz ¢ - ERGEBNIS speichert man jedoch dann méglichst zwischen, um doppelte
Berechnungen zu vermeiden.

4.1.7. Unterschiede zu McKay

Gegeniiber dem Originalalgorithmus von Brendan D. Mc.Kay [MK] wurde hier einige Anderungen
vorgenommen.

4.1.7.1. Verfeinerung

Bei McKay wird eine Verfeinerung immer beziiglich einer Klasse der aktuellen Klassifizierung vorge-
nommen. In der Arbeit von Schimmel wird der Ablauf der Verfeinerung von Klassen nach der Festle-
gung mindestens einer einelementigen Klasse beschrieben. Sollte diese nicht vorhanden sein, so kann
sie wie hier mit Hilfe cines Backtrackalgorithmus erzeugt werden. Der vorlicgende Algorithmus bietet
die Maglichkeit, eine Verfeinerung beziiglich aller bereits festgelegten Zuordnungen zwischen den Tri-
geri vor h um auch die Zusammenhinge zwischen mehr als zwei Trigerinstanzen zu
ermoglichen. Da die Festlegung von Zuordnungen 1 ge Klassen ve 21, kann (wie bei
Schimmel) eine Verfeinerung nur nach dem Auftreten mindestens einer einelementigen Klasse durch-
gefithrt werden. Das bedeutet, daB bei McKay unter Umstinden eher verfeinert werden kann, bevor das
Backtracking aufgerufen wird. Dies ist jedoch im Vergleich mit McKay vertretbar, da der Gesamtauf-
wand in beiden Fillen identisch ist.

Das folgende Beispiel zeigt einen Vergleich des Aufwandes beider Ansitze bei der Verfeinerung.

4.1.7.2. Beispiel
Man betrachte den folgenden Graphen:

4
3 5
2 6
1 7

Abbildung 13: Referenzheispiel fur McKay
Die Vorklassifizierung nach der Farbung ergibt:

2 = ({1,7}1.12.3.4,5,6})

Als weiteres Klassifizierungsmerkmal wird ausschlieSlich die Konnektivitit verwendet. Wihrend im
vorliegenden Algorithmus jetzt bereits das Backtracking einsetzt, versucht man im Originalalgorithmus
die groBere Klasse mit Hilfe der kleineren zu verfeinern. Dafiir faBt man alle Knoten zusammen, die
mit mindestens einem Knoten aus der kleineren Klasse verbunden sind. Das folgende Diagramm zeigt
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infacht die K1 twicklung des Originalverfahrens:
Klassifizierungen Aufwand
(11,75 12.3.4,5.6}) 2x5
({L75{2.6},{3,4,5}) 2x3

({1.7}.{2,6},{3,5}.14})

(3 ATHA2.6} 43,50, {41) (7). (114261, 43,5}, {4}) 1x4+1x4
(71425 163,413,535, 44D) A7), 413, (63,421, 43,5), 14D 1x2+1x2
U 7h 23 (6], {31451 {4D) 7L AT (61, 42) 15), 131 {4)) 28

Die unterstrichenen Klassen wurden zur Verfeinerung herangezogen. Dem gegeniiber steht der hier
aufgezeigte Algorithmus mit dem folgenden Verlauf / Aufwand:

r Klassifizierungen Aufwand
({1,7512,3.4,5,6})
(15 170,2,3,4,5,61) 7511}, {2.3,4,5,6]) 1x5+1x5
1L {75 (2), (3, 4.5.6)) (7). {3 {6).{2.3.4.5) 1xd+1x4
1073420, 65.43.4,5]) (73011, 160,421.13.4,51) 1x3+1x3
AL 7H {21161 431 (4,5)) ATHATL 16}, 421, 15). 13,41 Tx2+1x2
W73 {23, 063,133, {5} t4]) U7hATL (6}, {21454 {3} (4D =

Der Aufwand bezieht sich in diesem Fall lediglich auf die Anzah! der Konnektivititspriifungen.

Di¢ Elemente in den unterstrichenen Klassen sind dic fiir eine Verfeinerung nach der Konnektivitis
relevanten, zuletzt festgelegten Elemente der Tragermenge.

Es ist einfach, allgemein nachzuweisen, daB dieser Aufwand bei beiden Verfahren immer identisch ist,
indem man die Verfeinerung beziglich einer mehrelementigen Klasse als Kombination der Verfeine-
rung beziiglich den einzelnen Elementen und einer nachfolgenden Vereinigung der Elemente mit glei-
chen Konnektivititsbeziehungen auffaBt.

Insofern ist auch der evtl. anfallende zusitzliche Aufwand zur Verwaltung des Backtrackbaumes im
Vergleich zur im anderen Falle notwendigen Bildung der Vercinigung von Knoten zu vernachlassigen.
Dennoch bietet die zweite Mdglichkeit einen unter Umstdnden entscheidenden Vorteil. Durch das frii-
here Erstellen des Backtrackl werden auch frither Permutationen festgelegt. Unter Ausnutzung
der Isomorphieeigenschaften kann man dadurch jedoch auch zu einem fritheren Zeitpunkt Teilbiume
eliminieren, was zu eincr Reduktion des Gesamtaufwandes fiihrt.




4,1.7.3. Klassifikationsfunktion

Da der Originalalgorithmus ausschlieBlich auf Graphenisomorphie ausgerichtet war, bzw. auf die Iso-
morphie von Strukturen, die sich als Graphen darstellen lassen, beschrinkt sich die Klassifikations-
funktion, die bei der Verfeinerung benutzt wird, lediglich auf die direkten Konnektivitaten. Die hier
definierte, allgemeine, objektorientierte Schnittstelle fiir diskrete Strukturen erméglicht natarlich dar-
iber hinaus eine wesentliche Erweiterung des Einsatzgebietes des Algorithmus.

Selbst wenn man sich weiterhin auf die Betrachtung von Graphen beschriinkt, ist es doch sehr viel ein-
facher, zusitzliche Informationen mit bei der Klassifizierung der Strukturen zu beriicksichtigen.

Beispiclsweise konnen zur Verfeinerung nicht nur die Konnektivitét herangezogen werden, sonden
auch die Entfernung zu dibrigen, nicht direkt verbundenen Trigerinstanzen. Allein dadurch wird die
Effektivitat des Verfahrens - gerade bei grofien Beispielen - weiter erhoht.

4.1.7.4. Modellwechsel

Ein weiterer, wichtiger Punkt ist auch die Maglichkeit, durch eine sehr flexible Isomorphicdefinition,
und die Kapselung von Informationen innerhalb der Schnittstellen, Strukturen, die auf verschiedene
mathematischen Modellen basieren, miteinander zu vergleichen, ohne zuvor cine aufwendige Konver-
tierung der gesamten Struktur vornehmen zu miissen.

Dennoch ist der vorgestellte Algorithmus durch die allgemeinen Schnittstellen so flexibel, daB ein zum
Originalalgorithmus identisches Verhalten erreicht werden kann. Auf diese Art kann man auch die
Effekuivitat, die durch Verbesserung der Schnittstellen zu dem einer Struktur zugrundeliegenden
mathematischen Modells relativ einfach vergleichen.

Das nun folgende Kapitel beschiftigt sich mit der Berechnung einer kanonischen Numerierung.
Zugrunde liegt die auch fur die Ahnlichkeit verwendete allgemeine, objektorientierte Beschreibung
endlicher Strukturen.
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4.2, Kanonische Numerierung

Eine einheitliche (= kanonische) Reprisentation von diskreten Strukturen ist eine wesentliche Voraus-
setzung fiir deren effiziente Speicherung und Verwaltung. Die in 3.2. vorgestellte standardisierte
Schnittstelle ist hierfiir bereits von groBem Vorteil. Der Algorithmus zur Isomorphiebestimmung ist
bereits dnberst effizient, ein Verfahren mit linearem Aufwand wire jedoch wiinschenswert. Um dies
realisieren zu konnen, muf} die diskrete Struktur in einer standardisierten Form vorliegen, durch die iso-
morphe Strukturen auch identisch reprisentiert werden. Dieses Ziel wird fiir diskrete Strukturen durch
eine kanonische Numerierung der Tragerinstanzen erreicht, eine Losung des bekannten Normalform-
problems, das allenthalben auftritt.

Eine kanonische Numerierung ermdglicht cine wesentliche Beschleunigung und Vereinfachung der
meisten Algorithmen fiir diskrete Strukturen, insbesondere jedoch der Isomorphieerkennung.

Ziel einer kanonischen Numericrung ist eine eindeutige Numerierung der Trigerinstanzen anhand spe-
zifischer Eigenschaften. Isomorphe (vgl. Kapitel 3.3.) Strukturen erhalten damit ¢ine iibereinstim-
mende Numerierung der Trégerinstanzen und kénnen leicht, d.h. mit annidhernd linearem Zeitaufwand.,
identifiziert werden. Das bedeutet, die Struktureigenschaften von Trigerinstanzen mit identischer
Nummer und dercn Bezichungen untereinander miissen nach einer kanonischen Numerierung der
Struktur iibereinstimmen.

Vor allem bei einer Anwendung in groBen Datenban} wo unter Umstiinden viele [somorphi
durchzufithren sind, bringt eine kanonische Darstellung der Objekte erhebliche Geschwindigkeitsvor-
teile.

Praktische Anwendung findet diescs Verfahren bereits in einer Datenbank zur Speicherung der mit
MOLGEN erzeugten chemischen Strukturen, sowic in einem Programmpaket zur kombinatorischen
Chemie, das als Erweiterung des MOLGEN Projektes zum Einsatz kommen wird. (siche auch 6.4. und
6.9.)

Fir einige spezielle Anwendungsbereiche wurden kanonische Numerierungen bereits berechnet (siche
auch 7.3.), jedoch immer durch e¢in starres Regelwerk, so daB einc Anpassung oder Ubertragung auf
andere Probleme nicht méglich war. Der folgende Algorithmus ist durch die vorgestellte Beschreibung
diskreter Strukturen im Kapitel 3.2. allgemein cinsetzbar und effizient.

42.1. Definition

Sei § eine diskrete Struktur. Sei o« %, eine beliebige Numericrung der Trigerinstanzen von §.
So = Saissy bezeichne die Struktur, die aus der Struktur § durch dic neue Numerierung der Tréigerin-
stanzen mit Hilfe von o entstcht. Unter einer kanonischen Numerierung versteht man eine ausgezeich-
nete Numerierung o, € 7 g mit folgenden Eigenschaften:

CANT 5, (5
CAN2 5, 55950, (o155 Voeky
CAN3 55, ,=5, <= (8) e Aus)

Das heilt, die kanonische Numerierung ist invariant bzgl. der aktuellen Numerierung der Trigerinstan-
zen. AuBlerdem sind kanonisch numerierte Strukturen isomorph zur Ausgangsstruktur. Existieren zwei
unterschiedliche Numerierungen, so gehen sie unter Anwendung von geeigneten Elementen der Auto-
morphismengruppe der Struktur ineinander iiber.
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422 Berechnungsmaoglichkeiten

Wie auch bei der Berechnung der Isomorphie gibt es verschiedene Maglichkeiten, dic kanonische
Numerierung zu bestimmen. Die dabei erzielten Ergebnisse miissen sich nicht zwangslaufig entspre-
chen, d.h. die sich ergebenden Numerierungen sind immer unter Beriicksichtigung des verwendeten
Algorithmus zu unterscheiden. Die kanonische Form ist also immer nur kanonisch beziiglich des einge-
setzten Algorithmus. Es gibt im Prinzip nicht die ganz speziclle kanonische Form fiir diskrete Struktu-
ren. Vielmehr bietet der folgende Ansatz die Moglichkeit gerade durch die individuellen Eigenschafien
der betrachteten Struktur die diesbeziiglich effizienteste Numerierung durchzufiihren. Wichtig ist dabei
lediglich, daf$ die Forderungen aus 4.2.1. erfiilit werden. Als zusétzliche Komponente zur Erzeugung
einer kanonischen Numerierung wird im folgenden Ansatz die Klassifizierungsfunktion £/ verwendet.

4.2.2.1. Brute-Force Methode

Der einfachste Weg zum Auffinden einer kanonischen Numerierung ist wiederum das Testen aller
Moglichkeiten. Dazu werden alle Permutationen auf den Instanzen der Trigermenge berechnet und mit
Hilfe der Funktion £f klassifiziert. Neben dem ganz offensichtlichen Komplexitatsproblem, das sich aus
diesem Ansatz ergibt, werden jedoch auch vicle Eigenschaften der diskreten Struktur, die eine leichte
Klassifizierung und damit auch einfache spezifische Numerierung erlauben wiirden, nicht betrachtet.

4.2.2.2. Ausnutzung der Automorphismengruppe

Eine zweite Moglichkeit besteht in der Besti g der A phi uppe ¢iner diskreten Struk-
tr $ nach dem Algorithmus aus Kapitel 4.1.. Hat man diese ermittelt, so berechnet man fiir alle Permu-
tationen ¢ aus der Automorphismengruppe cine Bewertung der Permutation mit Hilfe der Methode
SKL Das ¢ mit maximalem Wert des KL - ERGEBNISSES 5 .£(( ) sei dann die gewtinschte kanonische

Numerierung.

Die sich aus dem nun folgenden Algorithmus ergebende Numerierung ist identisch mit dieser Berech-
nung tber die Automorphismengruppe. Der Vorteil liegt jedoch darin, daB nicht explizit alle Elemente
berechnet werden mussen, sondern Permutationen, dic nicht mehr zu einer kanonischen Numericrung
fiihren, konnen bereits friihzeitig erkannt und mitssen dann nicht mehr weiter verfolgt werden.

Um den Zusammenhang zwischen dem Isomorphiealgorithmus und dem Algorithmus zur kanonischen

Numerierung deutlicher zu machen, betrachten wir nochmals das Diagramm aus dem Bewcis zu Satz
3:3:5:

]
5.8 ————® 5,8
¢ id
[
—“—’.

Bei der Isomorphiebestimmung wird die Invarianz der Isomorphiedefinition beziiglich einer parallel
durchgefiihrien, mit ¢ im Sinne des Diagrammes vertriglichen Umnumerierung der betrachteten dis-
kreten Strukturen §; und §, ausgenutzt.

Die Permutationen o, und o, numerieren dic Trigerinstanzen von §; und.$5 so, daB8 durch die Identitit
cin Isomorphismus zwischen den Strukturen definiert wird.

Dies ist jedoch genau die Eigenschaft, die bei einer kanonischen Numerierung gewiinscht wird.

Der Algorithmus zur [somorphiebestimmung berechnet also parallel fur §; und $; cine kanonische
Numerierung und prift dabei in jedem Schritt deren Vertriglichkeit. Die Numerierung selbst ist jedoch
unabhingig von der jeweils anderen Struktur, d.h. es wiire auch méglich, zuerst dic Numerierung zu
berechnen und erst danach die Vertraglichkeit zu testen, was natiirlich mehr Aufwand im Einzelfall
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bedeutet und deshalb im Algorithmus nicht gemacht wird. Méchte man jedoch eine Struktur in ciner
Datenbank halten, so geht man in der Regel davon aus, daB mehrere [somorphietests mit dieser Struktur
bendtigt werden. In diesem Fall berechnet man einmal die kanonische Numerierung und muf in
Zukunft bei einem Isomorphietest lediglich die Vertraglichkeit der Strukturen priifen. Ein Algorithmus
dazu ist in 4.2.5. beschrieben.

423. Algorithmus

Betrachtet wird die diskrete Struktur.§ gemiB der Definitionen in Kapitel 3.2.. Das folgende Diagramm
zeigt wieder den Ablauf des Algorithmus, der sehr dhnlich zu dem der Isomorphieberechnung ist.

Diskrete Struktur

/

] N T E R F A C E

Vorklassifizierung

:

Test auf Vollstandigkeit—volistindig —
s undig

|

unvollsténdig i

v

Test auf Verfeinerbarkeit——# Backtracking——

I
Verl. méglich |

‘ Kanonische

Verfeinerung —— Abbruch-— Numerierung

Kanonische Form

Abbild 14: Sch ischer Ablauf der k hen Numerierung

Betrachten wir dic Methode &I zur Klassifizierung der aktuell vorliegenden Numerierung. Sei 4 eine
Instanz der Klasse KL - ERGEBNIS. a behalt im Laufe des Algorithmus immer den aktuellen maxima-
len Riickgabewert der Methode &/ auf der Menge aller (partiellen) Numerierungen der Trigermenge
von $. Zu Beginn des Algorithmus wird A auf einen (bzgl. der Vergleichsoperatoren in KL - ERGEB-
NIS) beliebig kleinen Wert gesetzt, so dall jede zuerst gefundene Numerierung einen hoheren Wert
ergibt.

Gesucht ist nun eine Numerierung o, welche die Forderungen CANT - CAN3 einer kanonischen
Numerierung erfullt,

423.1. Vorklassifizierung

Berechne die Vorklassifizierung §.%” der Struktur 5. Fiihre den folgenden Algorithmus aus:



Firalle o e 5K, 1<i<[s.&% mit 5] = 1
selze o= o(A —=|a|+ 1)
Setze A= k(o)

Setze danach S.X° =5.%". Vinax Nehme wiederum die Anzahl der bereits zur Verfeinerung genutzten
Zuordnungen aus o auf. Setze V,,,, zunachst auf 0.

4.2.3.2. Test auf Vollstindigkeit

Ist 5.X* eine vollstindige Klassifizierungen (siehe 3.2.2.3.), so wurde eine kanonische Numerierung
von § gefunden. Um diese Numerierung direkt anzugeben, siehe 4.2.3.6.. Man unterscheidet nun in
Abhangigkeit des Testaufrufes zwei Fille:

1. Wurde dieser Test wihrend cines Backtracklaufes aufgerufen, so wird der Algorithmus mit 4.2.3.5.
fortgesetzt. Die vorliegende Numerierung muf} dann noch nicht die optimalste sein.

2. Wurde kein Backtracking gestartet, so setze den Algorithmus mit 4.2.3.3. fort. Die vorliegende
Numerierung ist dann eindeutig bestimmt.

Ist $.%® nicht vollstindig, so verzweige zum néchsten Schritt.

4.2.3.3. Test auf Verfeinerbarkeit

Gilt V,14< lol , so wurde o seit dem letzten Aufruf dieses Moduls durch mindestens eine Permutation
(V;>i+1) erweitert. Damit existiert eine Klasse 5.4 mit lSiSL?.‘?C“I, fiir die gilt:

|5L.7@| =|{V,}| = 1, wobei 5,.x" die aktuellen Klassifizierungen der beiden betrachteten Strukturen

sind.

Damit ist es méglich eine Verfeinerung der Klassifizierung vorzunehmen. Erhéhe V. um 1. Der

nachste Schritt im Algorithmus (Verfeinerung) wird mit dem Index V., aufgerufen.

Gibt es jedoch keine neuen einelementige Klasse in der aktuellen Klassifizierung, gilt also V.= la],
dann kann keine Verfeinerung durchgefiihrt werden. In diesem Falle wird der Backtracking - Algorith-
mus gestartet. Dafur wird zum Modul Backtracking (4.2.3.5.) verzweigt.

4.2.3.4. Verfeinerung

Zur Verfeinerung wird die akfuelle Numerierung o verwendet, wobei lediglich die ersten V., Festle-
gungen beriicksichtigt werden. Zu diesem Zwecke wird eine neue Permutation p erzeugt, die alle
Abbildungen (v, —»i+1) miti<V,, enthilt, die auch in o vorhanden sind

Schritt 1: Partitionierung
Ermittle dic crste Klasse mit dem Index j (1 <j <|s.% ) in der aktuellen Klassifizierung, fiir die [5.22]>1
gilt, und dic bei diesem Aufruf der Verfeinerung noch nicht verwendet wurde. Diese Klasse wird nun
beziglich der in 3.2.2.11. cingefiihrten Funktion ref analog zu Schritt 1 in 4.1.5.4. partitioniert. Erzeuge
dazu neue Klassen 5.7 mit:

. P A
o g
3K MK,
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. 5.9(:4'\5.9€=® V1<qrsp.q#r
3 3
= '
o qel(p,A) =g rel {p, B) VA\BEJA_'.‘JSQS])J'

o nl(n A<y rel (1 B) YA es,ﬁq. B s&‘i\i.

'

mit Isq<p- |

Schritt 2: Konstruktion

Die zuvor gewonnene Unterteilung der j - ten Klasse von § in p; neue Teilklassen fiihrt zu ciner neucn
Klassifizierung. (0.B.d.A. j<p;)

Esgiltalso 5.0 "' = 5.8, o 5K 1 S0, 500 S S0 )
und damit
s = ls.adl+p-1

s ist die neue aktuellen Klassifizierung. Wie bereits bei der Ermittlung der Ahnlichkeitsabbildung
ist darauf zu achten, daf alle Querverweise auf Klassen der vorherigen Klassifizierung bei der Kon-
struktion der neuen Klassifizierung aktuell bleiben.

Schritt 3: Bewertung

Die durch die neue Klassifizicrung festgelegte neue Permutation wird nun mit Hilfe der Methode &
(siehe 3.2.2.16.) bewertet. Dies dient dazu festzustellen, ob durch eine Fortsetzung der zum aktuellen
Zeitpunkt durch die Klassifizierung festgelegten Permutation iiberhaupt noch eine kanonische Nume-
rierung bestimmt werden kann. Dies bedeutet, wenn bereits eine Numerierung gefunden wurde, die
cinen ,besseres™ Ergebnis der £/ - Funktion aufweist, so ist es nicht notwendig weitere Verfeinerungen
der aktuellen Klassifizierung zu bestimmen, da diese - durch die Eigenschaft der Fortsetzbarkeit von £/
- letztendlich immer zu einer ,schlechteren™ Numerierung fihren wiirde. Fiihre dazu den folgenden
Algorithmus aus:

Firalle 5.4 = {A}. wobei | <q<p
setze o:=a(A 2ol + 1)
Falls £(o) 2, A,
Falls £f(c) >, & setze A= ki(o)

sonst
Brich den Algorithmus ab

Wurde der Algorithmus nicht vollstindig durchlaufen, brich die Verfeinerung ab und gehe zu Modul
Backtracking. Das Backtracking muB zuvor aufgerufen worden sein, da o bereits mit cinem gréfercn
Wert belegt war.

Schritt 4: Test

Ist die neue Klassifizierung erzeugt und im Sinne von Schritt 3 zulissig und sind noch Klassen in der
aktuellen Klassifizierung, dic aus mehr als einem Element bestehen und noch nicht mit Hilfe von V zur
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Verfeinerung herangezogen worden sind, so gehe zuriick zu Schritt 1. Rufe sonst das Modul Test auf
Vollstindigkeit auf.

4.2.3.5. Backtracking

Das Backtracking - Modul kann aus den folgenden Situationen heraus aufgerufen werden:

Situation 1: Erstmaliger Aufruf

In diesem Fall geschieht der Aufruf immer aus dem Modul 4.2.3.3. (Test auf Verfeinerbarkeit) aufgeru-
fen. Es stehen dann keine einelementigen Klassen in der aktuellen Klassifizierung mehr zur Verfiigung,
mit denen eine Verfeinerung durchgefithrt werden kénnte. Mit Hilfe des Backtracking wird nun wie-
derum, wie beim Isomorphietest , kiinstlich*, eine einelementige Klasse zur Fortsetzung des Algorith-
mus bereitgestellt:

(=)

Auch hier wird also diejenige Klasse mit der geringsten Anzahl von Elementen gewahlt. Ein Index j mit
der obigen Eigenschaft existiert immer, da die Routine aus dem Test auf Verfeinerung aufgerufen wor-
den ist. Die Klasse 5.9@ wird nun in zwei neue Klassen gesplittet, wobei eine davon einelementig ist:

> 1

Bestimme die Klasse 5.%] mit s = L rlxlaliﬂ i
1srsis: r&S.KT

Wihle dazu A es.x] wie beim Isomorphietest zunéchst als minimales Indexelement der Klasse und

setze $.4; = {A} und 5.9@_‘ = 5.5, \ {A} . Erzeuge dann eine neue Klassifizierung der Form

EE QR NTX P E S X T SRTE o
mit .o = s +2.

Daraus ergeben sich insgesamt Ls:ﬂ Moglichkeiten, die Klasse M@‘I auszuwihlen, wenn man beim
nichsten Aufruf das minimale Element grofer dem vorherigen bestimmt, und damit ebensoviele mogli-
che Backtrackschritte. Nach der obigen Konstruktion der neuen Klasse s wird gepriift, ob fiir
s=o(A ol +1) o)z A gilt und setze, falls €(o) > A A=£fo). Analog zum Isomorphietest wird
die Fortsetzbarkeit auch noch fiir eine evtl, auftretende einelementige Klasse 5.4, getestet. Rufe dann

wieder das Modul 4.2.3.2, auf. Ist die Bedingung nicht erfiillt, so fahre mit Situation 2 fort. Diese Aus-
wahl des ndchsten Elements fithrt dann nicht mehr zu einer kanonischen Numerierung.

Situation 2: Aufruf aus Verfeinerung

Dieser Fall tritt auf, wenn in Modul 4.2.3.2. festgestellt wurde, daB die aktuelle Klassifizierung nicht
mehr zu einer kanonischen Numerierung fiihren kann. Da ein Aufruf von dieser Stelle voraussctzt, dal
Situation 1 bereits zuvor eingetreten ist, versuche durch die néchste mogliche Auswahl von _wqﬁ' evtl,
zu einer weiteren Numericrung zu finden. Konstruiere dafir wie in Situation | eine neue aktuelle Klas-
sifizierung. Dazu ist es wiederum notwendig, die Klassifizierung s.4" wiederherzustellen, dic zum
Zeitpunkt des Aufrufes von Situation 1 aktuell war. Bei der Programmierung des Algorithmus ist dabei
darauf zu achten, daB alle verwendeten Variablen wicder mit den Werten belegt werden, die sie vor
dem Aufruf von Situation 1 hatten. Diesmal wird jedoch nicht wie in Situation | das kleinste Klassen-
element isoliert, sondern das jeweils nachstgroBere, so dall jedesmal neuc einclementige Klassen
erzeugt werden. Ist dann wie in Situation | beschrieben eine neue Klassifizierung s.%" ' ' ersteilt wor-
den, die zu einer kanonischen Numerierung fihren kann, so verzweige damit zum Test auf Vollstandig-
keit.
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Sind alle Kombinationen ausgeschopft, so beende das Backtracking nach dem Aufruf von 4.2.3.6. mit
der aktuellen maximalen Numerierung A

Situation 3: Aufruf nach vollstandiger Klassifizierung

Diese Situation 1st dhnlich zur vorherigen. Nur war in diesem Fall eine vollstindige Klassifizierung
méglich, d. h. es wurde eine zuldssige Numerierung der gegebenen diskreten Strukiur gefunden. Ver-
gleiche den £/ - Wert der Numerierung mit dem bisher maximalen. Ist der neue Wert geringer, so ist dic
aktuelle Numerierung ,besser”. Speichere dann die entsprechende Numerierung. Analog zu Situation 2
wird, wenn moglich, die nichste Klassifizierung s.5* ' erzeugt und getestet. MuB} keine weitere Klas-
sifizierung getestet werden, beende das Backtracking nach dem Aufruf von 4.2.3.6. mit der aktuellen
maximalen Numericrung A

4.2.3.6. Kanonische Numerierung

Dieses Modul wird aus dem Backtracking aufgerufen oder wenn in 4.2.3.2. eine vollstindige Klassifi-
zierung fiir § ermittelt wurde. Das bedeutet, daB durch den Algorithmus eine Numerierung der Ele-
mente der Tragermenge gefunden wurde. Die Numerierung ist in o gespeichert und entspricht damit
der Reihenfolge, in der einelementige Klassen in der aktuellen Klassifizierung erzeugt wurden.

423.7. Satz

Der Algorithmus liefert eine kanonische Numerierung entsprechend den Forderungen aus 4.2.1.

Beweis:

Der Beweis ergibt sich wiederum konstruktiv aus dem Aufbau der Numerierung o aus dem Algorith-
mus. o erfiillt insbesondere auch Forderung CAN1 mit dem Isomorphismus o, denn: Sei die Struktur
§ gegeben. 5, sei § mit der durch o permutierten Tragermenge. Dann gilt offensichtlich ¢ ist Isomor-
phismus von § nach s, .

Durch die Vorklassifizicrung, die Verfeinerung beziiglich des Ergebnisses der Methode ref und die
Methode £/ zur Bewertung der aktuellen Numerierung werden die Trigerinstanzen auf eindeutige Art
im Algorithmus klassifiziert. Die Vertraglichkeit von ref und £/ beziiglich der aktuelten Numericrung o
werden iiberflissige Wege im Backtrackbaum frithzcitig eliminiert.

424. Beispiel

Die einzelnen Schritte der kanonischen Numerierung sollen auch hier am bereits vorgestellten Beispiel
des gefiirbten Wiirfels verdeutlicht werden.

8 5 E] rot
8 3 - blau

1 2

Abbildung 15: Kanonische Numerierung Testbeispiel

Als Schnittstelle dienen die bereits in 3.2.2.7. verwendeten Funktionen. Die aktuelle Numerierung wird
aus technischen Griinden im Laufe des Algorithmus mit 6™ bezeichnet.
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4.24.1. Algorithmus

Schritt 1: Vorklassifizierung
Es gilt analog zur Ahnlichkeitsbestimmung: 55" = ({2.3}. {1.8}, {4,5}.{6,7}).

Da noch keine einelementigen Klassen existieren, gilt A = min,,. o enthalt noch keine Permutationen.
N

max = 0

Schritt 2: Test auf Vollstandigkeit

Da in der aktuclien Klassifizierung Klassen mit mehr als einem Element existieren, kann keine voll-
stindige Klassifizierung vorliegen. Gehe zum néchsten Schritt,

Schritt 3: Test auf Verfeinerbarkeit

Da Vo = Iol = 0, also keine Klasse in J,.x” existiert, die aus nur einem Element besteht, kann keine
Verfeinerung durchgefiihrt werden. Deshalb wird der Backtrackalgorithmus gestartet.

Schrift 4: Backiracking
Alle Klassen in 5.x” sind gleich groB, Deshalb wird dic erste Klasse mit den Elementen { 2, 3 } aufge-
spalten, woraus sich wiederum zwei magliche Backirackschritte ergeben. Im ersten Schritt ergibt die
Aufspaltung beziiglich des Minimalelements 2 die neue Klassifizicrung
s = (21,130, 11.81,44.51,16,7)). Firo = 6- (2> 1) gilt &(o)> A. Setze A = (o). Da die aufge-
spaltete Klasse lediglich aus 2 Elementen bestand wird noch o = o - (3 - 2) hinzugefiigt. Auch dafir
gilt £(a) 2, 8. Setze A = £H(o).

Mit dieser Klassifizierung wird wieder der Test auf Vollstandigkeit aufgerufen. Um zu verdeutlichen,
daB sich die folgenden Schritte aus der Backtrackkombination 1 heraus aufgerufen wurden, werden sie
mit Bl gekennzeichnet.

Schritt 5 / B1: Test auf Vollstandigkeit
Analog zu Schritt 2.

Schritt 6 / BY: Test auf Verfeinerbarkeit

Durch den Backtrackalgorithmus sind o zwei neue Abbildungen hinzugefiigt worden. Da weiterhin
Vinax = 0 (< |o| = 2 ) gilt. kann also einc Verfeinerung durchgefiihrt werden. Gehe zu Schritt 7 mit
v

mnx= L.

Schritt 7 / B1: Verfeinerung

4 : i z 23 < ; 2
Zur Verfeinerung wird, wic beschricben aus o = Ll 2'] die neue Permutation p = fl-) erstellt
, \

(Vmax=1), beziglich der mit der Methode ref verfeinert wird. Die nachste Klasse in 5.x' bestehend aus

mehr als einem Element (.s‘.:?(ll = {1,8}) wird aufgespalten. Folgende Ergebnisse der Methode ref wer-
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den beim Vergleich von V mit den Elementen 5.7(2 erzielt:.

Struktur 1

rel(p,1) L (1,1}
refl(u.8) (0,1)

Daref(pn,1)>grel(u,8), wird s aufgeteilt in

sx' =2 (31 8111} 14,51 16.71).Die Bedingungen aus 4.2.3.4. / Schritt 1 sind dabei erfillt.

bl
Die nachfolgende Konstruktion ergibt i)f =s&' .
Im nichsten Schritt wird die Bewertung der aktuellen Numerierung durchgefiihrt. Die Methode £/ wird
aus 3.2.3.6.4. ibernommen. Durch die Verfeinerung wurden zwei ncue einelementige Klassen erzeugt.
Es wird der Algorithmus aus 4.2.3.4. / Schritt 3 durchlaufen. Da alle Festlegungen vertriglich mit A
sind, gilt danach:

o =s2381s

und eine Instanz K der Klasse KL - ERGEBNIS enthilt das Ergebnis der Funktion ¥ (o(M)) als Attribut
durch den Aufruf von i(o). Es gilt dann K>, A.
M ist dabei die Adjazenzmatrix des Graphen ist, die den gefirbten Wiirfel bestimmt.

423.4./ Schritt 3 wird aufgerufen und die Klassen 5.4 und 5.%; miissen noch mit Hilfe von p verfei-
nert werden.

Fiir 5.4 gilt analog zu oben:

Struktur 1

rel (n,4) (0,1)
rel(n,5) (L)

Damit wird 5.%¢ aufgeteilt in
5.15‘ = ({2,430 {8}, {1} {4},15} ,16.7}). Die Forderungen aus 4.2.3.4. / Schritt 1 und Schritt 3 sind
erfiillt. Damit ergibt sich die neuen Klassifizierungen 5.2 = s.4° und dic Permutation .

1

o =/238145%/

sowieA = £f(o) .
Fiir $.4( =5.%5) gilt dann:

Struktur 1
rel(uw.6) | (0, 1)
rel(pn,7) (0,0)

Damit wird 5.2 aufgeteilt in

s = (20,031 (81 (1}, 141, {5}, 6}, (7Y ).
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Die Forderungen aus 4.2.3.4. / Schritt 1 - 3 sind wiederum erfiillt. Damit ergibt sich die neue Klassifi-
zierung s.4° = 54" und die Permutation.

o =/23814567/

Da zwar V,, weiterhin den Wert 1 besitzt und inzwischen durch die bei der Verfeinerung neu entstan-
denen einelementigen Klassen [2] = 8 gilt, aber in 5.%" keine Klassen mehr vorhanden sind, dic nach
4.2.3.4. zu ¢iner Verfeinerung herangezogen werden konnten, wird zum nichsten Schritt verzweigt.

Schritt 8 / B1: Test ouf Vollstandigkeit

s.x" ist eine vollstindige Klassifizierung. Demnach wurde ein vollstandige Numerierung o der vorge-
gebenen Struktur § gefunden. Es gilt:

o=/41256783/

Da Schritt 8 aus einem Backtrackschritt (B1) aufgerufen wurde, wird wieder zum Backtracking ver-
zweigt.

Schrift 9: Backtracking
Der zur vollstindigen Numerierung o gehérige kanonischen Wert der Klassifikationsfunktion £4(c) ist
zuldssig. Setze deshalb A := k(o) und speichere ¢ als o, . In Schritt 4 wurde die Klasse 5.7(? mit den

Trigerinstanzen | 2, 3 } aufgespalten. Die erste der sich daraus ergebenden zwei Kombinationen wurde
erfolgreich bearbeitet. Die zweite Kombinationsmoglichkeit fiihrt zu der neuen Klassifizierung

&' = (135425 (1.8}, {4,5}.16,7}) . Mit dieser neven, zweiten moglichen Klassifizierung wird wieder
der Test auf Vollstindigkeit aufgerufen. Um zu verdeutlichen, dafl die folgenden Schritte aus der Back-
trackkombination 2 heraus aufgerufen wurden, werden sie mit B2 gekennzeichnet.

Schritt 10 / B2: Test auf Vollstandigkeit
Analog zu Schritt 2.

Schritt 11 / B2: Test auf Verfeinerbarkeit

Die durch den Backtrackalgorithmus in Schritt 9 neu erzeugten Abbildungen konnen zur Verfeinerung
verwendet werden, da Vi, =0( < o] = 2 ). Gehe zu Schritt 12 mitdem V,, = 1.

Schritt 12 / B2: Verfeinerung
Zur Verfeinerung wird nun aus der aktuellen Zuordnung o = (? 3') die neue Permutation u = (?']

r4 /
erstellt. Analog zu Schritt 7/ Bl wird mit u dic Klasse 5.5, = {1.8 aufgespalten. Es ergibt sich nach

gleichem Vorgehen wie in Schritt 2 die neue Klassifizierung
s = (3L (2501}, (814,51, {6,7}).

Nach der Verfeinerung von 5.42 liegt die Klassifizierung
SC = UL 12041} £8), (5), (41 ,16,7}) vor.

W il

Ein weiterer Verfeincrungsschritt ergibt

S = (32 18415}, 14}, {7). {6} ).
L0 L O
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Danach kann keine weitere Verfeinerung durchgefithrt werden, da die Klassifizierung vollstindig ist.
In jedem Schritt wird dabei natirlich die Konsistenz von £(o) beziglich A getestet. Es gilt zum Schlu

o' =/32185476

Schritt 13 / B2: Test auf Vollstdndigkeit

s ist eine vollstandige Klassifizierung von §. Demnach wurde eine weitere Numerierung o gefun-
den. Es gilt:

6 =/32165874/

Da Schritt 13 aus einem Backtrackschritt (B2) aufgerufen wurde, wird wieder zum Backtracking ver-
zweigt.

Schritt 14: Backiracking
In diesem Schritt wird die Klassifikationsfunktion der aktuellen Numerierung mit der bisherigen kano-
nischen verglichen. Es gilt in diesem Fall

(0,y) =g A = k(o)

Da also o nicht zu einer ,besseren' Numerierung fithrt, wird es verworfen. Alle Kombinationsmdg-
lichkeiten aus Schritt 4 sind ausgefiihrt worden. Damit wird das Backtracking und damit auch der Algo-
rithmus durch den Aufruf von 4.2.3.6. beendet:

Schritt 15: Kanonische Numerierung

Die kanonische Numerierung kann nun anhand von o_,, ausgegeben werden. Es gilt:

n

O=g, =/41256783/

can

4.2.4.2. Kanonische Numerierung

Der auf diese Weise kanonisch numerierte gefarbte Wiirfel ist damit:

el

4 1

Man beachte, dafl sich die zweite im Algorithmus gefundene, aber verworfene Numerierung durch ein-
fache Anwendung des nichttrivialen Elements der Automorphismengruppe (id,/ 83254761 /)aus
3.3.6.ermitteln laft. Wendet man Die Permutation / 8 3 2 54 7 6 1 / auf die gefundene kanonische
Numerierung an, so gilt:.

41256783/ 0/83254761/=132165874/

Der Algorithmus ,.erkennt demnach unter den getroffenen Definitionen TRAGER, REL - ERGEBNIS,
KL - ERGEBNIS, der ref und £/ - Methode die Symmetrie des Wirfels. Daher ist es auch letztendlich
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uncrheblich, ob Bild oder Spiegelbild kanonisch numeriert den, da eine Unterscheidung zwischen
diesen Numericrungen auf Basis der vorgegebenen Schnitistelle nicht moglich ist.

Es bleibt anzumerken, daB der im Algorithmus gespeicherte maximale Wert der Numerierung nicht der
Maximalwert aller méglichen Numericrungen ist, der Algorithmus also nicht einc beziglich KL -
ERGEBNIS optimale Numerierung findet, sondern eine Optimale unter Beriicksichtigung der iibrigen
Schnittstellen.

4.2.5. Anwendung zur Isomorphiebestimmung

Die kanonische Numerierung wird, wie bereits erwahnt, vor allem zur Vereinfachung des Algorithmus
zur Bestimmung der Ahnlichkeit von Strukturen verwendet. Liegen zwei Strukturen 5 und 55 in einer
kanonischen Form vor, so muB nicht der in 4.1. vorgestellte Algorithmus ausgeflihrt werden, um eine
Ahnlichkeit fesistellen zu kénnen.

Der Grund hierfiir liegt in der Definition der kanonischen Numerierung. Der Kernpunkt dieser speziel-
len Numerierung ist ihre Invarianz gegeniiber der Anwendung von Isomorphismen. Geht man davon
aus, daB 5| und §, isomorph sind, so ist ihre aktuelle, kanonische Anordnung der Triéigerinstanzen inva-
riant beziiglich Isomorphie. Also auch invariant beziiglich der [dentitit, die trivialerweise Element der
Automorphismengruppe von §; und S, ist.

Man betrachtet also den Isomorphismus id und tberpriift, ob eine Abbildung der Trageri zen
zweier kanonisch numerierter Strukturen durch die Identitét mit den Isomorphicbedingungen ISO1-
1SO4 vertriglich ist.

Benutze dazu den folgenden Algorithmus:

Falls |s,.5| = |5, 5|, brich den Algorithmus ab.
Sei o, die kanonische Numerierung von §.S und o, diejenige von §,.S.
Setze o(i) = 6,'(a, (i) Y 1<i<]s,$|.

Falls ISO4 nicht erfiillt, brich den Algorithmus ab.
Firalle Aes,.8

Falls A =p(A), brich den Algorithmus ab.
Firalle B es,.s
Falls ISO3 nicht erfiillt, brich ab.

Wurde der Algorithmus durchlaufen, so sind §| und $; dhnlich. Die Anordnung der Tests spielt dabei
keine Rolle. Das heiBt, wenn der Anwender weiB, daB der Test beziiglich 1SO4 in der Regel keine
Unterscheidungsmerkmale liefert, kann er diesen auch am Ende des Algorithmus plazieren. Es missen
jedoch zur vollstindigen Konsistenz alle Tests vorhanden sein.

Wie man sicht, benétigt der Algorithmus maximal quadratischen Aufwand zur Feststellung der Ahn-
lichkeit. Obwohl damit natiirlich eine erhebliche Vereinfachung der Vollstruktursuche zu erzielen ist,
miBien beispiclsweise alle Strukturen einer Datenbank sequentiell verglichen mit diesem Algorithmus
verglichen werden, um alle ahnliche Strukturen zu finden. DaB dies zwar moglich, dem Benutzern aber
aufgrund der zu erwartenden Antwortzeiten nicht zuzumuten,

Deshalb mulBl man zusétzliche Verfahren zur Einschrinkung der zu betrachtenden Kandidaten anwen-
den, bevor dieser dirckte Vergleich durchgefiihrt wird. Wie diese Verfahren in der Praxis aussehen,
wird in Kapitel 6.4. dokumentiert.
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Man beachte, dall obiger Algorithmus nicht dazu geeignet ist, die Automorphismengruppe der betrach-
teten Struktur zu berechnen. Er stellt lediglich fest, ob zwei Strukturen identisch sind. Ob es ncben der
Identitéit noch weitcre Abbildungen der beiden Trigermengen aufeinander gibt, ist in diesem Fall nicht
von Bedeutung,

42.6. Anwendung zur Bestimmung der Automorphismengruppe

Wird der allgemeine Algorithmus zur Isomorphieerkennung auch zur Bestimmung der Automorphis-
mengruppe eingesetzt, so missen alle Schritte des Algorithmus fur Struktur 1 und Struktur 2 parallel
vorgenommen werden. Da in diesem Fall Struktur | = Struktur 2 gilt. wird durch die Zerlegung der
zweiten Struktur unndtiger Aufwand betrieben, da die Zerlegung immer identisch zu der aus Struktur |
ist.

Wie bereits erwihnt entfillt dieser Aufwand beim sonst identischen Algorithmus zur kanonischen
Numerierung.

Wendet man also den Algorithmus zur Bestimmung einer kanonischen Numerierung auf eine Struktur
an und merkt sich alle méglichen vollstindigen Numerierungen, auch wenn die Methode £/ beziiglich
dieser Numerierungen nicht immer gréBere KL - ERGEBNISSe als den bisherigen Maximalwert a lie-
fert, so bilden diese Numerierungen die Automorphismengruppe der betrachteten diskreten Struktur.
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43. Teilstrukturisomorphie

In verschiedenen Anwendungsbereichen spielt die Frage der Teilstrukturisomorphie eine grolic Rolle.
Das bedeutet, es muB festgestellt werden, ob eine diskrete Struktur in einer anderen enthalten ist. Bei
den graphentheoretischen Grundlagen wurde bereits cine Definition von Teilgraphen gegeben. In dhnli-
cher Art ist es auch moglich, Teilstrukturen einer diskreten Struktur zu definieren

4.3.1. Definition

Seien §| und S, diskrete Strukturen gemdB den Schnittstellendefinitionen aus 3.3.1. Die Abbildung
9:5,.85,.8 ist genau dann ein Teilstruktur - Ahnlichkeitsabbildung von §; auf 5, wenn ¢ injektiv
und furalle A, B e 5.8 gilt:

PISO1 [s1-8] <555

PISO2 A= o(r)

PISO3 5,.rel(id. B) =g $,.7el(¢. 9(B))
PISO4 5,.TGd) = 55-T(9)

Mit dieser Definition der Teilstrukturisomorphie lassen sich fiir Graphen sowohl Subgraphen- als auch
Teilgraphenisomorphie darstellen.

Analog zu Satz 3.3.5. ist diese Definition dquivalent zu folgender Aussage:

Gegeben scien zwei Strukturen $; und §; mit den Voraussetzungen aus Definition 3.3.1.. Seien weiter-
hin o, = £, ¢ =8, g eine Umnumerierung von 5.8 und analog o, eine Umnumerierung von $,.S und
eine Abbif ung ©:5,.8-5,.8 mito,' oo, = ¢ gegeben. Dann gilt: ¢ ist genau dann eine Teilstruk-
tur - Ahnlichkeitsabbildung zwischen §; und $;, wenn die Identitit Teilstruktur - Ahnlichkeitsabbil-
dung zwischen den durch s, und ¢, neu numerierten Strukturen ist.

o, bildet die Trigerinstanzen, die nicht im Wertebereich von o, liegen trivialerweise auf sich setbst ab.
Das an den Algorithmus anschlieBende Beispiel zeigt Teilgraphenisomorphie. Im spateren Kapitel iiber
Molekiile beschaftigt sich ein Abschnitt 5.2. jedoch auch mit der Subgraphenisomorphie.

43.2. Algorithmus

Der Algorithmus zur Erkennung von Teilstrukturisomorphie ist sehr dhnlich zum Algorithmus fiir Voll-
strukturisomorphie. Der wesentliche Unterschied besteht darin, daB die Bedingungen fiir das Auftreten
ciner Teilstrukturisomorphic nicht so strikt wie fiir Vollstrukturisomorphie sind. Dies folgt auch aus
obiger Definition. Weitere Hinweise zur Teilstrukturproblematik bei Molekiilen sind auch in 6.2.5.
beschrieben. Das Diagramm, das den Ablauf des Algorithmus zur Ermittlung der Teilstrukturisomor-
phie wiedergibt ist identisch zu dem der Vollstrukturisomorphie. Die Unterschiede werden lediglich in
den einzelnen Stationen des Algorithmus deutlich. Zur Orienticrung im Algorithmus betrachte man also
Abbildung 11:.

Gegeben seien wiederum zwei Strukturen §; und $, mit ihren entsprechenden standardisierten Schnitt-
stellen. Gesucht sind alle moglichen Abbildungen ¢ . welche die Menge der Trigerinstanzen §,.S auf
$57.8 abbilden, unter Beriicksichtigung der, der Eigenschaften PISO1 - PISOA4.

Es soll also ermittelt werden, welche Einbettungen von 5,.8 in 5,.8 existieren. Der Algorithmus ver-
wendet wiederum eine Funktion 7 :5,.%" - 5,.%”, welche die Zuordnung der Klassen der Referenz-
struktur zu Klassen der zu testenden Struktur, und letztendlich auch die Einbettung selbst darstellt.
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43.2.1. Vorklassifizierung

Berechne fir die Strukturen $ und §, die Vork!assiﬁziemngcnjl.ﬁ({' undj;ﬂ(“ der Triigerinstanzen.

4.3.2.1.1.  Satz (Notwendige Bedingungen)
Falls eine Einbettung von §; in §, existiert, so mub fiir § . %% und $,.%° gelten:
L by tlsks ]

2. w5, 3,k mit
a) A=¢B fur Asjg.f?(?_Be_Sz.xjo

b el

Beweis:
Der Beweis des Satzes erfolgt analog zum Beweis von 4.1.5.1.1..

Das bedeutet, jeder Klasse der Teilstruktur muB genau eine Klasse der Referenzstruktur zugeordnet
werden konnen. Diese mull mindestens so viele Elemente besitzen, wie die Klasse der Referenzstruktu-
ren. Die Tragerinstanzen missen beziiglich ihrer Vergleichsoperatoren iibereinstimmen.

Sind die Bedingungen 4.3.2.1.1. nicht erfiillt, so endet der Algorithmus. Es existiert dann keine Einbet-
tung von § inS>.

Setze 5,525, §,- % =8, 4

Sei 7:5,.%" —5,.%" wie beim Isomorphietest definiert. Mit (5.&'.52.9(,' seien die Forderungen des
Satzes erfillt. Setze 7(5,.X") = $,.%;". Analog dazu seien g S g und die beiden Numerierungen
0,0, € S, 5 definiert.

Desweiteren gilt auch fiir eine Teilstruktur - Ahnlichkeitsabbildung Bemerkung 4.1.5.1.2..

Wurden bei der Vorklassifizierung sowohl bei §; als auch bei §; einelementige Klassen erzeugt, mis-
sen PISO3 und PISO4 getestet werden. Dies geschieht wie in 4.1.5.1. mit dem folgenden Algorith-
mus:

Foralle A e$,%, 1 <is|s, 2] mit |5.‘x"| =1

Sei {A) = F({A)})
Setze E=E-(A>A)

Setze 0= 0, (A= [o)| + 1) und o,= 0, (A = |oy| +1)

Fiir alle BeJl-?(,v‘. ls;sls,.:(i mit |5|77(ini =1

Sei {B}=7({B})
Falls 5, .rei(a,, B) #y 5,.rel(0,, B))
dann brich den Algorithmus ab. Es gibt in diesem Fall
keine Ahnlichkeit zwischen von 5, auf 5.

Wurde der Algorithmus nicht abgebrochen, muB noch PISO4 getestet werden. & enthilt dann alle bis-
her festgelegten Transpositionen. Ist auch die Bedingung

$1.T(5)) =¢ 5,.T(5;)
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erflillt, kann eine Fortsetzung ¢ von & existieren, so daB ¢ : 5,.8 —5,.S ein Teilstrukturisomorphismus
von S, aufs, ist.

Die Variable V., wird zu diesem Zeitpunkt wieder auf 0 gesetzt. In ihr wird spiter die maximale
Anzahl der fiir eine Verfeinerung bereits herangezogenen Festlegungen in & gespeichert.

4.3.2.2. Test auf Vollstindigkeit

Ist §,.* eine vollstandige Klassifizierung, dh. 5,2 = 1 v i<i<[s, %], und gil |y(5..-1<.—’j -1
vigis L‘r*‘ﬂ , wurde eine Einbettung von $; in 5, gefunden.

Es werden wieder in Abhangigkeit des Testaufrufes zwei Falle unterschieden:

1. Wurde dieser Test wihrend eines Backtracklaufes aufgerufen, so wird der Algorithmus mit 4.3.2.5.
fortgesetzt. Die vorliegende Einbettung muf3 dann nicht die einzig mogliche sein.

2. Wurde kein Backtracking gestartet, so setze den Algorithmus mit 4.3.2.6. fort. Die vorliegende Ein-
bettung ist dann eindeutig bestimmt,

Ist die obige Bedingung nicht erfiillt, so verzweige zum néchsten Schritt (Test auf Verfeinerbarkeit).

43.2.3. Test auf Verfeinerbarkeit

Um eine Verfeinerung durchfithren zu kénnen, muB ein Element der Referenzstruktur bereits fest auf
ein Element der Teststruktur abgebildet worden sein.

Gilt Vi< I8, so wurde & seit dem letzten Aufruf dieses Moduls durch mindestens cine Permutation
(V, - V,) erweitert. Damit existiert eine Klasse 5,.4¢ mit 1<i<|s, 2, fiir die gilt: [s,.«f] = [1V,)] = 1
(und damit aufgrund des Algorithmus auch [r(s,.2%)| = b;vd,'l = |{V,}] = 1), wobei 5,.%" und 5,5 die
aktuellen Klassifizierungen der beiden betrachteten Strukturen sind. Erhohe in diesem Fall Vi, um 1.
Hierzu ist zu bemerken, daB aufgrund der Vorklassifizierung und der Zuordnung von Klassen bei der
spateren Verfeinerung nur dann Er(‘;;?c‘ j = | sein kann, wenn auch ,-ﬁT =1 gilt.

Gibt es jedoch keine neue einelementige Klasse in der aktuellen Klassifizierung, kann keine Verfeine-
rung durchgefiihrt werden. In diesem Falle gilt V,,,.= 1€ und es wird der Backtracking - Algorithmus
(4.3.2.5.) gestartet,

4.3.2.4. Verfeinerung

Zur Verfeinerung werden nun wiederum die particllen Permutationen ¢, und o, herangezogen, wobei
lediglich die ersten V.., Festlegungen beriicksichtigt werden.

Die Verfeinerung besteht aus folgenden Schritten:

Schrift 1: Partitionierung

Ermittle zuerst die erste verflgbare Klasse mit dem Index g (1<q< |5‘.x‘|) in der aktuellen Klassifizie-
rung der Referenzstruktur, fir die Ls,?d > 1 gilt, und die bei diesem Aufruf der Verfeinerung noch
nicht verwendet wurde. Sei 5,.4; = 7(5,%5). Diese Klasse wird nun beziiglich der in 3.2.2.11. einge-
fiihrten Funktion ref partitioniert. Erzeuge dazu aus o, eine neue Permutation i, , in der alle bisherigen
Permutationen (V; - i). i< Vyy,, enthalten sind und bestimme die Anzahl ky der moglichen Teilmengen
der Klasse 5,4, wie folgt:

k%
S = US

k=1

5185, N5 =@ V1srs<k, res
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el ()0 A) =g rel (1, B) ¥ AB e 58 1<k kg

wl (1), A) <g el (1, B) VA €5,.K, Bes A,

mit 1<k<k -1

Analog dazu wird mit Hilfe von y, und re/ die Klasse 7{51 Kg | der zu testenden Struktur in k, disjunkte
Teilmengen zerlegt. Da die beziglich der Referenzstruktur zu tiberpriifende Teststruktur h bei der
Teilstrukturisomorphie in der Regel in mehr Klassen zerfallt als §y, d.h. im allgemeinen gilt k <k,
missen die auf beiden Seiten entstehenden neuen Klassen neu zugeordnet werden.

Schritt 2: Identifizierung

Um eine Teilstrukturisomorphie von §, in §; zu gewihrleisten, miissen die folgenden Bedingungen
erfillt sein:

"k,

. v5,,7¢|‘, 1$k<k, 3!52.:@‘ 1<r<k, so daf gilt:

o orllu, A) =g el (1, B) YA ES KB ES,KY
bmlzb %]

Fiir die Uberpriifung dieser Bedingung fiihre man den folgenden Algorithmus aus:

Firalle 5, %5, , 1 <k<k,
Setze A e 5,.%,, beliebig

Falls kein oder mehrere 5, % , 1 <r<k, existieren mit:

Sprel (uy A) =g Syrel (1, A) undls,.:rQJ < L‘WQI
fiir ein beliebiges A 52.J¢',
dann brich den Algorithmus ab.
sonst
Setze 7(5.9@_; :=52‘a;‘.
Falls 5\«;_ = (A} und 5,50 = (A})
setze =& (A2 A )
setze 6,:=o"(A—> |cl|i +1y und o= 0, (A — [oa # 1)
Fiir alle bisherigen einelementigen Klassen {B} mit {B } = 7¢{B})
Falls 5,.rel(a, B) %, 5,.rel(0, B}
brich den Algorithmus ab.
Falls S,.I'(g)) %5 S,.T(o,)
brich den Algerithmus ab.

Wurde der Algorithmus abgebrochen, kann £ nicht zu einem Teilstrukturisomorphismus von §, auf $,
fortgesetzt werden. Wurde die Verfeinerung in einem Backtrackaufruf bearbeitet, gehe zuriick zum



Backtracking, Ansonsten brich den gesamten Algorithmus ab.
Ist der Algorithmus jedoch erfolgreich beendet worden, so gehe zum nichsten Schritt:

Schritt 3: Konstrukiion

Die zuvor erreichten Partitionierungen von s,.%; und 5, % fithren zu den folgenden neuen Klassifizie-
rung. (0.BdA. p< L;l x’|)

Es gilt also
O S I T A R I A
und damit
syt ] = s, 4,1
Analog gilt fiir §5:
S0 i 0 ._‘sz.gc;kq,s,y@,‘...,sz.xﬁ‘_r‘j
sowie

2] = lsa] +1g-1
Zusitzlich muB die Anordnung 7 aktualisiert werden. Setze dazu
T (55G) = 52K, ¥ S5, Kg, 1 Sk<kg,
wobei s5,.x; diejenige Klasse aus s5,&" ist, die fiir 5%, die Forderungen aus Schritt 2 erfiillt.

Die neue Klassifizierung wird danach aktuell. Querverweise auf Klassen der vorherigen Klassifizierung
miissen aktualisiert werden.

Ist die neue Klassifizierung erzeugt, und sind noch Klassen in der aktuellen Klassifizierung, die aus
mehr als einem Element bestehen und noch nicht mit Hilfe von y, und p, zur Verfeinerung herangezo-
gen worden sind, so gehe zuriick zu Schritt 1.

Erhohe sonst V. und rufe das Modul Test auf Vollstindigkeit auf.

4.3.2.5. Backtracking

Das Backtracking - Modul wird aus verschiedenen Situationen heraus aufgerufen:

Situation 1: Erstmaliger Aufruf

In diesemn Fall geschieht der Aufruf immer aus dem Modul 4.3.2.3. (Test auf Verfeinerbarkeit) aufgeru-
fen. Es stehen dann keine einelementigen Klassen in der aktuellen Klassifizierung mehr zur Verfiigung,
mit denen eine Verfeinerung durchgefiihrt werden kénnte. Mit Hilfe des Backtracking wird nun stati-
dessen, quasi ,kiinstlich®, eine einelementige Klasse geschaffen, so daB der Algorithmus fortgesetzt
werden kann. Das Vorgehen ist in diesem Fall absolut analog zu dem Vorgehen bei der Vollstrukiuriso-
morphie. Zuerst bestimmt man die Klasse 5,.%; mit der geringsten Anzahl von Elementen. Diese wird
wiederum beziiglich des Elements mit dem medrlgslen Index in zwei neue Klassen 5,47 und 5, K
unterteilt. Analog dazu die Klasse #(s,%]) =5,% in $,% und s,%; . Die neue I‘estlebung
F(§,K; )=5,.%;, muB noch auf ihre Vem‘aghchken mit den bisher fest elegt einelementigen Klassen
(dh be?ughch PISO3 und PISO4) getestet werden. Falls zusitzlich 7(: l | =1 gilt, mul
auch die Festlegung 7(5,.4 =5, %], diesbeziiglich gepriift werden. Sind dle Fesl]egungen nicht ver-
triglich, muB analog zum Isomorphwtect die nichste mogliche Kombination gewihit werden.
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Sind beide neuen Klassifizierungen erstellt worden, so wird wiederum das Modul 4.3.2.2. aufgerufen

Situation 2: Aufruf aus Verfeinerung

Dieser Fall tritt auf, wenn in Modul 4.3 2.4, die Isomorphiebedingungen beim Erstellen einer Verfeine-
rung nicht erfullt sind. In dicsem Fall fithrt die aktuelle Klassifizierung von §; und S, nicht mehr zu
einer Einbettung von Sy in § fuhren. Sind noch Elemente aus 5,.%; nicht als Bild von s, %] konstruiert
worden, erstelle wie in Situation 1 die entsprechenden Klassifizierungen und teste ihre Vertriglichkeit
mit PISO3 und PISO4. Rufe damit wieder den Test auf Vollstindigkeit auf. Sind alle Kombinationen
ausgeschopfl, so beende das Backtracking.

Situation 3: Aufruf nach vollstandiger Klassifizierung
Diese Situation ist dhnlich zur vorherigen. Nur war in diesem Fall eine vollstindige Klassifizierung
moglich, d.h. es wurde eine Einbettung von §; in 5, gefunden. Gib diese mit Hilfe von 4.3.2.6. aus.
Auch hier muf zuvor Situation | erreicht worden sein. Sind dort noch neue Aufteilungen von _;3_1:‘
moglich, so fiihre diese aus. Beende sonst den Algorithmus.

4.3.2.6. Vollstandige Klassifizierung

Dieses Modul wird aufgerufen, wenn die Bedingungen in 4.3.2.2. fiir ¢ine vollstindige Klassifizierung
fiir §7 und entsprechende einelementige Klassen als Bilder unter ¥ ermittelt worden sind. Das bedeutet,
dab eine Einbettung von § in §, gefunden wurde. Man beachte, dafBl die aktuelle Klassifizicrung der
Teststruktur §, nicht vollstindig sein muB, da es sich hier um Teilstrukturisomorphie handelt und des-
halb nicht alle Atome der Struktur 5, fiir eine Einbettung von § notwendig sind.

Das bedeutet, daB ein Teilstrukturisomorphismus  : 5,.8 - 5,.8 gefunden wurde. Die gesuchte Einbet-
tung ¢ wird dabei definiert durch die wihrend des Algorithmus in £ gespeicherten Permutationen.

43.2.7. Satz

Die durch den Algorithmus ermittelten Teilstrukturisomorphismen ¢ erfiillen die Bedingungen PISO1
-PISO4 und sind vollstindig.

Beweis

Durch die Vorklassifizierung und Satz 4.3.2.1.1. sind PISO1 und PISO2 sichergestellt. Die weiteren
Verfeinerungen der Klassifizierung werden so vorgenommen, dafl immer die Bedingungen PISO3 und
PISO4 erfiillt sind, sowie PISO2 erhalten bleibt. Durch das Backtracking werden alle Méglichkeiten
ausgeschopfi.

Dieser Algorithmus zur Teilstruktursuche eignet sich natiirlich genauso zur Ermittlung der Vollstruk-
turisomorphie. Da hier jedoch weniger ,scharfe” Bedingungen verwendet werden, ist der spezialisierte
Algorithmus aus 4.1. immer effcktiver und damit auch schneller.

433 Beispiel

Fiir die Darstcllung der Teilstrukturisomorphie verwenden wir ein Beispiel aus der Chemie. Die
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betrachteten Strukturen sind in diesem Fall:

Abbildung 16: Referenz- und Tesistruktur bei Teilstrukturisomorphic

Es werden alle moglichen Einbettungen von §, in S, gesucht. Dadurch, daB in diesem Beispiel nicht
mehr wie in den vorherigen Kapiteln der gefarbte Wiirfel betrachtet wird, sondern Molekiile, ist es not-
wendig cine neue Schnittstelle zu dieser Art diskreter Struktur zu definicren.

Die nicht durch Bezeichnungen gekennzeichneten Atome im obigen Bild sind KohlenstofTfe, die vier
Bindungen erlauben. Die Sterne in der Darstellung von.§; weisen also auf dic Anzahl der nicht verwen-
deten Bindungen hin.

Dic folgenden Schnittstellen werden im niachsten Kapitel noch ausfiihrlich erklart. so daB diesbeziglich
an dieser Stelle keine weiteren Erlauterungen gegeben werden.

Fir die Einbettung von S| in §, benétigt man eine Abbildung, welche die Atome der beiden Molekiile
aufeinander abbildet und dabei die Atomtypen (C, O, Cl) beriicksichtigt und ihre Konnektivitéit. Zu die-
sem Zweck definieren wir eine von der abstrakten Klasse TRAGER abgeleitete Klasse ATOM zur Dar-
stellung der Atome. Bestandteil dieser Klasse ist das Attribut ATOMTYP, das den Namen eines Atoms
aus dem Periodensystem aufnimmt. Die Vergleichsfunktionen ,==" und ,,<* sind durch den lexikogra-
phischen Vergleich vorgegeben.

Die Triigerinstanzen konnen also bei 5, eindeutig mit den Objektidentititen 1-9, und bei § mit 1-6
numeriert werden. Beide Strukturen basieren damit auf dem gleichen Modell und es sind keine Toleran-
zen in dieser Darstellung beim Vergleich zweier Atome erlaubt.

Die Klassc REL - ERGEBNIS besitzt - analog zum gefirbten Wiirfel - das Attribut Konnektivitit vom
Typ N und die damit darauf definierten natiirlichen Vergleichsoperatoren. Die Methode rel ist derart
implementiert, daB ein Aufruf von rel eine Instanz der Klasse REL - ERGEBNIS mit dem Autribut
Konnektivitit erzeugt und das Attribut Konnektivitat anhand der Bindungsvielfachheit belegt wird,
welche die als zweites Argument tibergebene Instanz des Typs ATOM zu der zuletzt in der ebenfalls
iibergebenen aktuellen Numerierung o festgelegten, weiteren Instanz vom Typ ATOM besitzt.

Dic Methode 7ef ist also in diesem Fall dguivalent zu einer Funktion ref : £ x § — N , definiert durch
ref(o, B):= Conn(A, B),

wobei A das zuletzt festgelegte Element der Tragermenge in der aktuellen Numerierung o ist. Conn ist
dic Konnektivitat oder Bindungsvielfachheit zwischen zwei Atomen. Es gilt also beispiclsweise Conn
(1,2)=2in$ ..

Mit diesen Schnittstellen 1aBt sich nun bereits der Algorithmus durchfiihren.

Schritt 1: Vorklassifizierung
Es gilt 5,0 = (123,41, {61.11,5D)
und 5280 = (11.2,3,4,5,6), {8), {7.9]).

Es ist nun zu tesien, ob alle Bedingungen aus Satz 4.3.2.1.1. erfiillt sind.
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1. Esgilt |5, x| <{s,.«"].
2. Esgilt A=gB fur A e5,.X,.Bes, % und

Is)-| <[s,. ] . Weiterhin gilt

AzgB fir A ES.J(?. Be 53.9('1’.52‘9(? aufgrund der Ordnung von N und des Aufbaus der Ausgangs-
klassifizierung.
Esgilt A=gB fir A e5,.X5Be$,.%; und
I s . sowie
A#gB fir A5 K5 B €5, 805,53
. - 0O
Esgilt A=B fir A e5, %) B 5,45 und
Js,20] < |5, , sowie

AzgB fur A s &5 B e5 K055

Damit sind alle Forderungen des Satzes erfiillt und fiir die Zuordnungsfunktion ¥ gilt:

K {2,3.4} 6} {1.5}

F(K) {1.2,3,4,5,6} {8} {19}

Da noch keine weiteren einclementigen Klassen vorhanden sind, gilt: £:=&-(6 »8) und o, = o, (6 5 1)
sowie o, = o," (8§ > 1).
Es gilt Vipay = 0.

Schrift 2: Test auf Vollstandigkeit

Da [r(s,.&})|> 1, liegt keine vollstandige Klassifizierung vor. Es wird deshalb zum Test auf Verfeiner-
barkeit verzweigt.

Schrit 3: Test auf Verfeinerbarkeit
Da Vo < [l = 1, kann eine Verfeinerung durchgefiihrt werden. Erhdhe V., um 1.

Schritt 4: Verfeinerung
Partitionierung:

Durch die Verfeinerung beziiglich des zuletzt festgelegten Atoms Nummer 6 in der aktuellen Numerie-
mng p, = o, wird §, .7{? in zwei neue Klassen aufgespalten:

K {3} {2, 4}

rel(py, x) mit x e K 1 0

Analog dazu wird 5,.%] beziiglich i, = o, und dem dort zuletzt festgelegten Atom Nummer 8 aufge-
spalten in:

[ K [ (1,2,3.4.5)




L ref(j15, X) mit x € K ” 1 0
Identifizierung:

Es kénnen nur Klassen mit gleichen Attributen des REL - ERGEBNISses aufeinander abgebildet wer-
den. Dies bedeutet: 7({3}) = (6} und 7({2,4}) = {1,2.3,4,5}. Da neue ¢inelementige Klassen aus der
Verfeinerung hervorgegangen sind, muf} ihre Vertraglichkeit bzgl. PISO3 und PISO4 noch dberprift
werden.

Es gilt trivialerweise ref(p;, 3) =, ref(p,, 6) , woraus ja diese Verfeinerung entstanden ist.

Damit sind alle Bedingungen fir eine mogliche Einbettung der Referenz- in die Teststruktur erfiillt. Die
Konstruktion der neuen Klassifizierung kann erfolgen.

Konstruktion.

Die Konstruktion der neuen Klassifizierungen liefert folgende Ergebnisse:
S = (131, (2.43, 461, {1,5})
5y = (161,11,2.3,4,5), {8}, {T.9))

Die Zuordnungsfunktion 7 hat folgenden Wertebereich:

K 31 12,4} {6} 1,5}
FEK) {6} {1,2.3,4,5} {8} (7.9}

Die Klasse 5,.%3 (jetzt: 5,.%}) wird durch ., nicht verfeinert, da beide Chlor - Atome nicht direkt
benachbart zu dem Sauerstoffatem 6 sind und damit identische Werte beziiglich der Methode ref (=0)
ergeben (vgl. Abbildung 16). Damit gilt: £:=£-(3 - 6) und 6, = 6, (3 >2) sowie 0, = o, (6 2).

Im nichsten Schritt wird dann der Test auf Vollstindigkeit aufgerufen.

Schritt 5: Test auf Vollstandigkeit

Da ‘:T(Jl.:r(;ﬂ > 1, liegt keine vollstandige Klassifizierung vor. Es wird deshalb zum Test auf Verfeiner-
barkeit verzweigt.

Schritt 6: Test auf Verfeinerbarkeit
Da | =V, < [& = 2, kann eine Verfeinerung durchgefiihrt werden. Erhohe V., um 1.

Schrift 7: Verfeinerung

Partitionierung:
Durch die Verfeinerung beziiglich u, = Gi'), d.h. bzgl. der Konnektivitat zum zuletzt festgelegten

Atom Nummer 3 wird 5,.%; in zwei neue Klassen aufgespalten:

K 2} (4}

el x) mit x € K 2 1

: 7 g6
Analog dazu wird s,.x} beziiglich n, = ( 2'] bzw. Atom Nummer 6 aufgespalten in:

1
K I s | o (2.3.4)
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rel{i5, x) mit x e K 2 I 1 0

Folgende Klassen der Teil- und Teststruktur konnen damit identifiziert werden: {2} - {5} und
{41 > {1}. Alle dafir notwendigen Bedingungen aus 4.3.2.4./Schritt 2 sind erfiillt. Somit gilt:
g=E(2—5) und o, =0, (23) sowie o,=o0,(5>3) und zusitzlich &=&(4—1) und
g =0 (4->4) und o, = a, (1 -24)

Identifizierung:

Konstruktion:
Die Konstruktion der neuen Klassifizierungen ergibt:
5080 = (130, {21443, {61, (1,5))
S30 = ({6). (55, {15, (2,3, 4}, (81.{7.9})
Die Zuordnunsfunktion ¥ hat folgenden Wertebereich:

K {3} {2} 4} (6} l {15}

FK) 16} {5} {1} {8} {7.9}

Die Klasse s, K,'. (jetzt: .s;ﬂé) wird wiederum durch y, und damit die Instanz der Klasse ATOM, iden-
tifiziert mit der Nummer 3, nicht verfeinert (da beide Cl - Atome nicht mit Nummer 3 verbunden sind).
Man beachte, dafl keine Klasse der Referenzstruktur auf s,.4; abgebildet wird. Das bed diese
Klasse spielt im weiteren Verlauf des Algorithmus keine Rolle mehr. Die Atome, die in dieser Klasse
enthalten sind konnen nicht Bild eines Atoms der betrachteten Teilstruktur sein.

Es folgt ein neuer Test auf Vollstindigkeit:

Schritt 8: Test auf Vollsténdigkeit

Da |r(s,-%3)| > 1, liegt keine vollstindige Klassifizierung vor. Es wird deshalb zum Test auf Verfeiner-
barkeit verzweigt,

Schritt 9: Test auf Verfeinerbarkeit
Da2 =V, < 1€ = 3, kann eine Verfeinerung durchgefiihrt werden. Erhohe V,,, um 1.

Schritt 10: Verfeinerung

Partitionierung:

Durch die Verfeinerung beziglich p, = (6 32,

o ) bzw. durch ATOM Nummer 2 wird 5,47 in zwei neue

Klassen aufgespalten:

K {1} {51
rel(py, x) mit x e K 1 0
Analog dazu wird 7(5,.90) =5,.4; beziiglich y, = (? : ;) bzw. Atom Nummer 5 aufgespalten in:

K {94 17}

rel(py, x) mit x € K 1 0




ldentifizierung:

Die Identifizierung der entstandenen Referenz- und Teststrukturklassen ergibt: (1} — {9} und
{5} = {7] . Alle notwendigen Bedingungen sind dabei erfillt. Es gilt: &:=&-(1 > 9) und 6, = 6,- (123}
sowie o, = o," (9 5) und zusidtzlich &= &(5>7) und 0, = o' (5> 6) und o, = o, (7> 6)

Konstruktion:
Die Konstruktion der neuen Klassifizierungen ergibt:
5,.76 = ({3h{2hL{4L {6}, {1}, {5D)
S1E = (61 15h {11 (2,3.41, (81 491.47])
Die Zuordnunsfunktion ¥ hat dann den Wertebereich:

K {3} {2} {4} (6} {1} {5}
F(K) {6} {5} {1} {8} (9} {7}

Da neben 5,.%; alle Bildklassen der Klassifizierung 5,4 unter der Zuordnungsfunktion 7 einelemen-
tig waren, kann keine weitere Klasse mit Hilfe der ATOMe 2 bzw. 5 verfeinert werden.

Schritt 11: Test auf Vollstandigkeit

Die Bedingung fiir Vollstindigkeit ist fiir die Klassifizierungen 5,.4° und 5,.%° erfilllt. Es wird zum
Schritt Vollstandige Klassifizierung verzweigt.

Schritt 9: Vollstandige Klossifizierung
Es wurde eine Einbettung von §, in §, gefunden. Diese entspricht (natiirlich) der bereits erwarteten:

A 1 2 3 4 ) 6
E(A) 9 ] 6 1 7 8

Eine weitergehende, effektivere Diskretisierung fiir die zweidimensionale Substruktursuche bei Mole-
kiilen wird in einem spiéteren Abschnitt gezeigt.

44. Beriicksichtigung von Isomorphieeigenschaften

Sowohl der Suchprozeff bei der Vollstrukturisomorphie als auch bei der Teilstrukturisomorphie 1dft
sich vereinfachen, wenn bereits Informationen iiber die interne Isomorphie der betrachteten Strukturen
vorliegen.

Es ist zu beachten, daB dieses Kapitel ausschlieBlich bei der Betrachtung von Isomorphie von Bedeu-
tung ist. Entsprechende Aussagen kénnen bei der Ahnlichkeitsbetrachtung aus den gegebenen Griinden
nicht vorgenommen werden.

4.4.1. Beispiel

Betrachten wir wiederum ein Beispiel aus der Chemie. Als Teilstruktur ist der folgende Sechsring 5y
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Abbildung 17: Teilstrukiur §

Wie man leicht sicht, aber auch mit dem zuvor vorgestellten Algorithmus berechnen kann, gilt
Aut(s;) = {id,/ 165432/}
Die Struktur 55, in der nach §, gesucht werden soll ist:

'R N
12\5/,
|
9 7
e/\
AN\

Abbildung 18: Teststrukiur S,
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Es soll an dieser Stelle kein Anspruch auf die tatsichliche Existenz des Molekiils S, erhoben werden.
Wichtig ist lediglich wiederum die Automorphismengruppe:

Aul(Ss,) = 1id./214351211109876/ )

Im Verlauf des zuvor beschriebenen Algorithmus wird nun beispielsweise zuerst die Einb g o' von
§1.8in$,.S mit

o' =/359101112/
gefunden. Aus der Isomorphieeigenschaft von 5, folgt sofort, dall auch eine Einbettung o’ mit
©% = (Aut($,)\id})eo' =/312111095/

existieren muB.
Unter Beriicksichtigung von Aut(s,) ergeben sich daraus wiederum sofort die beiden ebenfalls mogli-
chen Einbettungen

9 =1459876/
und

¢ =/467895/

Wie man sieht, werden durch das Auffinden bereits einer Einbettung mit Hilfe der verfiigbaren Isomor-
phiinformationen bereits alle moglichen Einbettungen von $; in §, gefunden.

44.2. Satz

Seien S und S diskrete Strukturen und ¢ ein Isomorphismus von §' auf §. Seien « e Au(s’) und



B & Au(s) Automorphismen der beiden gegebenen Strukturen. Dann gilt:
Bogea

O (1

ist

eine Isomorphi vonS' aufs.

Beweis

Folgt direkt aus der Definition der Isomorphie von diskreten Strukturen aus 3.3.2.. Die Struktureigen-
schaften bleiben unter Anwendung von Automorphismen erhalten.

Voraussetzung zur Ausnutzung dieses Satzes ist natlirlich die Berechnung der Automorphismengruppe
der betrachteten Strukturen, etwa nach dem in 4.1. vorgesteliten Verfahren.

Verwendet man die Substruktursuche in einer Datenbank, wo in der Regel sehr viele Strukturen durch-
sucht werden miissen, so kann es durchaus sinnvoll sein, Informationen dber die Automorphismen-
gruppe mit abzuspeichern.

Benotigt man keine Informationen iiber die gesamte Anzahl der Einbettungen, sondern ist nur daran
interessiert festzustellen, ob bestimmte Substrukturen in einer Struktur vorhanden sind, ist dies jedoch
nicht notig. Der Algorithmus kann dann bereits nach der ersten gefundenen Einbettung mit der
gewiinschten Information abgebrochen werden.

Isomorphieeigenschaften sind also zusitzliche, wesentliche Eigenschaften einer diskrete Struktur, die
damit auch zu einer Beschleunigung der Klassifizierung eingesetzt werden konnen.

Die Algorithmen werden leicht verdndert, um die [somorphieeigenschaften en zu konnen.

Wird - wie im obigen Beispiel gezeigt - eine Einbettung einer Referenzstruktur in die Teststruktur
gefunden, so liegt eine vollstindige Klassifizierung der Trigerinstanzen der Referenzstruktur vor.
Nachdem die letzte Zuordnung einer einelementigen Klasse von $; in §; vorgenommen wurde, wird
der folgende Algorithmus gestartet, der eine direkte Anwendung des vorherigen Satzes ist:

Gegeben sei die akivelle Einbettung &, die $).5 nach $,.5 abbildet.
Fiir alle a € Aw(s,)
Fiir alle p e Au(s))
Gib a(&(p)) aus
Markiere a(%(p)) als bereits verwendete Einbettung

Damit werden alle moglichen isomorphen Einbettungen ausgegeben. Das Markieren der bereits ver-
wendeten Anordnungen ist dabei von besonderer Bedeutung.

Da die vorgestellten Algorithmen zur Isomorphiebestimmung und Teilstrukturisomorphiebestimmung
immer alle méglichen Einbettungen berechnen, mufl nun der [somorphiealgorithmus Informationen
iiber die automatisch durch den obigen Algorithmus bereits erreichten zusitzlichen Einbettungen erhal-
ten und ausnutzen.

Besitzen dabei .§) und S, eine triviale Automorphismengruppe, so wird natirlich kein Backtracking
verwendet und der Algorithmus findet immer direkt die einzige Einbettung, falls iiberhaupt eine exi-
stiert. Im nichttrivialen Fall michte man jedoch die Information iiber die bekannten Einbettungen még-
lichst frithzeitig nutzen, um Wege im Backtrackbaum zu sparen.

Um dies 7u erreichen, muB die Moglichkeit bestehen, bei jeder Einbettung zu entscheiden, ob eine Fort-
setzung ausschlieBlich zu Einbettungen fiihrt, die durch vorherige Einb erzeugt den kon-
nen.

(=
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Dic Isomorphismen der Referenz- und Teststruktur miissen also in entsprechender Form dargestellt
werden, um solche Tests einfach durchfihren zu kénnen,

Da, wie bereits gezeigt haben, Permutationsgruppen in der Regel bereits fiir cine geringe Anzahl von
El duBerst umfangreich sind, sollte eine sehr kompakte Darstellung gewahlt werden, die obigen
Anforderungen genigt.

Die Isomorphiceigenschafien sind insbesondere auch bei der Vollstruktursuche effizient einsetzbar. [st
Au(s,) bekannt, so kann der Algorithmus bereits nach der ersten gefunden Einbettung abgebrochen
werden, da bei der Vollstrukturisomorphie keine weiteren Einbettungen aufer der gefundenen und den
durch Aui(s,) gemiB dem vorherigen Algorithmus berechneten existicren kénnen.

Bei der kanonischen Numerierung tritt ¢in Spezialfall auf. Ist die Automorphismengruppe der betrach-
teten Struktur unbekannt, dann _iiberschneiden™ sich quasi zwei Abbruchkriterien fiir den Backtrack-
baum. Zum einen wird durch die fortsetzbare Methode £/ friithzeitig ein Teilbaum abgetrennt, der nicht
zu einer kanonischen Numerierung fithren kann. Andererseits findet man dann evtl. keine neuen Nume-
rierung zur Erweiterung der Automorphi gruppe. In di Fall liefert die Ausnutzung der Auto-
morphismengruppe keine Abbruchkriterien. Es kann also bei hochsymmetrischen Strukturen durchaus
sinnvoll sein, erst dic Automorphismengruppe zu bestimmen, und dann daraus ein kanonisches Ele-
ment geméf} Algorithmus 4.2. zu berechnen. Bei Strukturen mit einem geringen Grad von Isomorphie,
wie beispiclsweise Molekiilen, ist dieses Vorgehen jedoch nicht effektiver.

Eine entsprechende Schnittstelle ist in den Algorithmus integriert worden.

Bei verschiedenen Problemen tritt jedoch auch ein dem oben beschricbenen Ansatz genau entgegenge-
setztes Problem auf. Betrachtet man die folgenden Graphen

efifan]

und méchte alle Einbettungen des linken Graphen in den rechten berechnen, so werden durch den vor-
liegenden Algorithmus schr viel mehr Einbettungen gefunden, als anfinglich erwiinscht. Dies liegt
daran, daB der Algorithmus prinzipiell von einer Ausg ierung der einzelnen Trigerinstanzen,
in diesem Fall Knoten, ausgeht, und die einzelnen Knoten dadurch unterscheidbar werden. Dies fithrt in
den meisten Fillen zu einer korrekten Lésung des Problems, in einigen ist dies jedoch nicht erwiinscht.

Es ist jedoch méglich, diejenigen Einbettungen zu eliminieren, die fiir das Problem nicht von Bedeu-
tung sind. Dies geschieht dadurch. dal man beim obigen Algorithmus eben nicht alle durch die Auto-
morphismengruppe induzierten Einbettungen zusitzlich ausgibt, sondern diese Ausgabe unterdriickt.
Dies wiirde in unserem Beispiel bedeuten, daB der linke Graph nur einmal in den rechten Graphen ein-
gebettet werden kann, da sich alle iibrigen Einbettungen durch die Symmetrien ergeben. Es ist jedoch
auch moglich, nur diejenigen Einbettungen zu isolieren, die sich aus der Automorphismengruppe der
Teilstruktur ergeben, jedoch alle Einbettungen, die sich durch die Automorphismengruppe der Test-
struktur ergeben zu berticksichtigen. In diesem Fall wiirden sich 2 Einbettungen der Referenzstruktur
ergeben.

Die Beurteilung der einzelnen Einbettungen sind also stark von dem betrachteten Problem abhéngig.

Der Algorithmus ist jedoch so konzipiert, daB man bei jeder neu gefundenen Einbettung entscheiden
kann, ob diese ausgegeben werden soll, oder eben nicht.

45, Komplexitit

Eine allgemeine Aussage iiber die Komplexitit der vorgestellten Algorithmen kann zunachst nicht
getroffen werden. Wie bereits eingangs erwahnt, ist die Komplexitit in hohem MaBe von der diskreten
Struktur bzw. ihrer Umsetzung beziiglich der vorgegebenen Schnittstellen abhéngig. Fir eine genaucre
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Komplexititsbetrachtung beschrinken wir uns zunachst auf den ersten Algorithmus zur Ahnlichkeits-
bzw. Isomorphieerkennung.

Betrachten wir zunichst den (vereinfachten) Algorithmus zur [somorphieerkennung, bestehend aus der
Kombination von iterierter Klassifizierung und Backtracking:

Backtrack ( 180, §, T )
{
Ist S=T =0,
dann gib ISO aus.
Sonst
Fir ein 1€ 8§
Fur alle jeT
Bilde ISOl := ISO-(i—j).
Ist IS0l zulassig,
dann bilde Backtrack (ISOl, § \{i},T \{ih)

Wird durch die iterierte Klassifizierung keine Einschrénkung der zulassigen [somorphismen erreicht, d.
h. sind alle Kombinationen der Trigerinstanzen fiir einen Isomorphismus denkbar, und wird innerhalb
der iterierten Klassifizierung keine Verfeinerung der Tragerinstanzen vorgenommen, so miissen alle n!
Maglichkeiten (bei einer Méchtigkeit der Trigermenge von n) iiberpriift werden. Der Aufwand ist in
diesemn Falle exponentiell und stellt gleichzeitig den ,,Worst Case* dar.

Eine Verringerung dieses Aufwandes ist also nur durch eine frithzeitige Erkennung der Zulissigkeit
von Kombinationen bzw. durch eine Verfeinerung der Klassifizierung der Triigerinstanzen mit Hilfe
der iterierten Klassifizierung zu erreichen.

Wie man am vorherigen Beispiel leicht nachvollziehen kann, reduziert sich die Komplexitat in dem
Umfang, wie die Anzahl der zur Beschreibung der diskreten Struktur verwendeten Eigenschaften
zunimmt. Je mehr Informationen in den Schnittstellen der objektorientierten Darstellung hinterlegt wer-
den, desto effizienter kann der Algorithmus arbeiten.

Es bleibt nun zu zeigen, dall der Algorithmus zur iterierten Klassifizierung nicht mit exponenticllem

Aufwand ablduft, und somit durch geeignete Wahl von Diskretisierung und Schnittstellen eine Verbes-
serung gegeniiber der reinen Backtrackinglosung - und damit dem Worst Case - zu erreichen ist.

Eugene Luks hat bereits mehrere Arbeiten zu dieser Problematik verdffentlicht ([LU1]). Er konnte
damit zeigen, daB mit dieser Kombination von iterierter Klassifizierung und Backtracking Isomorphie-
tests bei Graphen mit beschrinktem Knotengrad mit polynomialem Aufwand durchgefithrt werden
kénnen.
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5.  Graphen

Da die Vorliufer der vorgestellten Algorithmen urspriinglich ausschliefSlich fur Anwendungen in der
Graphentheorie eingesetzt wurden, wird in dicsem Kapitel etwas genauer auf diesen Bereich eingegan-
gen.

Die theoretischen Grundlagen wurden bereits erwdhnt und im Verlaufe der Beschreibung der Algorith-
men in den vorherigen Kapiteln bereits einige Schnittstellen entsprechend definiert. Beschriinken wir
uns im folgenden also auf die Definition der fiir die Algorithmen benotigten Schnittstellen.

5.1.  Schnittstelle fur Graphenisomorphie

Die nachfolgenden Schnittstellendefinitionen sind ein Vorschlag fiir ¢ine schnelle und einfache
Anwendung der zuvor beschriebenen theoretischen Grundlagen. Viele Erweiterungen, die cinen effek-
tiveren Ablauf der Algorithmen erlauben, sind im nachfolgenden Kapitel iiber die Anwendung in der
Chemie zu finden, da molekulare Graphen (als bewertete Graphen) gegeniiber den hier vorgestellten
Graphen zwar viele Unterschiede aufweisen, einige Eigenschaften jedoch tibernommen werden kon-
nen.

Aufgrund der Definition der Graphen beschrinken wir uns in diesem Kapitel auf die Betrachtung der
Isomorphie von Graphen. Dic Ahnlichkeit spielt bei dieser Art von Graphen keine Rolle.

511 Trager

Der Trager der diskreten Struktur Graph ist die Menge V der Knoten (vertices). Sei also G = (V,E) die
diskrete Struktur GRAPH, dann reprisentiert V die Menge der Tragerinstanzen, und die Menge der
Kanten E, cine zweistellige Relation p, g Vx v auf V.

S.1.LL Implementation

Die fuir eine Klassifizierung relevante Eigenschaft eines Knotens ist sein Grad. Man definiere also ein
Objekt KNOTEN,

Im Objekt GRAPH existiert dann ein Feld von Instanzen des Typs KNOTEN. Die Lange des Feldes
entspricht der Anzahl der Knoten im Graphen. Die Operation ,,<** auf einer Instanz KNOTEN ist dann
wie folgt definiert:

operator KNOTEN(K1) < KNOTEN(K2)

Falls K1.Grod < K2.Grad
Gib WAHR zurisck

Gib FALSCH zuriick

512 Methode rel

Welche Informationen kénnen nun zur Verfeinerung der aktuellen Klassifizierung genutzt werden,
wenn eine neue einel ige Klasse den ist? Wie bereits zuvor erwihnt, ist die Konnektivitit
in diesem Fall die einzige zusatzliche Information im Graphen. Sei a;; die Adjazenzmatrix des Graphen.
Sei vy der zuletzt in die aktuelle Numerierung aufgenommene Knoten. Dann ist die Methode ref dquiva-
lent zu folgender Funktion:

I falls {v,,v,} = E
rel(a, v,y) = alls {¥is vz henzee
0 sonst
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5.1.2.1 Implementation

Fiir die Implementation der re/ - Funktion mul§ zuerst ¢in Objekt RE (rel - Ergebnis) definiert werden.
Da dort jedoch lediglich die Information iiber die Konnektivitit aufgenommen wird, ist dies sehr ein-
fach:

REL - ERGEBNIS
Daten:
Konnektivitat
Funktionen:
Operofionen: ,<,=,>"

Auch hier sind entsprechende Operatorfunktionen vorgesehen, um das Ergebnis zu vergleichen. Bei-
spielsweise gilt:

operator RE (RET) = RE (RE2)

Falls RE1.K ktivitét = RE2.Ke ktivitat
Gib WAHR zurick
Gib FALSCH zuriick

Die Implementation der re/ -Funktion selbst ist dann trivial.

5:1.3. Methode r

Die Methode I' zum Testen globaler Eigenschaften der aktuellen Klassifizierung wird zur Bestim-
mung der Isomorphie von einfachen Graphen ebenso wie die Methode £/ nicht benétigt.

Mit derart definierten Schnittstellen 14Bt sich der Algorithmus zur Ahnlichkeitsbestimmung anwenden.
Da alle Wertebereiche exakt iibereinstimmen missen, wird in diesem Fall sogar ein Isomorphietest
durchgefiihrt.

5.2. Schnittstelle fiir Teil-/Subgraphenisomorphie

Will man den Algorithmus zur Teilstrukturdhnlichkeit - bzw. isomorphie einsetzen, so miissen obige
Schnittstellen modifiziert werden.

Dies liegt vor allem daran, daB der Knotengrad eines Atoms nicht mehr direkt als Kriterium zur Klassi-
fizierung eingesetzt werden kann. Betrachtet man folgendes Teilgraphenproblem

dann konnen Knoten des Teilgraphen auch auf Knoten des zu testenden Graphen abgebildet werden,
die einen ginzlich anderen Knotengrad besitzen, Aus diesem Grund kann keine Vorklassifizierung
beziiglich des Knotengrades vorgenommen werden, da Knoten der Teilstruktur unter Umstéinden ver-
schiedenen Klassen zugeordnet werden, obwohl sie bei einer Einbettung in die Teststruktur auf Knoten
mit identischen Knotengraden abgebildet werden. Der Algorithmus ist jedoch so konzipiert, dafl Kno-
ten aus unterschiedlichen Ausgangsklassen nicht auf Knoten aus einer Klasse mit nur einem Klassifika-
tionsmerkmal abgebildet werden konnen.

Betrachten wir zunéchst den Fall der Teilgraphenisomorphie:
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52.1. Triger

Die Triger der Struktur Graph werden wiederum durch die Implementation der Klasse KNOTEN
reprisentiert. Die Klasse KNOTEN ist also wie zuvor implementiert.

5.2.1.1. Implementation

Da - wie eben beschrieben - eine Klassifizierung der Knoten nach ihrem Grad nicht zulissig ist, jedoch
keine weiteren Merkmale zur Verfilgung stehen, wird fiir den Vergleichsoperator ,,<,, cine ,, dummy* -
Funktion hinterlegt, die fiir alle Knoten identische Werte liefert:

operotor KNOTEN(K1) < KNOTEN{K2)

Gib UNDEFINIERT zurick

Man beachte, dafl sich dadurch die Vorklassifizierung nicht von der Ausgangsklassifizierung unter-
scheidet.

52.2. Methode rel

Die Methode ref ist identisch zur Graphenisomorphic definiert und auch implementiert.

523 Methode

Die Methode I' - Funktion zum Testen globaler Eigenschaften der aktuellen Anordnung kann man fiir
eine weitere Restriktion der Zuordnung nutzen. Legt man eine neue Zuordnung von einem Knoten A
des Teilgraphen auf einen Knoten A’ des zu testenden Graphen fest, so muf3 der Knotengrad von A’
mindestens so grol} sein wie der Knotengrad von A,

Diese Bedingung kann man sehr einfach mit Hilfe der Methode I auch bei der Graphenisomorphie ver-
wenden.

Da die Methode I' bei jeder neuen Zuordnung aufgerufen wird, geniigt es, diesen Test nur fiir das
jeweils letzte festgelegte Atom durchzufiihren. Sie ist alsodquivalent zu der Funktion:

I'(o) = Knotengrad des Knotens cf’(\cl)

523.1. Implementation

Zuerst wird die Datenstruktur fiir das Ergebnis der ' - Funktion definiert:

GE {I- Ergebnis)
Daten:
Knotengrad
Funktionen:
Operotignen: ="

Der =" - Operators lautet dann wie folgt:
operator GE (GE1) = GE {GE2)

Folls GE2 aus dem Teilgrophen Swap (GE1,GE2)|
Falls GE1 Knotengrad <= GE2.Knotengrod
Gib WAHR zuriick

Gib FALSCH zuriick
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Die I - Funktion ist:

[ {sigma)

max = |sigmal|

ermittle i mit sigmali] =max

GE Knotengrod = Knoten(i] Grad
Gib GE zuriick

Bei der Subgraphenisomorphie ist der bestehende Vergleich der REL - ERGEBNISSE nicht zulissig,

5.2.4. Methode rel

Erinnern wir uns an die Definition der Methode re/ und ihre Aufgabe, die Klassen der aktuellen Klassi-
fizierung zu verfeinern. Unter Beriicksichtigung der Subgraphendefinition ist es nicht méglich, eine
Verfeinerung der Klassen aufgrund der aktuellen Numerierung durchzufithren. Das einzige Merkmal,
das hierfiir zur Verfligung steht ist die Konnektivitit. Da jedoch in dem Subgraphen und im zu testen-
den Graphen unterschiedliche Konnektivititen zwischen den Knoten zugelassen werden, kann diese
nicht genutzt werden,

Die Methode ref selbst liefert also fur alle Numerierungen und alle Knoten identische Werte. Eine Ver-
feinerung ist damit nicht méglich.
5.2.4.1. Implementation

Die Implementation ist trivial und kann leicht in den Quelltexten nachvollzogen werden.

5.2.5. Methode 1

Die ' - Funktion tibernimmt nun die Aufgabe, eine festgelegte Numerierung auf ihre Zulassigkeit zu
testen. Dies geschieht, in dem bei ihrem Aufruf eine Liste erzeugt wird, in der die Konnektivitdten aller
bereits festgelegten Knoten zum zuletzt festgelegten hinterlegt werden.

Durchlauft man nun die Liste aufsteigend, so miissen die Konnektivititen des zu testenden Graphen
mindestens so groB sein, wie die Konnektivititen innerhalb des Subgraphen.

5.2.5.1. Implementation

Das Ergebnis der Gamma - Funktion hat dann die Form:

GE (I- Ergebnis)
Daten:
Anzahi der festgelegten Knoten
Feld der Konnekiivitoten
Herkunh (Sub- oder Testgraph)
Funktionen:
Operationen: , ="

Der Vergleichsoperator ,,=" wird definiert durch

operator GE (GE1) = GE (GE2)

Falls GE2.Herkunft = Subgraph dann Swap(GE1,GE2)
Fir alle Feldeintrage i
Falls GE1.Konnekt.[i] >GE2. Konnekt.[i]
Gib FALSCH zuriick
Gib WAHR zuriick
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Die I - Funktion selbst zur Ermittlung der Werte Jautet:

[ Tsigma ]
mox = |sigma|
ermittle i mit sigmali] =max
Fir olle 0<=k< =maox
Falls kI=i
GE Konnekt.[k]=Groph.Conn(k,i)
GE.Anzahl d. Knoten = max
Gib GE zuriick

5246. Beispiel

Es sollen alle méglichen Einbettungen des Teilgraphen

im Graphen gefunden werden.

Unterschiedlichen Farben der Knoten zeigen einen unterschiedlichen Knotengrad an. Der Algorithmus
(Teilstrukrursuche) liefert dafiir folgende Einbettungen:

r/0191u11/ /10109@/71010913/ /2345'i7i
M 2ss36/ /258910 / /258913 / /29854, !
/ 34521/ / 34529/ / 43258/ /45 2.36 ¢
/82 8 BT o /529814 / /54321 / / 54329/
rsezaf /852910 /| /852913 / / 89254/ |
/8141391//8141392/‘/&71413910/-/9‘10101‘1-/’

FEan BT /35258 214/ 4 5 8.5%23 ) /9&3141312!i
/9131485 /|/ 92131487 /| /100198 / /10!11913/‘

1
/1314891 /|13 14892 [[/13 1489 10 f|f 2489 13 12 7
413985 /|/1413987/ }

Fiihrt man dagegen eine Subgraphensuche durch, so ergeben sich folgende Einbettungen:
1019107_11/ /o01w912/]|/710109 27/ /10109m
(/1010913 /] 23458/ £ 2 5k 2 g /25391&
/258910 /| /258913 / /29854 / Fsuagaas |
J 3 4.5 @9 / 43258/ / 45236/ /52987/ |
/529814 / /LTS T Y-l I /58921 /
£ 808 8203 /B85291/ | /8528910 / /552913/_|
’?9254/ /8141391 /]/ 8141392 /|/814135 10/
anwul 925 87 4 /9268814 / /98521/|




Die acht grau unterlegten sind durch die Subgraphendefinition bedingte, zusétzlich mégliche Einbet-

ungen.

527

Die folgende Tabelle zeigt die Anzahlen der méglichen Einbettungen von Graphen mit vier Kanten in

die Gra
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Beispiel

In Y - Richtung sind die Graphen mit vier Kanten aufgetragen, in X - Richtung diejenigen mit finf

phen mit finf Kanten:

1[2[3°4[s]s 7 [8 9]101ih231a]1s]16]17]18[19]20[21 22]23724] 25| 26
1[o4]4,2[o[0 o o o[2]0]olo[o 00000 o]0 o]0 o0 ] 0
2fo/o/o 0]s|o o [ofo[o]oo's[0[o[0]o]0]o]0o]0i0]0o o0 ] 0
3|0lo]o 0]o[0/120/24]0] 0 [0]0 0] 00|24 0 [0 [0 [0[0 o]0 0|0 0
405900‘0006304200002000000000
s/o'0jojoiojo] 0 |o]oi12]0]0j0]24]0]0 0|0 24{0]0 00 00| 0
6[0-0]oforofo] 0 Tofo 0l2lalalofai0/0 0fol2]0f00 0] 0] 0
7/0.0]ojojo/o] 0 ofo[0]o'0[o o]048/1224/0 o]0 [24[0]0] 0] 0
8/o/ofofojo'o] o ofo]olojo[o. 0]o[o]s]0]o[s[s]|o]s][0o]0] 0
9lojo0/ojo o] o o]ofo ofo[o 0]o[olo]24[0]0 16]0 0]8]0 ] 0
1000000000000000]00 0|0 0|4832|64/48 | 0
11j0[0]o 0]oo o [0 o]0 ofofo]o oo ofojofololo]o]o 768 1920

Kanten. Die elf Graphen mit vier Kanten sind dabei:

N
N\ /1 0<
T e

Y 1D

Die Anzahl der [somorphismen ist bei den Knoten mit vier Kanten:

1[2

3 4 5 6

7 8

2 8

242 12 | 2

12 | 4

384
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und bei den Knoten mit fiinf Kanten:
1121374 56" 7 T8]o [iolu[i2131ais]16]17718[10]20 212223225 26
4]4]22]2"0[120[6 8T 2 2"1612] 2 48[ 4 [12,48] 4 [4 4816 16]96 ]3840

5.3. Schnittstellen zur kanonischen Numerierung

Bedingt durch den Zusammenhang zwischen den Algorithmen zur Emmittlung der Vollstrukturisomor-
phie und der kanonischen Numerierung ist klar, daB in beiden Fillen identische Schnittstellen verwen-
det werden konnen.

Zusiitzlich mu8 jedoch noch bei der kanonischen Numerierung die Klassifikationsfunktion £/ zur
Bewertung der aktuellen Numerierung definiert werden:

53.1. Methode ki

Die Methode £/ zur Bewertung der aktuellen Numerierung, sowie die von ihr gelieferte Instanz der
Klasse KL - ERGEBNIS wird aus Beispiel 3.2.3.6.4. iibernommen. Dort wurden aus der Adjazenzmatrix
Vektoren abgelesen, die beziiglich der lexikographischer Ordnung verglichen werden konnten.

53.11, Implementation

Die Implementation dieser Funktion wird in Abschnitt 6.2.4. nochmals ausfithrlich erklért, Sie kann
ohne Anderung fiir Graphen iibernommen werden.

532 Beispiel

Fir die kanonische Numerierung betrachten wir nochmals den Graphen aus Beispiel 5.2.6..

Das Ergebnis der kanonischen Numerierung lautet fiir den linken Graphen (Ausschnitt aus dem Logfile
zum Programm):

Maximum canonical form reached:

Canval: Size(15)

Mome: 9 -2 -8-1-3-5-0-6-4-13-10- 14 -7 - 11 - 12 -
Value:110110010001100000100000010000001100100000000100000100000100000010001000010000000
000000010000000000010001

Das Ergebnis fiir den rechten Graphen lautet:

Maximum canonical form reached:

Canval: Size(15)

Moms: 0 -9 -5 -8-3-1-2-14-13 =12 - 10 -6 -11 -7 - ¢ -
Value:110110010001100000100000010000001100100000000100000100000100000010001000010000000
000000010000000000010001
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Da der Graph eine triviale Automorphismengruppe besitzt, sind diese Numerierungen identisch:
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6. Molekiile

Die folgenden Kapitel geben einen Uberblick iiber die Anwendung der vorgestellten Algorithmen in
einem Fachgebiet, in dem diskrete Strukturen bevorzugt zur Modellierung eingesetzt werden.

Es wird dabei weniger auf die Vollstandigkeit der Diskretisierung chemischer Strukturen Wert gelegt
als vielmehr auf das Aufzeigen der vielfiltigen Méglichkeiten zur Darstellung von Strukturen, die mit
diesem Algorithmus zur Verfligung stehen.

6.1. Chemische Strukturen

Wie bereits erwiahnt, werden diskrete Strukturen, insbesondere Graphen, zur Modellierung chemischer
Strukturen verwendet. Dies geschicht vor allem in der organischen Chemie, da die dort vertretenen
kovalente Bindungen zwischen Atomen sehr gut durch Graphen repriisentiert werden kann (siche auch
[LK]. Obwohl im graphentheoretischen Molekiilmodel] beispielsweise keine quantenmechanischen
Erkenntnisse wiedergeben werden konnen, gilt es deshalb in der organischen Chemie als bevorzugtes
Modell in weiten Bereichen der Strukturaufklirung, Syntheseplanung und bei der Erforschung biologi-
scher Eigenschaften von Molekilen mit Hilfe der Computerchemie. [KH]

6.1.1. Historie

Um die Vermutungen Alexander von Humbolds von 1797 iber die Isomerie von Molekilen (vgl.
[BH]) erkldren zu kénnen, suchte man nach einer geeigneten Darstellung. Gegen Mitte des 19. Jahrhun-
derts verwendete Alexander Crum Brown erstmalig eine Molekiildarstellung mit Hilfe von beschrifte-
ten Knoten und Kanten. Molekulare Graphen wurden definiert und als konsequente Weiterentwicklung
der Molekitlmodelle von Couper, Loschmidt und Kékulé eingesetzt. Die folgenden Abbildungen geben
¢inen Eindruck von der Entwicklung dieser Molekiilmodelle.

c { 0--OH
Ha (& - XHHCY)
e e ol el el 3
i 0000800
€ Hy

Couper Loschmidt Kékule

Crum Brown %

Abbildung 19: Historische Molekiilmodelle

Wie man heute jedoch weiB, sind die Zusammenhinge in chemischen Strukturen schr viel komplexer,
als es dieses Modell zu vermitteln vermag. Dennoch dient es nach wie vor erfolgreich als Approxima-
tion und ist als solche bei einer grofien Anzahl von Problemstellungen ausreichend. Hier zeigt sich ins-
besondere auch die groBe Bedeutung der Wahl der geeigneten Diskretisierung. Neben der
graphentheoretischen Betrachtung von Molekiilen haben sich auch andere Modelle ctabliert, die fir
bestimmte Aufgaben besser geeignet sind. Auch die Méglichkeiten der Visualisierung von Informatio-
nen aus diesen Modellen sind natiirlich erheblich besser als zur Zeit von Crum Brown. Die folgenden
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Abbildungen geben davon einen Eindruck, was heute bereits auf Low End Pc’s moglich ist.

Abbildung 20: Verschiedene Molekiildarsteliungen in RASMOL!

Ein weiterer, grofier Vorteil des graphentheoretischen Strukturmodells ist die groe Anzahl von erprob-
ten Verfahren, auf die zuriickgegriffen werden kann (siehe auch [DJ]). Ein sehr effizienter Algorithmus
zur Konstruktion von Graphen bzw. Molekiilen wurde beispielsweise in das bereits mehrfach erwéhnte
Programmpaket MOLGEN integriert, das erfolgreich in der Industrie eingesetzt wird (siehe [MG1]-
[MGS5]). Anhand des graphentheoretischen Molekiilmodells 148t sich auch das Isomorphieproblem sehr
gut beschreiben.

6.1.2. Beschreibung chemischer Strukturen

Die gerade durch den Einsatz moderner Technologien in der chemischen Industrie eréffneten Moglich-
keiten zur Erkennung und Konstruktion oder Synthetisierung chemischer Strukturen fithren zu einer
immer weiter ansteigenden Zahl von bekannten Molekiilen.

In gleichem Malle stieg dabei auch das Interesse, diese Strukturen vollstindig clektronisch zu erfassen,
beispielsweise aus patentrechtlichen Griinden, und sie durch eine Vielfalt von Eigenschaften eindeutig

1. RASMOL ist ein Public-Domain Programm, das unier verschiedenen Betriebss
Molekiilen und Molekiiti i erlaubt (siehe beispiel. fip:Hforte.mathe k.uni-bremen.de/pub/comp/visua-

sstemen die graphische Darstetlung von

lization/rasmol)
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zu beschreiben, so daB ¢in schnelles Auffinden anhand dieser Eigenschafien gewiihrieistet ist.

Die nachfolgenden Kapitel versuchen, einige dieser Merkmale von Molekiilen in ein diskretes Modell
abzubilden. Dariiber hinaus ist s jedoch dem Anwender der Algorithmen tiberlassen, die fiir ihn wich-
tigen Eigenschaften mit in die vorhandenen zu integrieren oder ein véllig neues diskretes Modell zu
erstellen.

Um die im vorherigen Kapitel beschriebenen Klassifizierungsalgorithmen anwenden zu konnen, muf3
die betrachtete chemische Struktur diskret zu beschreiben scin. Das bedeutet, es missen Merkmale
gefunden werden, die eincrseits diskrete Werte annchmen, jedoch andercerseits das Objekt so umfassend
beschreiben, dafl es die fur die geforderte Aufgabenstellung relevanten Klassifizierungsmerkmale ent-
halt.

Der Isomorphiebegriff reduziert sich also auf die durch das diskrete Modell beschriebenen Strukturei-
genschafien.

Demzufolge cxisticren auch verschiedene Méglichkeiten zur Diskretisierung von Molekiilen:
6.2. Diskretisierungen fiir topologische Identitit

Das klassische diskrete Modell fiir chemische Strukturen beriicksichtigte ausschlicBlich Eigenschaften,

die zuniichst nur eine Differenzierung der Molekiile auf topologischer Ebene erlauben. Heute werden

jedoch auch dreidimensionale Struktureigenschafen ausgenutzt, um beispielsweise im Bereich der Arz-
i Iforschung Resul zu erzielen.

Solange man sich auf eine topologische Identitat beschrankt, 128t sich mit der iblichen graphentheo-
retischen Beschreibung eines Molekiils cin diskretes Abbild der Struktur in die Mathematik finden.
Toleranzen sind dort nicht erwiinscht. Weitet man scine Betrachtungsweise jedoch in die dreidimensio-
nale Darstellung aus, so kann dies - immer abhingig von den an den Isomorphiebegriff gestellten
Anspriichen - zu sehr komplizierten Abbildungen fiihren.

Grundvoraussetzung fur eine erfolgreiche Identifikation der dreidimensionalen Struktur von Molekiilen
ist jedoch immer cine Ubereinstimmung auf topologischer Ebene. Zu diesem Zwecke wurden die ent-
sprechenden Schnittstellen zu den zuvor beschriebenen Algorithmen zunichst zur Identifizicrung von
Molekiilen auf topologischer Ebenc angepalt.

6.2.1. Graphentheoretische Darstellung

Im klassischen, graphentheoretischen Molckiilmodell werden die Atome eines Molekiils als Knoten
aufgefaBt, und die Bindungen zwischen den Atomen als Kanten. Nun gibt ¢s zwei Moglichkeiten, dic
Bindungsvielfachheit in diese Definition mit einzubinden. Zum einen durch den Ubergang zu Multigra-
phen und zum anderen iber eine entsprechende Kantenbewertung. Dic letztere Méglichkeit ist sicher-
lich flexibler, wenn man beispielsweise aromatische Ringe oder tautomere Bindungen (siche dazu
[MF]) beriicksichtigen machte. In der Implementation entsprechen sich die beiden Alternativen anni-
hernd.

Die Molekiile, die mit Hilfe dieses Modells dargestellt werden kénnen, sind in der Regel organische
Verbindungen. Nur dort {aBt sich der Begriff der Bindung zwischen zwei Atomen niiherungsweise
beschreiben. Betrachtet man beispielsweise Metalle, so st dort keine Bindung im obigen, klassischen
Sinne vorhanden.

Eine besondere Bedeutung besitzen Wasserstoffatome in einem Molekiil. Durch ihre univalente Bin-
dungsmdéglichkeit werden sie oft nicht explizit als Atom in das Modell aufgenommen. Stattdessen wird
multivalenten Atomen die Anzahl der benachbarten Wasserstoffatome als Typmerkmal zugeordnet.

Somit ergibt sich die folgende Definition des Molekiilgraphen als ein mégliches diskretes Modell:
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6.2.1.1. Definition

Sei G =( V., E, B) ein bewerteter, ungerichteter Graph. Die Bewertungsfunktion B = (B,. B;) sei defi-
niert durch:

W =N, bg(e) := Bindungsvielfachheit
Wy =PxNxN,
b,(v) := (Atomtyp, Valenz, Anzahl benachbarter Wasserstoffe)

Wobei P alle Elementbezeichnungen des chemischen Periodensystems enthilt (P:= {C,H, N, 0, ...}).
Die Knoten werden als Atome bezeichnet. Dann ist G = ( V, E, B ) ein topologischer, molekularer
Graph.

6.2.1.2. Definition

+ Seien G' = (v, E'.B') und 6* = (v’ E’. B") topologische, molekulare Graphen. (¢.x,) heift Iso-
morphismus von G' auf G* genau dann, wenn ¢ : v' 5 V? ein Isomorphismus von 1' = (v, E") auf
H® = (v3,E%) istund k: W! - W2, x bijektiv und 2 : W - W} , & bijektiv, und weiterhin gilt:
© Yve Vgl kb (v) = by :(@(v)) und
o ¥ v, v, e E gl A ({v1va 1)) = bal{o(v)). 0(v,)))

+ G' und G? heiBlen isomorph (G' = G?), wenn ¢s cinen Isomorphismus (g, k, %) von G' auf G gibt.

6.2.2. Schnittstellen zur Vollstrukturisomorphie

Die vollstandige Identitit zweier Molekille beruht auf topologischer Ebene ausschlieBlich auf der Iden-
titdt der Adjazenzmatrizen und Atomtypen und Wasserstoffnachbarn der beiden Strukturen.

Die vorgestellten Algorithmen kénnen alle diesbeziiglichen Informationen nutzen, um die Komplexitit
des Isomorphieproblems zu vermindern. Dafiir werden folgende Schnittstellen verwendet:

6.2.2.1. Triger

Die Tréger der Struktur ,,molekularer Graph™ sind die Atome. Diesen werden zunichst in einer beliebi-
gen Reihenfolge feste Nummemn zur eindeutigen Identifizierung zugeordnet (Ausgangsnumerierung).
6.2.2.1.1. [Implementation

Fiir die Implementation des Objektes ATOM fiithren wir zunachst ein Objekt ATOMTYP ein:

ATOMTYP
Doten:
Name
Valenz
Funktionen:
Operoloren ,<,=,>"

Da in der Regel mehrere Atome identische Atomtypen besitzen, mufl man im Objekt ATOM nur einen
Querverweis auf eine Instanz des entsprechenden Typs setzen, ohne die darin enthaltenen Informatio-
nen mehrfach speichern zu miissen.

Die Vergleichsoperatoren ergeben sich aus der natirlichen lexikographischen Ordnung auf den Attribu-
ten ( PxN ).
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Das Objekt Atom hat dann die folgende Gestalt:

ATOM : TRAGER
Daten:
Atomntyp
Wasserstoffe
Hybridisierung
Funkticnen:
Operaloren ,<,=,>"

Die Belegung der Attribute Atomtyp und Wasserstoffe crfoigt analog zu der Bewertungsfunktion b,(v)
aus Definition 6.2.1.1..

Beispielhaft sei die Implementation des Vergleichsoperators =" aufgezeigt:

ATOM :: Operator = [Al, A2 )
Folls A1 Atomtypl) = A2 Atomtypl)
Folls A1 Wasserstofle{] = A2 Wasserstoffe()
Falls Al .Hybridisierung() = A2 Hybridi
Gib ,WAHR" zuriick
Gib ,FALSCH" 2uriick

Implizit wird hier also die Ordnung auf der Klasse Atomtyp verwendet. Das Attribut Hybridisierung ist
wie folgt erklért:

Betrachtet man einen molekularen Graphen, so kann man fiir jedes Atom eine sog. Hybridisierung
ermitteln. Diese entspricht einer Mengenpartition der von diesem Atom ausgehenden Bindungen. Die
folgende Tabelle zeigt mogliche Hybridisierungen fiir Atome bis zum Grad 4:

Atomgrad Hybridisierungen
l .
: ¥
) FUNE

s +444

Damit erhalten einzelne Atome mit gleichem Typ und Namen ein zusitzliches Qualifikationsmerkmal.
Zur Speicherung dieser zusitzlichen Eigenschaft geniigt es meist, die Anzahl der Doppel- und Drei-
fachbindungen an einem Atom zu bestimmen, da in der Regel keine Atome mit Vierfachbindungen exi-
stieren.

Der néichste Schritt wiirde dann der ,,Extended Connectivity im MORGAN - Algorithmus [HLM] ent-
sprechen. Dort werden zusitzlich die Hybridisierungen aller benachbarten Atome als Klassifizierungs-
merkmal jedes einzelnen Atoms beriicksichtigt.

Die Summe aller Attribute (Atomtyp, Wasserstoffe, Hybridisierung) ergibt in der Regel bereits eine
relativ gute Ausgangsklassifizierung aufier fir Sonderfille (hochsymmetrische Molekiile), wie bei-
spielsweise Fullerene (Cgg Hgg). Dort bringt die Vorklassifizierung nach diesen Attributen keine
wesentliche Verfeinerung der Atommenge.

Dies sind jedoch nicht die einzigen lokalen Informationen, die man aus einem Molekularen Graphen zu
diesem Zeitpunkt gewinnen kann.
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6.2.2.1.2.  Erweiterungen

In Anlehnung an die Hybridisierung ist auch zu erwigen, ob beispielsweise univalente Atome tiber-
haupt in dic Menge der Trégerinstanzen mit aufgenommen werden sollten. Stattdessen wird die Anzahl
der benachbarten Wasserstoffe, Chloratome oder sonstiger univalenter Atome als Bestandteil der
Atominstanz zu einem Attribut ¢ines betrachteten multivalenten Atoms, wodurch sie bei einem Isomor-
phietest einander nicht mehr explizit zugeordnet werden miissen, jedoch durch ihr Aufircten als Attri-
but fiir die Kiassifizierung verwendet werden. Durch die verminderte Ordnung der Trigermenge kann
die Komplexitit des Isomorphieproblems immer noch am effektivsten verringert werden, wie die nach-
folgende Analyse zeigt.

Weitere Merkmale von Atomen wiren beispielsweise, ob ein Atom Teil eines aromatischen Rings (vgl.
[MF]) oder ein Stereozentrum (vgl. [WIE]) ist.

Grundsitzlich gilt, je mehr Informationen bereits an dieser Stelle beriicksichtigt werden, desto kleiner
werden die Klassen fiir die Ausgangsklassifizierung und desto flacher wird der Backtrackbaum im
Algorithmus, was natiirlich wiederum Einfluf auf die Ausfihrungsgeschwindigkeit der Algorithmen
hat.

Im Anschlufl an diesen Abschnitt wird anhand eines Beispiels der Einflug der Vorklassifizierung auf
die Geschwindigkeit des Algorithmus untersucht.

6.2.2.2. Methode rel

Die Isomorphie zweier molekularer Graphen setzt neben der Identitit der Knoteninstanzen, die durch
die Vorklassifizierung und durch den Algorithmus gewiihrleistet wird, auch die Identitat der Kantenbe-
wertung, d.h. der Konnektivitit voraus.

Definiere nun eine Klasse rel - Ergebnis, deren einziges Attribut die Konnektivitét ist. Die Vergleichs-
operatoren entsprechen den Vergleichsoperatoren auf N .

RE {rel - Ergebnis,
Daten:
Konnekfivitat
Funktionen:
Operationen: ,<,=,>"

Sei br(e) die Kantenbewertungsfunktion aus Definition 6.2.1.1. ist. Sei ¢ die an dic Methode ref tiber-
gebene aktuelle (partielle) Einbettung und v, die letzte der Permutation o hinzugefiigte Tragerinstanz.
v» sci das zweite Argument der Methode ref, also die Tagerinstanz, die klassifiziert werden soll. Dann
lautet eine mégliche Implementation von rei:

top. mol. Groph :: rel(a, v,)

Erzeuge Instanz R von REL - ERGEBNIS
Setze R.Konnektivitat : = bg{{v;,vol)
Gebe R zurisck

Beschrénkt man sich nicht nur auf die Information {iber die Vielfachheit einer evtl. vorhandenen Bin-
dung zwischen zwei Atomen der Trigermenge, so kann man eine weitere Verfeinerung erreichen:

6.2.2.2.1.  Erweiterungen

Betrachtet man das Molekiil als Ganzes, so kann man beispielsweise fiir zwei beliebige Atome die
Anzahl und Lange aller Wege von Atom A nach Atom B bestimmen. Man muB hier jedoch cinen Kom-
promifi beziiglich der Qualitit dieser Information und der Dauer ihrer Berechnung finden. Es ist sinn-
los, wirklich alle Wege und Weglingen zu berechnen, wenn der Algorithmus dadurch zwar wesentlich
schneller ablauft, die Zeit, die fiir die Bestimmung der Wege und Lingen aufgewendet werden muBte,
Jjedoch so groB ist, daB insgesamt kein Geschwindigkeitsvorteil erzielt wurde.

Im Hinblick darauf, daB bei einer spiteren, dreidimensionalen Betrachtung von Molekiilen Tetraeder-
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winkel eine entscheidende Rolle spielen, wird in der Implementation die Wege- und Weglingenbestim-
mung bis zu einer maximalen Linge von 4 Kanten durchgefiihrt.

6.2.2.2.2. Implementation

Fiir diese Implementation der ref - Funktion muB zuerst eine erwciterte Klasse RE (rel - Ergebnis) defi-
niert werden. Dies geschieht wie folgt:

RE {rel - Ergebnis) J
Doten:

Konnekiivitat

Anzahl 3 - Wege (v,v5)

Anzahl 4 - Wege (v;,v2)
Funktionen:

Operationen: ,<,=,>"

Die Implementation der Operatorfunktionen ist damit klar. Beispielhaft sei hier der Test REI<RE2
definiert:

operator RE (RE1) < RE (RE2)

Falls RE1.Konnekt. < RE2 Konnekt,
Gib WAHR zuriick
Falls RE1 Konnekt. =RE2.Konnekt.
Falls RE1.Anzahl 3-W.< RE2.Anzahl 3-W.
Gib WAHR zurick
Falls RET.Anzahl 3-W. = RE2.Anzohl 3-W.
Falls RE1.Anzahl 4-W.= RE2 Anzahl 4-W,
Gib WAHR zuriick

Gib FALSCH zuriick

Die ref - Funktion selbst verwendet zur Ermittlung der benotigten Wegeanzahlen einen simplen gra-
phentheoretischen Algoritt , der alle Wege der Langen 3 und 4 zwischen zwei Knoten findet (vgl.
[SDW]).
Im Falle der topologischen Identitéit sind bei einem Vergleich zweier Strukturen Toleranzen in den
Werten von RE nicht erwiinscht. Sie spielen erst bei der Betrachtung dreidimensionaler Strukturen eine
Rolle.

6.2.2.3. Methode T

Die - Funktion zum Testen globaler Eigenschaften der aktuellen Klassifizierung wird zur Bestim-
mung der topologischen Identitit von Molekiilgraphen nicht benétigt, da sich die Isomorphie aus-
schlieBlich durch lokale Eigenschaften beschreiben lafit.

Mit dieser Implementation der Schnittstelle kann eine effektive Vollstrukturisomorphie von topolo-
gischen molekularen Graphen durchgefithrt werden.

6.2.2.3.1. Beispiel

Hochsymmetrische Molekiile sind eine Herausforderung fiir jeden Isomorphiealgorithmus. Durch die
Symmetrie wird gerade das Backtracking erforderlich, wobei fast jeder neue Weg im Backtrackbaum
zu einer zuldssigen Losung fiihrt.
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Die beziiglich Isomorphie zu testende Struktur sei Cyclohexan ( CgHj5 ).

Abbildung 21: Cvclohexan

Dem Prinzip des Isomorphiealgorithmus folgend wird jede mégliche Einbettung des Cyclohexan in der
zu testenden Struktur gefunden. Die resultierende Anzahl der moglichen 768 Uberdeckungen der Voll-
struktur ist dabei einfach zu erkldren. Um das erste C - Atom zu plazieren, hat man 6 Moglichkeiten zur
Auswahl. Unter Beriicksichtigung der Konnektivitit, die in der Methode ref ausgenutzt wird, gibt es fiir
das zweite C - Atom nach dieser Festlegung jedoch nur noch 2 Moglichkeiten. Ist diese Entscheidung
getroffen, so ist die Position fiir die iibrigen 4 C - Atome bereits festgelegt. Zusitzlich gibt es jedoch bei
jedem C - Atom noch zwei Moglichkeiten, die daran gebundenen beiden H - Atome zu identifizieren.
Daraus ergeben sich also die 6-2-(2-2-2.2-2.2) = 768 Maoglichkeiten. Dic Tiefe des Backtrack-
baumes ist dabei maximal 8 und damit im Verhiltnis zu der Anzahl der betrachteten Atome bereits sehr
grof. Zur Reduzierung der Backtracktiefe kann man die bereits zuvor erwihnte Erweiterung der Tra-
gerattribute verwenden, und die H - Atome nicht explizit vom Algorithmus durchlaufen lassen.

Eine Unterscheidung der Wasserstoffatome ist in diesem topologischen Fall weder fiir die Chemie noch
im Sinne eincs schnellen Algorithmus von Interesse. Mathematisch gesehen bedeutet dies, daB die
lokale Automorphismengruppe des Atoms bereits bekannt ist und nicht mehr explizit berechnet wird.

Damit wird einerseits eine Verfeinerung der Vorklassifizierung méglich, da Atomtypen jetzt zusétzlich
anhand der gebundenen univalenten Atome zerlegt werden kénnen. Andererseits wird eine unnétige
Erweiterung des Backtrackbaumes durch zusatzliche Symmetrien verhindert.

Im obigen Beispiel fir CgH,, (Cyclohexan) reduziert dieses Vorgehen die Anzahl der moglichen Ein-
bettungen auf 12 (vorher 768). Desweiteren ist die maximale Tiefe des Backtrackbaumes jetzt nur noch
2 (vorher 8).

6.2.3. Analyse

Die Qualitar der Schnittstelle und des Algorithmus werden nun an verschiedenen Beispielen analysiert.
Ziel dieses Abschnitts ist es, einen Eindruck zu vermitteln, wie bestimmte Anderungen im Aufbau einer
Schnittstelle aut' den Algorithmus wirken.

Verschiedene Teststrukturen wurden mit Nextor erzeugt, einem System zur Konstruktion kombinator-
ischer Bibliotheken (siehe auch [WI96]). Im Gegensatz zu MOLGEN haben die 1225 konstruierten
Strukturen keine identische Bruttoformel und geben somit ein realistisches Beispiel fiir eine Daten-
bankanfrage. Die zu ermittelnde Struktur besitzt die Bruttoformel Cgg Hsq Ng Oy3 und ist damit bereits
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ein relativ groBes Biomolekiil.

Es wurden mehrere Testliufe durchgefiihrt, einmal ausschlieBlich unter Beriicksichtigung der
Konnektivitat in der 7e/ -Funktion, einmal unter Beriicksichtigung der Anzahl der 3 - Wege und unter
Beriicksichtigung der Anzahl der 4 - Wege. Das Resultat zeigt die folgende Ubersicht:

Konn Konn.+3»Wage7 Konn, +3-und 4-Wege

Der Aufwand zur Berechnung dieser zusétzlichen Merkmale ist hier also groBer als der dadurch erzielte
Geschwindigkeitsvorteil. Dieses Verhalten tritt insbesondere bei kleineren Strukturen auf, ist jedoch
auch von der Art des betrachteten Molekiils abhingig.

Betrachten wir noch die Auswirkung der Vorklassifizierung auf dic Laufzeit des Algorithmus.

10+
o]

o

O —- N W AsE OO~
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Im Fall A wird ausschlieBlich der Atomtyp aus den Tragerinstanzen zur Vorklassifizierung verwendet.
Wie zu erwarten, wird dadurch die schlechteste Performance erreicht. Im Fall B wird die Anzahl der
Einfachbindungen also zusatzliches Kriterium verwendet. Fall C beriicksichtigt noch diec Anzahl der
Doppelbindungen, Fall D die Dreifachbindungen. Da in der getesteten Struktur und auch in keiner der
Strukturen, in denen nach ihr gesucht wurde, eine Dreifachbindung vorlag, ist durch dieses Merkmal
keine Beschleunigung des Verfahrens eingetreten, im Gegenteil, eine Verschlechterung durch den Auf-
wand fur zusatzliche Tests ist bemerkbar. Die Anzahl der Doppelbind spielt in diesem Fall dann
auch keine Rolle, da sic - wenn keine Dreifachbindungen auftreten - neben der Valenz und den Einfach-
bindungen nur redundante Informationen liefern.

In einem letzten Test wird nochmals auf die Bedeutung der Wasserstoffe hingewiesen. Wihrend dem
vorherigen Diagramm zufolge eine Volistruktursuche ohne explizite Beriicksichtigung von Wasserstof-
fen nur ca. 7,5 Sekunden benotigt, steigt die Rechenzeit auf iiber 30 min an, wenn man die Anzahl der
Wasserstoffe nicht mehr als Klassifizierungsmerkmal in die Trigerinstanzen aufnimmt und stattdessen
alle moglichen Einbettungen berechnet.

Ein weiteres Beispiel wurde mit Hilfe eines Graphengenerators konstruiert. Das folgende ,,Molekil* ist
eigentlich ein reguldrer Graph vom Grade 4 mit 80 Knoten:

Es existicren 1296 Einbettungen dieses Graphen in sich selbst, d.h. 1296 Automorphismen. Die Ana-
lyse der Laufzeiten ergibt folgendes Bild:

Konn. Konn.+3-Wege Konn.+ 3- und4-Wege
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Erwartungsgemdl tritt eine deutliche Verbesserung des Laufzeitverhaltens bei der Hinzunahme der
Anzahl der 3 - Wege ein. Die erweiterte Klassifizierung unter Verwendung der Anzahlen der 4 - Wege
erhoht jedoch wieder leicht den Aufwand. Dies liegt einerseits an der Berechnung an sich, jedoch auch
am gewiihlten Beispiel, da die Anzahl der 4 - Wege bei den meisten Knotenpaaren im obigen Graphen
{ibereinstimmt.

6.2.4. Kanonische Numerierung

Die kanonische Numerierung kann prinzipiell mit den gleichen Implementationen der Schnittstellen
vorgenommen werden, wie bei der Vollstrukturisomorphie. Zusitzlich wird jedoch noch die Methode
k£ bendtigt, die eine Bewertung der aktuellen Numerierung der Trigermenge erlaubt,

6.2.4.1. Methode £/

Neben der bereits vorgestellten graphentheoretischen Bewertung der Tragermenge durch eine lexiko-
graphische Ordnung auf der Adjazenzmatrix besitzen wir jedoch noch zusitzliche Informationen, die
zu einer feineren Bewertung fithren.

Sei also o dic aktuelle partielle Numerierung, |o| = m. Definiere nun eine Funkton X£ wie folgt:

Fiir alle 1 <i<m und 1 <j<m durchlaufe die Adjazenzmatrix des molekularen Graphen a;; nach dem
bereits bekannten Schema:

01000101
+0101000
4010001

_|eow01010

Yo letretr0100
TO0000 1
OO0 |
+O+0-0-++0

Erstelle daraus einen Vektor, dessen Elemente nun nicht mehr ausschlieBlich die Bindungsvielfachhei-
ten a;; enthilt, sondern auch die Anzahl der 3- und 4- Wege zwischen Knoten i und j, wic sie bereits bei
der Methode ref eingesetzt werden.

m(m—1)

KL (o) ist damit ein e Tupel, bestehend aus Tripeln:

KL(o) = ((Conn(2, 1), 3-Wege(2, 1), 4-Wege(2, 1)),
(Conn(3, 1), 3-Wege(3, 1), 4-Wege(3, 1)),
{Conn(3, 2), 3-Wege(3, 2), 4-Wege(3,2)). ... )

Die Ordnung auf dieser Menge wird auf natiirliche Weise durch die lexikographische Ordnung indu-
ziert.

Reprisentiert man nun die rechte Seite der Funktion %£ durch ecine abstrakte Datenstruktur KL -
ERGEBNIS, so kann man sehr ¢infach die Methode £/ implementieren:

6.2.4.2. Implementation

Da die Ergebnisstruktur der XL - Funktion relativ komplex ist, und die nétigen Informationen
(Konnektivitit, Wegeanzahlen) bereits durch die Methode rel zur Verfiigung gestellt werden, gibt man
nicht den kompletten zuvor beschriebenen Ergebnisvektor zuriick, sondern speichert lediglich die als
Parameter iibergebene Numericrung und einen Querverweis auf das Objekt Molekiil, so dali in den fir
die £/ - Funktion notwendigen Operatorfunktionen die benotigten Informationen dirckt abgefragt wer-
den konnen.
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Dies hat weiterhin den Vorteil, daB bei einem Vergleich zweier Bewertungen nicht das gesamte Tupel
berechnet werden muf, sondern immer nur schrittweise die nachsten Positionen. Wird bei einem lexi-
kographischen Vergleich zweier Ergebnisvektoren bei Element i bereits festgestellt, dali Vektor | gro-
Ber Vektor 2 ist, so missen die restlichen Elemente des Ergebnisvektors nicht mehr verglichen und bei
dieser Implementierung auch nicht berechnet werden.

Sei STRUKTURDATEN eine Klasse, die iber die Methode Conn(A,B) Zugriff auf die Konnektivitat
zwischen den Atominstanzen A und B ermoglicht, sowie tiber die Methoden 3 - Wege (A,B) und 4 -
Wege (A,B) eine Abfrage der Anzahl der Wege der Lingen 3 bzw. 4 zwischen A und B erméglicht.

Die Implementation der Ergebnisstruktur besitzt dann beispielsweise folgendes Aussehen:

[KE (kI - Ergebnis)
Doten:
Numerierung
Strukturdaten
Funktionen:
Operationan: ,<,=,>"

Die Implementation von £/ lautet dann:
top. mol, Graph : & (o)

Erzeuge eine Instanz KE der Klosse ki - Ergebnis

Speichere o in KE.Mumerierung

Speichere Verweis oul top.mol Graph::Strukturdaten in KE.Strukturdaten
Gebe KE zuriick

Es wird also in diesem Fall lediglich die Numerierung geliefert und ein Verweis auf die Klasse, aus der
di¢ weiteren Strukturinformationen bezogen werden konnen. Die eigentliche Auswertung erfolgt in der
Vergleichsfunktion des &/ - Ergebnisses.
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Eine mégliche Implementation der Operatorfunktion KE1>KE2 ist:
operator KE (KE1) > KE (KE2)

MIN = min ([KE1.Numerierung |, | KEZ.Numerierung |)
Falls Min=1
Fir 1<= y <MIN
FirQ<=x<=y
Al 1= KE|.Numerierung[x), B1 := KE1.Numerierung[y|
A2 := KE2.Numerierung(x], B2 : = KE2.Numerierung|y]
Falls KE1 Strukturdaten.Conn{ A1, B1 ) >
KE2 Strukturdaten. Conn( A2, B2 )
Gib WAHR zurisck
Folls KET.Strukturdaten.Conn{ A1, B1 ) <
KE2 Strukturdaten.Conn( A2, B2 )
Gib FALSCH zuriick
Falls KE!.Strukturdaten.3-Wege( Al, B1 ) >
KE2 Strukturdoten.3-Wege( A2, B2 )
Gib WAHR zurisck
Falls KE1.Strukturdaten.3-Wege( Al, B ) <
KE2.Strukturdaten.3-Wege( A2, B2 }
Gib FALSCH zuriick
Falls KE1.Strukturdoten.4-Wege( Al, B1 ) >
KE2.Strukturdaten.4-Wege( A2, B2 )
Gib WAHR zurick
Folls KE1.Strukturdaten.4-Wege( A1, B1 ) <
KE2.Strukturdaten.4-Wege{ A2, B2 )
Gib FALSCH zurick
Folls |KE1.Numerierung | = | KE2.Numerierung|
Gib FALSCH zurisck

Gib MOGLICH zuriick

,Gib MOGLICH zuriick™ heift in diesem Fall, daB eine Fortsetzung von KE2 durchaus groBer sein
kann.

6.2.5. Substruktursuche

Die Problemstellung bei der Substruktursuche unterscheidet sich in bestimmten Teilen wesentlich von
der Vollstruktursuche. Die lokalen Schnittstellen besitzen weniger trennende Merkmale, so daB eine
Substruktursuche in der Regel langsamer als eine Vollstruktursuche ist. Die wesentlichen Funktionen
im Klassifizicrungsalgorithmus miissen dieses also beriicksichtigen.

Wihrend der Arbeit an MOLGEN entwickelten wir zwei Typen von Substrukturen: Geschlossene und
offene Substrukturen. Der Unterschied liegt darin, daB bei geschlossenen Substrukturen nicht erlaubt
ist, daB sich freic Valenzen der Substruktur zu einer zusitzlichen Bindung innerhalb der Substruktur
verbinden. Die ist jedoch bei den sogenannten offenen Strukturen erlaubt. Diese Unterteilung ist nicht
identisch mit der Betrachtung von Teil- und Subgraphen aus 5.2.. Ein Beispiel verdeutlicht die Situa-
tion:
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6.2.5.1. Beispiel

Gresucht sind alle Einbettungen der folgenden Struktur in einem Molekiil:

J N

.C C,

N

* = freie Valenz
Definiert man diese Struktur als geschlossen, so wird sie in der folgenden Struktur nicht crkannt, da
sich ja die freien Valenzen nicht innerhalb der Substruktur binden diirfen.

C C,

c\\ /c

-

Das Problem dabei ist, daf} bei offenen Substrukturen zusétzliche Freiheiten gegeben sind. Das bedeu-
tet, bei der Suche nach offenen Substrukturen werden mindestens so viele gefunden, wie bei der Suche
nach geschlossenen Substrukturen. Da bei offenen Substrukturen die Bindungsvielfachheit zwischen
Atomen in der Substruktur, die noch nicht gebundene Valenzen besitzen, nicht festgelegt ist, kann eine
Verfeinerung nach diesem Merkmal, wie in der Vollstruktursuche, nicht vorgenommen werden.

Es ergeben sich also die beiden folgenden, prinzipiell unterschiedlichen Schnittstellenbeschreibungen:

6.2.5.2. Geschlossene Substrukturen

Es werden wiederum topologische molekulare Graphen betrachtet. Die Definition der Schnittstellen-
funktionen erfolgt durch:

6.2.5.2.1. Triger

Der Trager ist - identisch zur Vollstrukturisomorphie - eine Menge von Atominstanzen.

Die Implementation der Klasse ATOM kann analog erfolgen, obwohl in diesem Falle nicht alle Attri-
bute beriicksichtigt werden konnen:

Im Gegensatz zu den bei der Vollstruktursuche verwendeten Attributen ist es bei der Substruktursuche
nicht moglich, eine Klassifizicrung beziiglich der benachbarten Wasserstoffatome oder allgemeiner,
beziiglich der Hybridisierung vorzunehmen. Sind an einem Atom der betrachteten Substruktur mehr als
zwei freie Valenzen, so gibt es keinen eindeutigen Hybridisierungszustand mehr. Die Valenzen konnen
in der Teststruktur entweder als Doppelbindung, oder als zwei einzelne Bindungen vorkommen.
Dadurch bedingt ist es auch nicht méglich, die iibrigen Atome, die evtl. keine freien Valenzen in der
Substruktur besitzen, derart zu klassifizieren, da dadurch keine zulissige Ordnung auf der Menge aller
Atome definicrt ist, was jedoch Voraussetzung fiir eine Vorklassifizierung ist.

Die Implementation erfolgt also ahnlich der Vollstruktursuche unter Beriicksichtigung der zur Verfii-
gung stehenden Merkmale.

[operu!or ATOM (A1} < ATOM (A2)

Falls A1 Alomtyp < A2 Atomtyp
Gib WAHR zuriick

Gib FALSCH zuriick
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6.2.5.2.1. 1. Erweiterungen

Als Erweiterungen sind alle Eigenschaften von Atomen zulassig, die nicht durch das Vorhandenscin
oder Fehlen von freien Valenzen beeinfluBt werden. Informationen iiber umgebende Atome sind jedoch
in der Regel immer von der Konnektivitit abhiingig und scheiden daher aus.

6.2.5.2.2. rel - Funktion

Die Methode rel und deren Ergebnis sind wie bei der Vollstruktursuche definiert. Die Implementation
erfolgt analog zu 6.2.2.2.2.

6.2.5.2.2. 1, Erweiterungen

Sind weitere Informationen iber die Substruktur bekannt, beispiclsweise ob Bindungen in der Sub-
struktur aromatisch sind, so konnen diese an dieser Stelle verwendet werden.

6.2.5.2.3. Methode T

Die Methode I zum Testen globaler Eigenschafien der aktuellen Klassifizierung wird zur Bestimmung
der topologischen Identitit von Molekiilgraphen zuniichst nicht benétige, da sich die Isomorphie aus-
schlieBlich durch lokale Eigenschaften beschreiben I8t

6.2.5.2.3. 1. Erweiterung

Eine Erweitcrung der Methode ™ ergibt sich aus dem Problem, daf bei der Verwendung der bisherigen
Schnittstelle zur Substruktursuche alle univalenten (hauptsichlich Wasserstoffatome) explizit im Algo-
rithmus zugeordnet werden miissen. Dies liegt, wie bereits erwihnt, daran, dafi ¢s nicht moglich ist,
Atome nach der Anzahl ihrer benachbarten univalenten Atome zu klassifizieren, da dies - bedingt durch
die freien Valenzen - erst feststicht, wenn eine eindeutige Zuordnung eines Atoms der Substruktur auf
ein Atom der zu testenden Struktur vorliegt.

Die Methode 1" wird aber - betrachtet man den Algorithmus zur Substruktursuche ~ immer dann aufge-
rufen, wenn eine solche Zuordnung zwischen einelementigen Klassen der aktuellen Klassifizierung
vorgenommen wird.

Es geniigt also, mit I' zu testen, ob die Abbildung des neu festgelegten Atoms der Substruktur in der zu
testenden Struktur mindestens so viele Wasserstoffe besitzt, wie das Substrukturatom. Dies geniigt, da
durch die Vorklassifizierung in Verbindung mit den Attributen der Atominstanzen bereits die Uberein-
stimmung der Valenz garantiert wird

Die Implementation erfolgt unter Verwendung des bereits definierten Objektes ATOM. Zuerst wird die
Datenstruktur fur das Ergebnis der I - Funktion beschrieben;

GE (gomma - Ergebnis)
Daten:
Anzohl der Wosserstotte
Funktionen:
Operationen: , ="

Die I' - Funktion selbst lautet dann einfach:

top. mol. Graph :1'(o)

max =|al

ermitile | mit ¢ (i) =max

GE.Anzahl Wass. = ATOM(i]. Wasserstoffe
Gib GE 2uriick
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Dic¢ Definition des =" - Operators ist dann wie folgt:

operator GE (GE1} = GE [GE2)

Falls GE2 aus Teilstruktur Swap {GE1,GE2)
Falls GE1.Anzohl Wass. <= GE2.Anzahl Wass.
Gib WAHR zurijck

Gib FALSCH zuriick

Dabei ist .=" als Funktion ,Ist zulassig" zu verstehen.
Die Methode I entspricht also einer Abbildung I': £ — N mit:

[(o) = Anzahl der Wasserstoffe bei Atom o ' (lo)

Diese - zugegebenermafien - etwas kiinstlich wirkende Definition hat den folgenden Hintergrund: Da
dic Methode I in den Algorithmen bei jeder neuen Permutation eines Elementes der Trigermenge auf-
gerufen wird, d.h. jedesmal, wenn Atom A aus der Substruktur auf Atom A’ aus der zu testenden Struk-
tur abgebildet wird, muf} die Anzahl der Wasscrstoffe auch nur fir das zuletzt festgelegte Atom in der
Numerierung o iberpriift werden. Das zuletzt hinzugefiigte Atome ist jedoch das mit der Nummer
o (ot da es durch o = o-(A —[o] + 1) umnumeriert wurde.

Um nun die Zuléssigkeit einer neuen Abbildung A — A bei nicht explizit beriicksichtigten Wasserstof-
fen zu gewihrleisten, muB I'(s) <;T(o") gelten. o ist dic ncue Numerierung der Substruktur und o die
der zu testenden Struktur.

Mit diesen Schnittstellen und Erweiterungen konnen geschlossene Substrukturen effektiv ermittelt wer-
den. Ein Beispiel folgt im AnschluB an den ndchsten Abschnitt.

6.2.5.3. Offene Substrukturen

Offenc Substrukturen setzen eine hohere Flexibilitit bei der Bindungsdefinition voraus. Die Vorklassi-
fizierung wird jedoch nicht davon betroffen.

6.2.5.3.1. Triger

Der Trager ist identisch wie bei geschlossenen Substrukturen durch die Klasse ATOM implementiert.

6.2.5.3.2.  Methode rel

Die Methode ref besitzt bei der offenen Substruktursuche keine Aufgabe. Die Erklarung hierfur ist sehr
einfach. Da die Methode rel zur Verfeinerung von Klassen eingesetzt wird, indem die rel - Ergebnisse
aller Klassenelemente beziiglich eines neu festgelegten Atoms berechnet werden, ist eine diskrete
Schranke notwendig, mit der man zwei Klassenelemente unterscheiden kann.

Bei der geschlossenen Substruktursuche ist dies einfach die Bindungsvielfachheit oder die Anzahl der
Winkel von vy nach v,. Da jedoch nach Definition der offenen Substrukturen auch neue Bindungen
innerhalb der Struktur bestehen konnen, die Konnektivitit also variabel ist, kann diesbeziglich keine
Trennung der Klassenelemente vorgenommen werden.

Es findet also keine Verfeinerung nach der Festlegung einer neuen, einelementigen Klasse statt.

6.2.5.3.3.  Implementation

Die Implementation der Methode rel erfolgt in diesem trivialen Fall so, daB eine Klasse RE definiert
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wird, die keine Daten enthélt. Die Operatoren auf diesem Objekt liefern immer identische Werte,

RE {rel - Ergebnis)
Daten:
Funktionen:
Operationen: ,<,=,>"

operotor RE (RE1) < RE (RE2)
Gib ,UNDEFINIERT” zuriick

Die Implementation der anderen Operatorfunktionen ist analog.
Die Implementation von ref selbst lautet dann:

top. mol. Graph :: relo, v)
Erzeuge Instanz R von REL - ERGEBNIS
Gebe R zuriick

6.2.5.3.4. Methode T

Da also mit ref keine weitere Klassifizierung der Daten erreicht werden kann, muB die Methode I diese
Aufgabe iibernehmen, um nicht tatsichlich alle Kombinationen via Backtracking durchlaufen zu miis-
sen.

Die Methode I wird immer dann aufgerufen, wenn eine neue Abbildung eines Elementes der Substruk-
tur auf ein Element der zu testenden Struktur abgebildet wird.

Seien v, - w), ., v, > w, die bisher festgelegten partiellen Permutationen mit v, € 5.5 und w, e 7S . Es
werde die neue Permutation v, , , - w,, , hinzugefiigt.

Berechne nun fir alle vy,...,vy die tatsachliche Bindungsvielfachheit zwischen v, ., und v;, sowie die
maximal mogliche. Fiihre dies analog fiir w, .., wy, und wy .| aus.

Die maximal mogliche Bindungsvielfachheit berechnet sich aus der aktuellen zuziiglich dem Minimum
der freien Valenzen der beiden beteiligten Atome.

Die Bindungsvielfachheit zwischen den Atomen w; und w; aus der zu testenden Struktur muf8 dann
mindestens so groB sein wie die zwischen den Atomen v; und vj in der Substruktur, darf jedoch die
maximal mégliche Anzahl nicht iiberschreiten.

6.2.5.3.4.1.  Implementation

Die Implementation erfolgt unter Verwendung des bereits definierten Objektes ATOM. Zuerst wird die
Datenstruktur fiir das Ergebnis der I' - Funktion:

GE (gamma - Ergebnis)
Daten:
Feld fur die Bindungsvielfachheit
Feld fur die Maximale Bindungsvielfochheit
Feldlange
Funktionen:
Operationen: ,="*
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Die Definition des ,,=" - Operators ist dann wie folgt:

operator GE (GE1) = GE (GE2)

Fatls GE2 aus Teilstruktur Swop (GE1,GE2)

Fur alle Feldeintrage i

Falls GE1 Bindungsv.[i] <= GE2 Bindungsv.[i]
Falls GE1.MaxBind(i] » = GE2 Bindungsv.[i]

Gib WAHR zuriick
Gib FALSCH zurisck

Der ..=" - Operator Gberprift also wieder die Zulassigkeit der Abbildungen. Die I' - Funktion selbst zur
Ermittiung der Werte lautet dann einfach:

top. mol. Graph :: [(a)

max = |of

ermitile i mit o fjj =max

Fir alle 0< =k<=max

Folls ki =i
GE.Bindungsv. [k]=Struktur.Conn k,i)
GE.MaxBind[k] = min(Atom[k]. FreieValenzen,

Atom|i].FreieValenzen) + GE.Bindungsv. {k]
Gib GE zurick

Wie aus den obigen Definitionen hervorgeht, ist die Suche nach offenen Substrukturen etwas aufwendi-
ger als die Suche nach geschlossenen. Bereits bei kleinen Beispielen zeigt sich diese Problematik:
6.2.5.4. Beispiel 1

Mit MOLGEN wurden alle 13190 Isomere von CgH, 40, erzeugt. Es soll nun die folgende Substruktur

o
v H

H

Fv Fv

sowohl als geschlossene als auch als offene Substruktur gesucht werden.

Man beachte, daB bei der Suche nach offenen Substrukturen auch Strukturen mit der folgenden Teil-
struktur gefunden werden:

Im ersten Fall gibt es 488 Treffer, im zweiten Fall 505. Betrachtet man die Rechenzeiten, so zeigt sich
dort bereits die zuvor angesprochene hohere Komplexitat des zweiten Falles. Die Suche nach der
geschlossener Substruktur benétigt im Schnitt 3,1 Millisekunden pro Test, wohingegen bei offener
Struktursuche 3,4 Millisekunden benétigt werden.

Es kann also bei groBBen Mengen von betrachteten Strukturen und groBeren Teilstrukturen durchaus
sinnvoll (zeitsparend) sein, sich im voraus Gedanken Gber dieses Problem zu machen.
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6.2.5.5. Beispiel 2

Ein weitcres Beispiel zeigt cin Verhalten des Algorithmus, wo geschlossene Substrukturen cvtl. nicht
zum gewiinschten oder erwarteten Ergebnis fiihren:

Zur Bruttoformel CgHyg erzeugt MOLGEN ohne Angabe von Restriktionen genau 217 Isomere. Als
Substruktur dient nun der Benzolring aus Beispiel 6.2.2.3.1. in der Form ohne vorgegebenen Doppel-
bind Erwartung af enthélt ihn keines der 217 Isomere, wenn cr als geschlossene Substruktur
deklaricrt wird. Als offene Substruktur gesucht, findet man neben dem erwarteten Benzolring noch
weitere 51 Strukturen, von denen ¢inige hicr abgebildet sind:

Abbildung 22: Ergebnis der offenen Substrukiursuche

Darunter sind auch Strukturen, bei denen der vorgegebene Sechsring nicht sofort identifiziert werden
kann, da sich die freien Valenzen aufgrund der vorgegebenen Definition natiirlich nicht nur zu Doppel-
bindungen in der Substruktur schlieBen, sondern auch zusitzliche, génzlich ncue Bindungen erzeugen
konnen.

Mochte man jedoch den vorgegebenen Sechsring quasi zur Ringsuche verwenden. ist beispielsweise

eine Struktur wie
C C
/ _/

G ]

\Z

aus der vorherigen Ergebnismenge nicht erwiinscht. Die Ringdefinition, die in der Chemie verwendet
wird, geht davon aus, daB die Atome eines Rings zu den ibrigen Ringatomen, aufler zu den dirckt
benachbarten, nicht tber eine direkte Kante verbunden sein diirfen. Insofern enthilt die obige Struktur
zwar Drei- und Vierringe, aber eben keinen Sechsring.

C

Es ist jedoch sehr einfach, die Strukturdefinition dahingehend abzuiéindern, daB diese Ringbedingung
erfiillt ist. In der Methode I muB zusdtzlich beriicksichtigt werden, daB nur dann freie Valenzen zwi-
schen Atomen der Substruktur gebunden werden diirfen, wenn bereits eine Kante zwischen den beiden
Atomen existiert.
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Die emtsprechend abgeinderte Implementation der Operatorfunktion =" auf GE hat die Form:

operator GE (GE1) = GE (GE2}

Falls GE2 aus Teilstruktur Swap {GE1,GE2)
Fir lle Feldeintréige i
Falls GE 1 Bindungsv.[ij <= GE2.Bindungsv.|i}

Falls GE1 MaxBind(i] == GE2.Bindungsv.i]

Falls GE1.Bindungsv.ij == 0 und GE2 Bindungsv.|i] >0
] Gib FALSCH zurick

Gib WAMR zuriick

i Gib FALSCH zuriick

Fithrt man die Suche mit diescr Definition nochmals aus, so findet man das gewiinschte Ergebnis:

Abbildung 23: Ringsuche mit offenen Substrukiuren

Das gleiche Ergebnis wird auch mit MOLGEN erzielt, wenn bei der Konstruktion der Strukturen
bercits 6-Ringe als notwendige Bedi b

Weitere Informationen zur 2D - Substruktursuche in Molekiilen findet man auch in Abschnitt 7.1.. Dort
werden cinige spezielle Verfahren vorgestellt.

6.2.6. Schnittstellen zur Kanonischen Numerierung

Prinzipiell kann man fir die kanonische Numericrung topologischer molekularer Strukturen die
Schnittstellen zur Vollstrukturisomorphie verwenden. Zusitzlich wird jedoch noch dic Methode &/ zur
Bewertung der aktuellen Numerierung benotigt. Dn, Implementation erfolgt analog #u den bei der
Beschreibung des Algorithmus vorgestellten Beispielen anhand der Adjazenzmatrix des molekularen
Graphen.

6.3. Diskretisierungen zur Erkennung raumlicher Ahnlichkeit

Ausgehend von einer topologisch korrekten Einbettung kann man nun verschiedene Kriterien fiir eine
dreidimensionale Ubereinstimmung der Molekiilstrukturen festlegen. Ein erster allgemeiner Ansatz fiir
nicht unbedingt chemische raumliche Struktren soll eme kurze Einfithrung in dic Problematik liefern,
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bevor spezielle chemische Uberlegungen mit in den Algorithmus einfliefien.

Da zwei rdumliche Plazierungen von Molekiilen in der Regel nicht absolut identisch sind, darf nicht
mehr die exakte Ubereinstimmung der Koordinaten iiberpriift werden, sondern es miissen gewisse
Toleranzen bei der Darstellung zugelassen werden. In diesem Fall verwendet man also den Begriff der
Ahnlichkeitsabbildung, wie eingangs definiert.

6.3.1. Erster, allgemeiner Ansatz

Bei der rdumlichen Plazierung von Molekiilen werden fiir jedes Atom dreidimensionale Koordinaten
berechnet. Dies kann mit Hilfe unterschiedlicher Methoden geschehen, eine davon ist in 9.1. beschrie-
ben.

Die raumliche Darstellung eines Molekills ist eindeutig durch die Abstinde aller Atome zueinander
beschreibbar. Stimmen alle Abstinde bei zwei betrachteten Strukturen itberein, sind die Strukturen
identisch. Dabei sei natiirlich eine topologische Identitit vorausgesetzt.

Fiir die Uberpriifung mit Hilfe des Isomorphiealgorithmus gibt es zwei Moglichkeiten.

+ Finde alle topologischen Einbettungen und tberprife dort die Abstinde
» Benutze die Abstiinde bereits als zusitzliches Kriterium zur Verfeinerung wihrend des Algorithmus

Bei kleinen Molekiilen oder Molekilen mit geringer Symmetrie ist die erste Méglichkeit evtl. schnel-
ler. Da jedoch ein zusitzliches Merkmal bei der Verfeinerung eine Verringerung der Tiefe des Back-
trackbaumes bewirkt, und eine Verkiirzung das Backtracking die effektivste Beschleunigung des
Verfahrens erlaubt, ist die zweite Moglichkeit vorzuziehen.

Dieser Ansatz wurde auch testweise implementiert und an verschiedenen (einfachen) chemischen
Strukturen getestet.

Fiir kompliziertere Strukturen bzw. Substruktursuche ist er jedoch nicht geeignet, da die meisten Struk-
turen, die im chemischen Sinne isomorph zueinander sind, nicht unbedingt den sehr strikten Beschréin-
kungen dieser Diskretisierung unterliegen.

6.3.1.1. Triiger

Tréiger ist wiederum eine Menge von Instanzen des Typs ATOM. Die Klasse ATOMTYP wird iibcrnom-
men. In der Klasse ATOM werden zusitzlich noch Variablen zur Speicherung der Koordinaten aufge-
nommen. Die Klasse ATOM hat dann die folgende Gestalt:

ATOM
Daten
Atomtyp
Waosserstoffe
Hybridisierung
Funktionen:
Operatoren ,<,=,>"

Die Vergleichsoperatoren, nétig fiir die Vorklassifizierung der Atominstanzen, wird aus der topolo-
gischen Isomorphie iibernommen. Es ist nicht sinnvoll, die Koordinaten zur Vorklassifizierung mit ein-
zubeziehen, da zwei Molekile in der Regel nicht in identischer raumlicher Ausrichtung vorliegen. Die
Vorklassifizierung ist damit identisch mit der bei der topologischen Isomorphie verwendeten.

6.3.1.1.1.  Erweiterungen

Zur Vorklassifizierung konnen alle lokalen Eigenschaften beriicksichtigt werden. Dies wird zwar nicht
von absoluten Koordinaten erfullt, es ist jedoch denkbar, dhnlich der erweiterten Konnektivitit bei der
topologischen Isomorphie, die Abstinde zu den benachbarten Atomen als zusétzliches Kriterium zur
Unterscheidung der Atome heranzuzichen.
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6.3.1.2. Methode rel

Sei G =( V, E, B) ein molekularer Graph. Sei:

* b({v,.v,}) die Bindungsvielfachheit zwischen den Knoten v und v,.
« "N(tv,,v,1) die Anzahl der Wege der Lange 3 von v| nach vy.

< *N({v,.vs!) die Anzahl der Wege der Linge 4 von v; nach v,.
» d({v,.v,}) dereuklidische Abstand zwischen den Knoten v, und v,.
Definiere eine Klasse ref - Ergebnis der Gestalt:
RE (rel - Ergebnis)
Daoten:
Konnektivitat
Anzahl 3 - Wege (vi.vg)
Anzahl 4 - Wege (vy,vp)
Distanz (v,v;)

Funktionen:
Operationen: ,<,="

Die Methode ref sei implementiert als:

Molekil :: rel (a, v,)
Erzeuge Instanz R von REL - ERGEBNIS
Setze R.Konnektivitat := b((vl,vz )
Setze R.Anzahl 3 - Wege (vy,v5) :=" N({v,, voh)
Setze R.Anzahl 4 - Wege (vy,v9) := N({vl,vzl)
Setze Distanz (vy,vo) := d({v}.vy})
Gebe R zurick

vy sei wie zuvor definiert. Zum Vergleich der Werte der re/ - Ergebnisse gibt man einen zulissigen
Toleranzwert fiir den Abstand der beiden Atome vor:

Bei der Implementierung der Operatorfunktionen werden zwar bei der Konnektivitit und den Winkel-
anzahlen nur identische Werte fiir die Vergleiche erlaubt, bei der Bewertung des Abstandes kann jetzt
jedoch eine Toleranz vorgegeben werden. Ublicherweise verwendet man eine Prozentangabe, um die
sich die Werte unterscheiden diirfen.

5 % erlaubte Toleranz heiBen, da zwei Abstinde d; und dj als gleich anzusehen sind, wenn gilt:

d,—dy) < qd'|+ldz|) 0.05

Die Implementation der Operatorfunktion REI=RE2 lautet dann:

operator RE {RE1) =RE (RE2}

Falls RE1 Konnekt. | = REZ Konnekt.
Gib FALSCH zurick

Falls RE1.Anzahl 3-W. |= REZ.Anzahl 3-W.
Gib FALSCH zuriick

Folls RE1.Anzahl 4-W. != RE2.Anzahl 4-W
Gib FALSCH zuriick

(|d,1 + [ds))
Falls 1d‘7d21>-|——¥2—|-

Gib FALSCH zuriick
Gib WAHR zurtck

0.05

Diese Implementation bietet zusdtzlich die Méglichkeit, die Abstinde zwischen direkt verbundenen
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Atomen und nicht verbundenen Atomen unterschiedlich zu bewerten. Man kénnte hiermit festlegen,
daB beispielsweise die direkt gebunden Atomen strikteren Abstandsbedingungen genligen miissen als
nicht gebundene. In der folgenden Implementation beispielsweise 10 % und 5%:

operator RE {RE1) =RE (RE2)

Folls RE1 Konnekt. != RE2.Konnekt.
Gib FALSCH zuriick

Falls RE1.Anzohl 3-W. |= RE2.Anzahl 3-W.
Gib FALSCH zurijck

Falls RET.Anzahl 4-W, 1= RE2.Anzahl 4-W
Gib FALSCH zurtck

Falls RE1.Konnekt. = RE2.Konnekt. = 1

(dq] + 42
2

Falls ‘d] -d2|> 0.10

Gib FALSCH zuriick
Gib WAHR zuriick

sonst
dil+ o))
Falls ld]—d2|>(—-——| | 2' 2 .05

Gib FALSCH zurick
Gib WAHR zuriick

6.3.1.2.1. Erweiterungen

Erweiterungen konnen analog zur topologischen Isomorphie vorgenommen werden.

6.3.1.3, I - Funktion

Die Methode I zum Testen globaler Eigenschafien der aktuellen Klassifizierung wird bei dieser Dis-
kretisierung nicht bendtigt.

6.3.1.3.1. Beispiel

Als Beispiel wird wieder das Cyclohexan (CgHj,) verwendet. Mit Hilfe einer Kraftfeldoptimierung
nach dem MM2 - Modell (siehe auch 9.1.) fiir chemische Strukturen wurden 1.000 3-D Plazierungen
von Cyclohexan berechnet. Einen kleinen Uberblick iiber die Vielzahl der Darstellungen gibt das fol-
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gende Bild:

File  Optians

Um eine Klassifizierung dieser Strukturen zu erreichen, ist es wiinschenswert, alle im Sinne der vorhe-
rigen Definitionen dhnlichen Strukturen zu eliminieren. Dazu fiihrt man den folgenden Basisalgorith-
mus aus:

Basisberechnung:

1. Nimm die erste Struktur in die Basis auf

2. Laufe durch alle vorhandenen Strukturen

3. Ist die aktuelle Struktur nicht dhnlich zu einer vorhandenen Basisstruktur entsprechend vorigem

Algorithmus, so nimm sie mit in die Basis auf.

Die Verteilung der tausend Strukturen auf eine so berechnete Basis zeigt die folgende Tabelle:

Nummer Energie Anzahl Treffer
0 103.793 692
1 99.0856 239
2 405.001 31
3 296.864 6
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Nummer Energie Anzahl Treffer
4 647.042 6
5 519.417 3
6 263.574 2
7 225.571 3
8 1963.56 2
9 279.434 2
10 628.404 1
11 845.966 2
12 1223.93 1
13 435.667 1
14 515.358 2
15 1992.06 1
16 1461,47 I
17 946.539 1
18 105.081 2
19 931.104 2
20 332.061 I

Es wurden insgesamt 1632 paarweise Vergleiche bei einer durchschnittlichen Geschwindigkeit von
0.0101103 Sekunden/Vergleich durchgefiihrt. Alle Strukturen sind dhnlich zu 21 Basisstrukturen. Die
nachfolgende Tabelle zeigt cine Energiestatistik. Wihrend der Energiewert in der obigen Tabelle aus-
schlieflich den Energiewert der Basisstruktur zeigt, werden nachfolgend Minimum, Maximum und
Durchschnitt der Energiewerte der zur Basisstruktur dhnlichen Molekiile aufgelistet. Basisstrukturen,
die nur einen Treffer aufweisen, sind darin nicht beriicksichtigt.

# Energie Treffer Min Max Schnitt
1 103.793 692 103.544 276.176 103.828
2 99.0856 239 98.4754 99.8217 98.6877
3 405.001 Ky 198.035 972.832 299.195
4 296.864 6 109.585 1207.42 411.976
5 647.042 6 255.346 647,042 316.645
6 519.417 3 396.226 519.417 457.821
7 225.571 3 213.406 225.571 218.421
8 515.358 2 515.358 515.358 515.358
9 1963.56 2 1963.56 1963.56 1963.56
10 279.434 2 279.434 335.185 307.31
11 105.081 2 105.081 105.081 105.081
12 845.966 2 428.418 845.966 637.192
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# Energie Treffer Min Max Schnitt
13 931.104 2 931.104 931.104 931.104
14 263.574 7 263.574 268.258 265.916

Betrachtet man nun die Strukturen mit den meisten Treffern, beispielsweise mit dem 3D - Visualisie-
rungstool 3DV (siche 11.1.), so ergibt sich folgendes Bild:

Sesselform

Twistorform

Wannenform

Abbildung 24: Konformationen des Cvclohexan

Mehr als 96% der berechneten dreidimensionalen Plazierungen sind dhnlich zu den drei Strukturen mit
den meisten Treffern. Lalt man eine groBere Differenz bei den molekiilinternen Abstiinden zu, so wird
sich diese Quote sicherlich noch weiter verbessern. Tatsichlich kommt Cyclohexan in drei verschiede-
nen rdumlichen Konfigurationen vor. Man bezeichnet diese als Sessel-, Wannen- oder Twistorform.

(fuby

Zieht man die erzielten Energiewerte innerhalb der Strukturen zur Klassifizierung heran, so erhilt man
bei der Betrachtung des vollstindigen Ausgangssatzes von 1000 Strukturen die folgende Energievertei-

lung:

Strukturen

102

Enargie (Intorvallbrelte 0,4)

Abbildung 25: Energieverteilung von Cyclohexan nach 1000 Optimierungen

Das Diagramm zeigt den relevanten Ausschnitt aus dem Energiespektrum. Energiewerte gréfier als 110
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sind - durch das Optimierungsprinzip bedingte - auBerst unwahrscheinliche dreidimensionale Repri-
sentanten der Struktur.

Es liegt die Vermutung nahe, daB Strukturen, die dhnliche Energiewerte aufweisen, auch im Sinne der
vorherigen Definition dhnlich sind. Mehr zu diese Vermutung findet man spiter in Kapitel 8.4..

6.3.2. Zweiter, allgemeiner Ansatz

Der erste Ansatz, bei dern ausschlieBlich die Abstinde innerhalb der Struktur beriicksichtigt werden,
eignet sich - wie bereits erwahnt - ausschliefilich fiir kleine oder sehr starre Molekiile, da die durch die
Bind ld vorgegeb Restriktionen sehr stark sind.

Neben den Bindungsidangen kénnen jedoch auch die Bindungswinkel und auch Tetraederwinkel zur
Klassifizierung der Molekiile herangezogen werden.

Die Bindungs- und Tetraederwinkeln besitzen einen relativ lokalen Charakter (bis zu 3 benachbarte
Atome). Beziehungen zu weiter entfernten Atomen gehen also nicht explizit in die Klassifizierung mit
ein. Natirlich kann man auch weiterhin eine Klassifizierung beziiglich den weiter entfernten Atomen
durch eine Bewertung solcher Bindungskingen mit 50% oder mehr Toleranz vornehmen.

Durch den lokalen Charakter der Winkel ist es unter Umstinden nicht mdglich zwischen Molekiilen zu
differenzieren, bei denen Unterscheidungsmerkmale erst bei der Betrachtung von S oder mehr Atomen
sichtbar sind.

Um solche Probleme zu vermeiden, wird spéter die I' -Funktion entsprechend modifiziert.
6.3.2.1. Triger

Analog zum ersten Ansatz (6.3.1.1.)

6.3.2.2, Methode rel

Als Erweiterung zum ersten Ansatz werden nun die Bindungs- und Tetraederwinkel mit in die Klassifi-
zierung aufgenommen,

6.3.2.2.1. Bindungswinkel

Als Bindungswinkel bezeichnet man die Winkel, die durch eine Folge von drei Atomen zustande kom-
men. Zur Klassifizierung wird eine Liste aller moglichen Bindungswinkel zwischen zwei Knoten v,
und v; erstellt:

o>
' vz

y

In obiger Abbildung werden also sowohl « = (v,,x,v,) als auch p = (v, y,v,) herangezogen. Diese
Liste wird aufsteigend sortiert. Sei 3L((v,, v,1) diese sortierte Liste aller Bindungswinkel von v| nach
v. Die Bindungswinkel sind Bewertungen dreistelliger Relationen.

6.3.2.2.2. Tetraederwinkel

Als Tetraederwinkel bezeichnet man den Winkel, der entsteht wenn man in einer Folge von vier ver-
bundenen Atomen den Winkel zwischen den durch die Knoten 1,2,3 und 2,3,4 aufgestellten Ebenen
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mibt:

Aufgrund der Symmetrie gilt o

x y

. Es werden wieder alle Tetraederwinkel beriicksich-

vixyovs © Dupyxv

tigt, also alle Wege von v, nach v L\ber 2 zisétzliche Knoten. Die sortierte Liste aller Tetraederwinkel
zwischen v, und v, bezeichnen wir als *L({v,v,}).

Damit laBt sich re/ wie folgt konstruieren:
Sei G = ( V, E, B ) ein molekularer Graph. Sei:

.

.

b({v,, v,}) die Bindungsvielfachheit zwischen den Knoten v; und v,.
NGt v;.v,}) die Anzahl der Wege der Liange 3 von v; nach v,.

*L(tv,,v,}) die sortierte Liste der Bindungswinkel zwischen v, nach v,.

4N( {v,.v,}) die Anzahl der Wege der Liange 4 von v nach v;.
“L({v,,v,}) die sortierte Liste der Tetraederwinkel zwischen v, nach vs.

Das Objekt RE (ref - Ergebnis) besitzt hier dann beispielsweise folgende Gestalt:

RE (rel - Ergebnis)
Daten:
Konnektivitat
Anzahl 3 - Winkel {v},v4)
Liste der Bindungswinke!
Anzahl 4 - Winkel (v),vo)
Liste der Tefraederwmkel

Funktionen:
Operationen: ,<,="

Die dazugehorige Methode rel:

Molekil : rel (s, v,)

Erzeuge Instanz R von REL - ERGEBNIS

Setze R.Konnektivitét : = b((vl. v,

Setze R.Anzahl 3 - Wege (v;,v) := N({vy.vah)
Setze R.liste der Bindungswinkel := JL({V V3h)
Setze R.Anzohl 4 - Wege {v1,v5) := N({vl_ VZ“

Setze R.Liste der Tetroederwinkel :="L({ Vo h)
Gebe R zuriick

vy sei analog wie zuvor die zuletzt in die ref Gbergebenen Permutation aufgenommene Atominstanz.
Zum Vergleich der re/ - Ergebnisse gibt man zulissige Toleranzwerte fiir die Bindungs- und Tetraeder-
winke! vor, so daB auch nicht exakt identische Werte zu einer zuldssigen Ahnlichkeitsabbildung fithren
konnen. Nach einigen Tests zeigt sich, daB bei GroBenordnungen zwischen 10 und 25 Grad die besten
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Ergebnisse erzielt werden. Dabei sollte die Einschrinkung fiir die Tetraederwinkel weniger stark sein
als bei den Bindungswinkeln.

Seien also die zuléssigen Winkeldifferenzen 5, und 3, vorgegeben. Eine als Beispiel implementierte
Operatorfunktion lautet dann:

operator RE (RE1) =RE {RE2)

Folls RE1.Konnekt. |= RE2.Konnekt.
Gib FALSCH zuriick
Folls RE1.Anzahl 3-W. |= RE2.Anzah! 3-W.
Gib FALSCH zuriick
Falls RE1.Anzahl 4-W. I= RE2.Anzah| 4.W
Gib FALSCH zurick
Firalle 1 <i<REl.Anzahl 3-W
Folls |RE).Bind inkeli] - RE2 Bindungswinkel[i]i > 8,
Gib FALSCH zurick
Forolle | <i<RE1.Anzahl 4-W
Folls|RE 1. Tetraederwinkel[i] — RE2 Tetraederwinkel[i]| > I4252
Gib FALSCH zurisck
Gib WAHR zuriick

6.3.2.2.3. Erweiterungen

Als Erweiterung dieser Definition kann man zusitzlich, wie im ersten Ansatz, die Bindungslingen mit
in die Bewertung der Atommenge einbeziehen. Diese sollten dann jedoch mit relativ grofien zulassigen
Toleranzwerten verglichen werden.

Eine andere Moglichkeit ist, die zuldssigen Winkeltoleranzen abhéngig von der Entfernung der beiden
Knoten zu sehen, so daf beispielsweise weiter entfernte Knoten weniger strikten Restriktionen unterlie-
gen als dicht zusammenliegende. Hintergrund ist die Vorstellung, daB8 die Intramolekularen Wechsel-
wirkungen bei weiter entfernten Atomen stark nachlassen.

Da durch die bloBe Vorgabe eines zulissigen Winkelwertes eine starre Grenze gezogen wird und
dadurch unter Umstinden Knoten, die beziiglich des Referenzatoms lediglich eine Winkeldifferenz von
pur einem Grad besitzen, in unterschiedliche Klassen fallen, ist es denkbar, eine ,,weichere* Grenze fiir
die Winkelrestriktionen zu finden. Mit eben diesem Problem befaBt sich seit einiger Zeit die Theorie
der Fuzzy - Logic. Dort versucht man strikte Ubergiange, wie sie beispielsweise in diesem Fall geschaf-
fen werden, durch flieBende Uberginge zu ersetzen. Die nachfolgende Abbildung zeigt dabei eine mog-
liche Alternative zur strikten Winkeleinteilung:
z z

0 =m 0

20° 20°

Dieser Idee liegt die Vorstellung zugrunde, daB Winkel von 19° und 21° im Grunde nahe beieinander
liegen, jedoch Winkel von 16° und 24° bereits als sehr unterschiedlich klassifiziert werden. Um diesen
-auch im Sprachgebrauch - flieBenden Ubergang zu beschreiben, benutzt man das zweite oben im Bild
gezeigte Modell.

Auf der Y - Achse ist in diesem Fall die Zugehorigkeit zu einer bestimmten Klasse aufgetragen.
Betrachtet man nun zwei Winkel o, und ,, dic im Rahmen der Mcthode ref ermittelt wurden (Bin-
dungs- oder auch Tetraederwinkel) so sollen die dazugehérigen Atome nur dann in unterschiedliche
Klassen eingeteilt werden, wenn sich die Zugehorigkeitswerte Z(w,) und Z(w,) um mehr als 0,2 unter-
scheiden.

Imersten Bild werden dadurch Atome mit Winkeln von 19° und 21° getrennt. Im zweiten Bild dagegen
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nicht:
z Z
pre—— "
©
0 ——— 0
20° 20°

Da man jedoch nur zwei Klassen zur Verfiigung hat, auf die diese Knoten aufgeteilt werden kénnen
verwendet man als Referenz die geringere der beiden Gradzahlen, Bei einem diskreten Vergleich zwi-
schen 19° und 21° Grad sind beide Atominstanzen in der Klasse fiir die Atominstanzen mit weniger als
20° Abstand. Wird der Knoten, dessen Bindungswinkel 21° betriigt, jedoch mit einem Knoten vergli-
chen, dessen zugeordneter Winkel 15° ist, wird er fiir die Klasse mit der hdheren Gradzahl klassifiziert.
Man bemerke, dali dieser Ansatz nicht identisch dazu ist, gleich alle Atominstanzen mit weniger als 22°
der gleichen Klasse zuzuordnen.

6.3.2.3. Methode

Die Methode I - Funktion zum Testen globaler Eigenschaften der aktuellen Klassifizierung wird bei
dieser Diskretisierung nicht unbedingt benétigt. Eine mégliche Implementation ist jedoch nachfolgend
bei der Betrachtung des Fullerens niher ausgefiihrt.

6.3.2.4. Beispiel

In diesem Beispiel betrachten wir Tetramethylcyclobutan (CgH 4):

Es besitzt vier Stereoisomere und nach einer Klassifizierung der 500 dazu berechneten 3D - Plazierun-
gen sollten deshalb auch mindestens vier Klassen erkannt werden.

Das Ergebnis der Klassifizierung in der bereits vorgestellten Tabellenform lautet:

# Energie | Treffer Min Max Schnitt
1 159.791 484 159.333 162.815 159.704
2 160.587 212 159.629 | 160.883 | 160.339
3 163.5 175 162.115 | 165.993 | 162.619
4 157.579 97 156.887 | 158.234 | 157.297
5 267.196 4 260.175 | 289.126 | 265.584
6 275.251 2 262.367 | 275.251 | 268.809
7 259.146 2 250.541 | 259.146 | 254.843
8 249.553 2 249.553 | 267.362 | 258.457
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Die vier Strukturen mit den meisten Treffern sind:

Durch diese Beschreibung wurden also alle Stereoisomere korrekt erkannt, Nimmt man zur Klassifizie-
rung die Wasserstoffe mit hinzu, so ergibt sich folgende Tabelle:

# Energie | Treffer Min Max Schnitt
1 159.791 484 159.333 | 162.815 | 159.704
2 160.587 212 159.629 | 160.883 | 160.339
3 163.5 175 162.115 | 165.993 | 162.619
4 157.579 97 156.887 | 158.234 | 157.297

Die Basiselemente mit nur zwei oder vier Treffern wurden durch die Bericksichtigung der Wasser-
stoffe entfernt, d.h. die Differenzen, die durch die zusatzliche Beriicksichtigung der Wasserstoffe ent-
standen sind, waren zu grofB. Tatséchlich ist es jedoch so, daB alle zu den vier Sterecisomeren dhnlichen
Strukturen auch mit explizit verwendeten Wasserstoffen weiterhin dazu dhnlich sind.

Ein weiteres Molekiil, das in letzter Zeit sehr oft betrachtet wurde dient als néchstes Beispiel. Links die
zweidimensionale Plazierung eines Fulleren (Cgg). bei der die Doppelbindungen sichtbar sind und
rechts die dreidimensionale, optimierte Form:

» 2

Abbildung 26: Fulieren Cgp

Die Anzahl der Automorphismen des Fulleren ist bei der zuvor eingesetzten Diskretisicrung 120. In
diesem Fall wird jedoch auch erlaubt, das Innere des ,FuBballes* nach AuBen zu kehren, also eine
Inversion der Struktur vorzunehmen. Soll die Orientierung der Knoten erhalten bleiben, mul’ eine
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Erweiterung des Algorithmus vorgenommen werden. In der Methode I wird bei jedem neu hinzuge-
filgten Atom die Orientierung beziiglich der bereits fesigelegten Atome berechnet. Eine mogliche
Implementation der entsprechenden Schnittstellen lautet:

Zuerst die Datenstruktur fiir das Ergebnis der Methode I :

GE [gamma - Ergebnis)
Daten:
Crientierung (Positiv / Negativ)
Funktionen:
Operationen: ,=" J

Die Definition des ,,=" - Operators ist dann klar. Die Methode T selbst zur Ermittlung der Orientierung
lautet dann:

Molekil ;T (o)

Follslal < 3
GE.Orientierung = Positiv

max =|o|

Falls det( Atom([1].Koord. Atom(2].Koord.,

Atom|[max] })>0

GE.Orientierung = Positiv

sonst

GE.Orientierung = Negativ
Gib GE zuriick

6.3.3. Auswertungen

Dieses Verfahren wurde anhand verschiedener Vorgaben getestet. Einige Beispiele sind nachfolgend
aufgefiihrt. Weitere Einsatzgebiet, die auch teilweise bereits realisiert wurden findet man noch in den
Kapiteln 6.4. bis 6.9..

6.3.3.1. Cambridge Crystallographic Database

Um die Giite des Verfahrens beurteilen zu kénnen, wurde ein Satz von 278 Beispielstrukturen aus der
Cambridge Crystallographic Database fiir spezielle Auswertungen herangezogen. Die dort gespeicher-
ten Molekiile besitzen eine experimentell ermittelte 3D - Referenzplazierung. Die Molekiile decken
keine spezielle Substanzklasse ab und besitzen auch unterschiedliche Grofen.
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Einen kleinen Uberblick bietet folgende Abbildung aus dem Programm 3DV,

Abbildung 27: Beispiele aus der Cambridge Datenbank

Jede der 278 Strukturen wurde 500 mal mit Hilfe der MM2 - Methode 3D - plaziert. Die Auswertung ist
also auch abhiingig von der Qualitit dicser Methode und des Optimierungsverfahrens sclbst.

Eine Fragestellung war, wievicle der optimierten Strukturen dhnlich zu der jeweiligen Referenzstruktur
sind.

Von den insgesamt 278 Strukturen wurde unter den jeweils 500 optimierten Strukturen in 141 Fillen,
also bei gut 50% die Refcrenzstruktur nichr gefunden. Beriicksichtigt man explizit die Wasserstoffe,
dann ergibt sich sogar eine Quote von 69%. In beiden Féllen wurden sowohl bei den Bindungswinkeln
wie auch bei den Tetraederwinkeln Toleranzen von 25° zugelassen. Andert man diese Vorgaben bei-
spielsweise auf 25° bei den Bindungswinkeln und 35° bei den Tetraederwinkeln, so ergeben sich Feh-
lerquoten von 39% bzw. 59%.

Eine weitere Fragestellung befaBt sich mit der Klassifizierung der Gesamtmenge der jeweils 500 opti-
mierten Strukturen.

Mit Hilfe des Basisalgorithmus aus 6.2.2.3.1. wird dazu eine Menge von Basisstrukturen ermittelt.
Dabei ist von Interesse, wievicle wesentlich unterschiedliche Basisstrukturen existieren und wieviele
Molekile dazu dhnlich sind. 1dealerweise sollten wenigstens so viele Klassen erzeugt werden wie Ster-
eoisomere zu der Referenzstruktur existieren. Da jedoch einige Strukturen bereits mehr als 1000 Stere-
oisomere aufweisen (siche Tabelle), ist dies bei maximal 500 Optimierungsldufen natitrlich nicht zu
realisieren. Zusdtzliche Klassen kénnen dann noch durch unterschiedliche Konformationen der Stereoi-
somere entstehen oder durch fehlerhafte Plazicrungen.
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Die Basisberechnungen wurde sowohl unter expliziter Verwendung der Wasserstoff als auch ohne
durchgefiihrt.
Als Beispiel betrachten wir die folgende Struktur:

b A e e
P

Abbild 28: B

lelstrukiur cam_184 CCD

Die Ergebnisse der Basisberechnungen ergeben folgende Tabellen: (linke Seite ohne, rechte mit
Beriicksichtigung der Wasserstoffe)

cam_184.mbf:
Tests: | 18272 Time 96.339 Tests: | 19764 | Time: {216.151
SHits: 75 | Stereo: 16 SHits: 83 | Stereo: 16
# | Energie | Treffer |  Min Max Schnitt Energie | Treffer |  Min Max Schnitt
1 -1 1 let+ 14 -1 -1 -1 1 le+14 -1 -1
2 |302.758| 58 |294.926|314.472(301.356 302,758 5B |294.926|314.472(301.356
3 |304.592] 31 |299.438|315198(310.159 3045921 28 1299.438|315.198|310.156
4 13053611 26 |293.505|309.906|303.271 305.361| 26 [293.505|309.906|303.271
301109 23 |299.273 |322.838|303.749 313839 22 [297223|318.641|305.365
313.839| 22 |297.223|318.641 305365 301109 16 299273 |322.838|303.604

314966 15 | 296,416 |314.966|304.388 314.986| 15 [296.416|314.966|304.388
299.555| 15 |292.985|305.308 |300.555 299.555| 14 |292.985|305.308 [300.814
301.624| 13 297,498 |317.865(302.435 301,624 13 |297.498|317.865|302.435
302.395| 12 |297.545|3316.597 | 306.48 305918} 12 |297.801| 3¥3.8 |301.114
305.918| 12 |297.801| 313.8 |301.114 302.395] 12 |297.545|318.597 | 306.48
12 |294.721| 10 |293 578|309 196 [301.396 294721 10 |293.578|309.196/301.3%96
13 (306.441| 9 |299.389(321.367 | 314.18 3141951 8 1306.613|323.098]313.17

o m|[~|olwn

o

14 |314.195{ 8 [306.613|323.098] 313.17 298122 & |295.717(301.505]299.503
15 (298.122| 8 295.717 [301.505|299.503 306 441 8 299.389[310.063{306.993
16 (294.828) 7 {294.828| 313.97 |306.345 294.828| 7 |294.828| 313.97 [306.345
171296.76 5 296.76 |309.G62{306.558 307.477| 5 |302.225(314.045(305.626
(18305139 5 298.797 | 318.24 1305.013 296.76 5 296.76 |309.062 {306.558
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cam_184.mbf:

19 |296.041| 5 |296.041]313.877|299.676 296.041 296.041[313.877 |299.676
20 1311.579] § 304.704 |311.579(307.517 301,433 301.433/307.8191304.785
21 |307.477] 5 |302.225]314.045|305.626 311.579 304.704|311.579|307.517
22 |321.894f 5 300.893 |321.894[311.697 311.212 296.201{319.001 |312.364
23 |300.232| S 297.32 |322.235|306.107 321.894 300.893|321.894 [311.697
24 |305.453| 4 302.152 }1305.453|303.326 307.9 30204 | 307.9 [304.435
25 |918.224| 4 907.781 1918.224 | 911.52 305.139 298.797| 318.24 [305.013
26 |1325.207| 4 304.79 |325.207 |315.622 918.224 907.781918.224| 911.52
27 |302.662) 4 297.582 1315.155(308.291 305.743 301.819|311.599 |307.305

28 |304.285| 4 300.054 | 304.285 [301.753 305.453
29 |1315004| 4 |297.585|319.883|312635 300.232

302.152 |305.453303.326
297.32 [322.235|304.395

30 [291.027| 4 291.027 |297.767  292.24 302.662 297.5821315.155|308.291
}i 31031 4 298.79 |310.311(302.385 302.48 292.967 | 302.48 |297.256
32 [301.433| 4 301433 | 306.408 |304.042 304.048 295.952(310.171 [301.676

33 | 302.48 4 292.967 | 302.48 }297.256 315.004
34 |304.048| 4 295.952 |310.171 [301.676 304.285
3513112120 4 296.201 [314.248|308.104 312.825

297.585(319.883 312.635
300.054 [304.285|301.753
299.117(312.825(301.948

Swwuwwumwnnn-&angbhhbu\wu\m‘!u\mm

36 {310.472] 4 |300.213(312.243|308.794 310.472 300.213(312.243 1308.794
37 (312,825 4 |299.117|312.825|301.948 291.027 291.027 {297.767 | 292 .24
38 |308.174] 3 302.625308.174 |304.135 314.009 314.009 | 317.28 | 314.96
39 [310.083] 3 |310.083(319.651|317.006 319.849 305.406 |321.948|317.288
40 |297.162| 3 [297.162(314.279 |308.453 308.174 302.625(308.174 304.135]
41| 307.9 3 302.04 | 307.9 [304.81) 310.083 310.083(319.651 |31 7,00£i
42 |308.357 3 305.063 |314.105(310.407 316.601 304.137(317.393(310.567
43 [300.224| 3 [291.955|300.224 |294.771 300.224 291.9551300.224 |294.77 1
44 |314009| 3 314009 317.28 | 314.96 308.357 305.063(314.105 [310.407
45 |946.685| 3 | 946.685)|1003.85| 978.04 297.162 297.162 [314.279 308 453
DHits: 21 DHits:

SHits bezeichnet die Menge der einelementigen Strukturklassen, DHits die Strukturklassen, die zwei
Molekiile enthalten. Die Anzahl der Stereoisomere ist in diescm Fall 16. Der erste Energiewert ent-
spricht der ersten, in die Strukturklasse aufgenommenen Struktur. Die {ibrigen Werte zeigen Minimum,
Maximum und die durchschnittliche Energie an. Dic Sortierung erfolgt nach der Anzahl der auf eine
Basisklasse entfallenen Treffer.

Die Ergebnisse der ubrigen Strukturen sind jederzeit verfiigbar, sind jedoch zu umfangreich, um sie
hier aufzufiihren,

6.3.3.2. Uberl zur Transitiviti

14

Wie bereits eingangs erwiihnt, ist die Ahnlichkeit von Molekiilen keine Aquivalenzrelation. Um dies
am Beispiel zu verdeutlichen, veriandern wir den Basisalgorithmus aus dem vorhergehenden Abschnitt,

Im vorhandenen Algorithmus wird eine Struktur als dhnlich zu einer Basisstruktur bezeichnet, wenn sie
ahnlich zum ersten Vertreter aus dieser Klasse ist.



Aufgrund der nicht vorhandenen Transitivitat ist es jedoch notwendig, die Ahnlichkeit beziiglich aller
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Strukturen zu iiberpriifen, die zu dieser Basisstruktur bis dahin als dhnliche erkannt worden sind.

Der modifizierte Basisalgorithmus lautet dann wie folgt:

Modifizierte Basisberechnung:

. Laufe durch alle vorhandenen Strukturen

[ 5]

oW

Nimm die erste Struktur in die Basis auf. Die Liste der dazu &hnlichen Strukturen ist leer.

. Laufe durch alle Basisstrukturen

. Ist die Struktur ahnlich zur betrachteten Basisstruktur und der Liste aller zu dieser dhnlichen Struk-

turen, nimm die Struktur in die Liste der dieser Basisstruktur ahnlichen Strukturen auf.

. Wurde die Struktur noch nicht in eine Liste der zu einer Basisstruktur dhnlichen Strukturen aufge-

nommen, nimm die Struktur in die Basis auf. Die Liste der dazu dhnlichen Strukturen ist leer.

Um dies am Beispiel zu verdeutlichen, betrachten wir folgendes Molekiil:

Die nachfolgende Tabelle beinhaltet im linken Teil das Ergebnis des bisherigen Basisalgorithmus und

Abbildung 29: Beispiel ! fiir Transitivitdisproblem

im rechten Teil das Ergebnis der Berechnung mit dem modifizierten Algorithmus:

cam_103.mbf:

Time 35 Tests 17062 Time 51 Tests 19149

SHits: 94 SHits: 97
# | Energie [Treffer| Min Max Schnitt Energie [Treffer] Min Max Schnift
I -1 13 207.4 |211.869 (208.684 -1 2 |209.877|209.877|209.877
2 | 221.77 29 219.22 [223.925(222.127 22177 | 26 | 219.22 |223.925| 222.19
3 |208.408| 29 [207.279(221.952|207.998 208408 26 |207.279(221.952(208.023
4 | 2104 26 208849 1218.502 [210.113 210.4 26 |208.849|218.502(210.113
5 |218.618| 21 |217.5641{317.412(230.345 212.094 | 21 |209.82% | 308.59 |212.06%
6 1212.094| 21 |209.829| 308.59 |212.069 218.6418| 20 |217.564 (220.118|218.084
7 |209.184| 20 LQOEHD? 209.89 |208.964 209.184| 20 |208.407 | 209 8% |208.964
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cam_103.mbf:

8 20912 | 19 | 20613 [213.899|208.934 20912 | 19 | 20613 [213.899 | 208.934
9 |207.329| 16 |206.238|213.751 | 207.24 207.329 | 16 |206.238213.751 | 207.24
10 |211.886| 14 |209.333(212.951|211.943[ |211.886| 14 |209.333|212.951|211.943
11(207.074| 14 |206.937|212.498|207.339 | [207.074 | 14 |206.937 |212 498 |207.339
12 (215.949| 13 |214.361|216.273 [215.445 208.61 | 13 |207.784 |214.668 [ 209.266
13 [214.086| 13 |211.624|304.764 |213.142|  [218.591( 13 [217.317 321492 | 244.083
V4| 20861 | 13 |207.784|214.668 |209.266| [214.086| 12 |211.624 |214.402 (212784
15(218.591| 13 |212.317[321.492 |244.083| [216.9¢2| 11 [216.228|217.951| 217.25
16 [216.962| 11 |216.228(217.951 | 217.25 208 | 11 |207.449(211.661 | 207.96
17| 208 11 |207.449|211.661 | 207.96 208.18 | 11 | 207.4 |211.869 |208.683
18 |224.419| 9 [223.928(225.326 |224.856 [224.419| 9 [223.928|225.326 |224.856
19 |223.702| B |223.518(230.272 | 22394 223.702| 8 [223.518(230.272 | 223.94
20(226.786 | 8 |225.138[227.462 [225.955| [226.786| 8 |225.138|227 462 |225.955
21(227.046| 7 |226.985)|228.369 |227.948| (215949 7 [214.361(215.949|214.724
20 (224.627 | 7 | 224.01 225464 |224.966| |227.046| 7 |226.985|228.369 |227.948
23(227.522| 7 |227.445|229.059(228.302| [224.627{ 7 | 224.01 |225.464|224.966
24 |225038| 6 |224.266| 22573 |225007| |227.522| 7 |227.445|229 059|228 302
25| 22387 | 5 [223.155(224.577 | 223.81 225.038| & |224.266| 225.73 |225.007
26 [226.523| 5 |226.488|226.745(226.638| |216.192| & [215.311(216.273| 215532
2722391 | 4 [223516] 223.91 {223 603 223.87 | 5 |223.155|224.577| 223.81
28 [224.784| 4 |224.784[225.449( 22521 226.523| 5 |226.488 226 745 | 226.638
29| 22559 | 4 | 22559 |225891 1225815 22391 | 4 |223516| 223.91 |223.603
30 (338237 3 [337.336[341.711 (339749 |224.784| 4 [224.784 |225.449| 22521
31(337.359| 3 |334.186|339.462 337 617 22559 | 4 | 22559 |225.891 225815
32315365| 3 |312.733(|315.365(313809| [338.237| 3 [337.336(341.711|339.749
33| 412,94 | 3 |316.493| 412.94 |340.683| [337.359| 3 |334.186339 462(337.617
34 |683.092| 3 |681.752|683.092|682.284| [315365] 3 [312.733(315.365 313,809
35 41294 | 3 [316.493| 41294 |340.683

Wie man sieht, verandert sich die Basis. Neue Strukturen werden zu Basisstrukturen und die Anzahl der
Treffer auf bereits vorhandene Strukturen verringert sich.

Basisstrukturen mit weniger als drei Treffern wurden aus Griinden der Ubersicht weggelassen.

Anschaulich kann man das dadurch erkléren, daB beim ersten Algorithmus alle Strukturen in die Basis
aufgenommen werden, deren ,Differenz* zur Referenzstruktur am Rande des Zulassigkeitsbereichs
liegt. Zwei derartige Strukturen sind jedoch nicht gsliufig dhnlict inander. Der neue Basisal-
gorithmus tiberpriift dies und erkennt deshalb gegebenenfalls cine Struktur nicht als zu einer bestimm-

ten Basis gehorig an.

Fiir einen ersten Uberblick iiber die mindestens vorhandene Anzahl von Strukturklassen ist der erste
Basisalgorithmus durchaus verwendbar. Fiir eine exakte Bestimmung aller Strukturklassen ist es jedoch
unumganglich, den obigen Basisalgorithmus anzuwenden.
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Betrachten wir noch eine weitere Struktur zur Verdeutlichung des Transitivititsproblems:

Abbildung 30: Beispiel 2 fiir Transitivititsproblem

Wicderum enthalt die Tabelle im linken Teil das Ergebnis des bisherigen Basisalgerithmus und im
rechten Teil das Ergebnis der Berechnung mit dem modifizierten Algorithmus:

cam_230.mbf:
Tests: [ 5979 Time: | 31.516 Tests: |8960| Time: |121.295
SHits: 28 | Stereo: 1 SHits: | 29 | Stereo: 0

# | Energie |Treffer] Min Max Schaitt Energie [Treffer] Min Max Schnitt
I -1 1 letl4 -1 -1 -1 1 le+14 -1 -1

2 1175.231] 79 |170.346| 177.79 |173.001 175.231| 70 |170.507 | 177.79 1173.00}
3 |173.098] 40 |171.099[181.458 (173476 173.0981 57 [171.099|181.458|175.157
4 |182.531| 47 |174.661|184.056 |180.024 171.554| 44 [169.4321177.866|173.234
5 [171.554) 45 |169.432|177.866|173.234 182.531| 41 [174.661|183.542| 179.7
6 (172,807 | 42 |171.482(180.759[174.375 173.438| 25 |170.428| 175.08 | 171.57
7 |183.095] 31 |174.224|185.457{179.056 183.095| 15 |174.224[185.457 | 179.803
8 |173.438) 29 |170.428(176.715{171.561 172.807| 15 |171.482|179.351{175.297
9 |171.387 19 [169.537| 175.79 |172.714 174.286| 14 |174.286(180.624) 177.1
10 [173.302| 18 |171.709|182.228 [ 179.836 173.281] 12 1173.075|178.448| 176.46
P1 | 174.233| 16 |170.7781178.448|174.348 173.875| 12 [169.523| 17579 | 171.094
12 |176.939| 16 |171.819(178.372 (176594 171.44 12 171.44 |180.759 172,939
13 1173.511| 13 [172.083(180.583 | 174.62 168.397| 11 |168.397|180.172{ 173.04
14 1173875 11 |169.523| 177.88 |171.222 171.387( 11 |169.537 |174.021|172.993
15| 17144 | 9 | 17v.44 [177.805(172.787 173.302| 11 [173.302|182.228|179.912
16 1176994 8 |176.051|183.022(180.185 176.9391 9 |173.948|176.939|174.937
17 (176191 4 176.191(177.803[177.189 174.233} 9 |170.778(175.175|172.137
18 |173859| 4 173.859 | 177.921[176.845 180.061| 8 [174.231|180.061|176.527
19 |778.446) 3 77509 [778.446 (776163 173511 8 [172.083|176.966|176.654
20 {174.286| 3 |174.286|177.636|175.976 176.994| 8 |176.051|183.022(180.185
21 |168.397) 3 |168.397|174224(171.913 177.408| 8 1756.256]181.816|178.38%
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cam_230.mbf:

22 [181088| 3 [179.976(183347 181939 17238 | 6 [170.346|173.373|172.307
23 [172.303| 3 |169.752 (172,943 |171.985 174.034| 6 [171.538]|174.812]173.207
24 [177.408| 3 |177.408]181.616 (18057} 173,505 5 |172.165(173.992[173.216
25 [800.189 | 2 |800.189|802.352 |801.271 180.88 | 5 |178.046|184.056 | 182 448
26 174702 2 [174.702174.777 | 174.74 172.303| 4 [169.752(173.148(171.255
27 176466 4 [175.095(176.979 |176.293
28 181.088| 4 |173.708 183347 [180.233
29 174.797| 4 |173.088{180.583 | 174.92
30 778.446| 3 | 775.09 [778.446|776.163
3 174.702| 3 [174.702|176.715 | 175.243
22 170.465| 3 [170.465(172.837 (171817
33 171.747{ 3 [170.787 [171.747 [171.258
34 17659 | 3 [172.048| 176,59 |173.333
15 17288 | 3 |[171.654|173.467|172 867
36 800.189| 2 |800.189 |802.352 {801.271
37 174224} 2 [172.516[174.224 | 173.37
38 175918 2 [175918{178.372 177 145
39 17173 2 [ 773 [ 17175 | 17174
40 173.187| 2 |173.167[173.639 |173.403
41 179.146] 2 [179.146[182.023 | 180.584
42 173.811| 2 [173.811[176.039 |174.925
43 173.859| 2 [173.859|175.215|174.537

Wie man sicht, werden die einzclnen Basisklassen noch wesentlich deutlicher in neue Klassen aufge-
teilt, als im vorherigen Beispiel.

634. Kanonische Numerierung

Die Schnittstelle zur kanonischen Numerierung dreidimensionaler Molekiile ist wie auch bei der topol-
ogischen kanonischen Numerierung identisch zu der Schnittstelle fiir die Vollstrukturisomorphie.

Die Methode £/, die im topologischen Fall eine Abbildung auf der Adjazenzmatrix ist, mufl um dreidi-
mensionale Eigenschatien erweitert werden.

Dazu eignen sich wiederum alle bereits bei der Methode ref berechneten Werte. Sei KE (£ - Ergebnis)
wie bei der topologischen kanonischen Numerierung definiert. Die Operatorfunktion auf dem Ergebnis
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der Klassifikationsfunktion ist dann definiert durch:

operctor KE (KE1) > KE (KE2)

MIN = min (|KE1 .Numerierung|, | KE2. Numerierung |}
Falls Min>1
Fir 1< =y <MIN
FirQe=x <=y
Al = KET.Numerierung[x], Bl = KE1.Numerierung[y|
A2 = KE2.Numerierung[x|, B2 = KE2.Numerierung[y|
Falls KET.Strukturdeten.Conn( Al, B1 } >
KE2.Strukturdaten.Conn( A2, B2 )
Gib WAHR zuriick
Falls KE1 Strukturdaten.Conn( Al, B1 ) <
KE2.Strukturdaten.Conn( A2, B2 |
Gib FALSCH zurisck
Falls KE1.Strukturdoten. 3-Wege( A1, B1 ) >
KE2.Strukiurdaten.3-Wege( A2, B2 )
Gib WAHR zurick
Falls KE1.Strukturdaten.3-Wege({ Al, B1 ) <
KE2.Strukturdoten.3-Wege( A2, B2 |
Gib FALSCH zurisck
Fur alle 1 <= i <= KE1.Strukturdaten.3-Wege( Al, B1 )
Falls |KE1.Strukturdaten.Bindungswinkel( A1,B1 |[j] -
KE2.Strukturdaten. Bindungswinkel( A2,B2 )[i]| > 25
Falls KE1 Strukturdaten Bindungswinkel A1,B1 }[i] >
KE2 Strukturdaten Bindungswinkel( AZ,82 [i]
Gib WAHR zurick
Sonst

Gib FALSCH zuriick

Anclog fir Tetraederwinkel

Falls |KE1.Numerierung | = | KE2 Nymerierung |
Gib FALSCH zuriick

Gib MOGLICH zuriick

Ein einfaches Beispiel soll die Funktionsweise des Verfahrens beschreiben. Als Diskretisierung wurde
der zweite zuvor beschriebene Ansatz verwendet:

6.3.4.1. Beispiel

Betrachten wir nochmals das Tetramethylcyclobuthan aus Abschnitt 6.3.2.4.. Die Atome von vier belie-
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bigen Referenzstrukturen seien wie folgt numeriert:
1 Fa

Abbildung 31: Zwei Numerierungen von Tetramethylcyclobuthan

Nach dem Durchlaufen des Algorithmus zur kanonischen Numerierung ergeben sich die folgenden
Numerierungen:

4

Abbildung 32: Kanonische Numerierungen des Tetramethyicyeiobuthan

Die erste kanonische Numerierung wird bei Struktur 1 und 4 berechnet, die zweite bei Struktur 2 und 3.

Wie man sicht stimmen die beiden kanonischen Numerierungen nicht iberein. Dies liegt daran, daB die
verwendete Diskretisierung die Spiegelung, durch welche die beiden Numerierungen ineinander tiber-
fiihrt werden kénnen, nicht unterscheidet.

Die auf diese Art kanonisch numerierten Strukturen kénnen nun mit dem Algorithmus aus Kapirel
4.2.5. sehr einfach auf Ahnlichkeit getestet werden.

Andert man die zugrundeliegende Diskretisierung, so missen auch die kanonischen Numerierungen
neu berechnet werden, um eine Ubereinstimmunyg gewéhrleisten zu kénnen.

Die kanonische Numerierung ist in diesem Fall auch auBerst niitzlich fiir eine RMS - Berechnung der
beiden Strukturen, da sie bei der vorliegenden unterschiedlichen rdumlichen Ausrichtung unter Ver-
wendung der eindeutigen kanonischen Numerierung sehr einfach so ineinander gedreht werden kinnen,
daB ein minimaler Abstand (RMS) zwischen den Molekiilen berechnet werden kann.
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6.3.5. Substruktursuche

Die dreidimensionale Substruktursuche kann - analog zur topologischen Substruktursuche - mit den
Schnittstellen der Vollstrukturisomorphie durchgefithrt werden. Einziger Unterschied ist jedoch auch
hicr die spezielle Beriicksichtigung der Konnektivititen. Es kinnen ebenso offene, geschlossene oder
Ringsysteme gesucht werden.

6.3.5.1. Erweiterte Strategien

Ein Problem, das speziell bei der dreidimensionalen Substruktursuche auftaucht ist, daf3 eine frei pla-
zierte Struktur in der Regel eine andere rdumliche Gestalt annimmt als diejenige, die als Bestandteil
eines gréBBeren Molekiils den Wechselwirkungen mit den zusitzlichen Nachbaratomen ausgesetzt ist.

Da man jedoch gerade bei der Substruktursuche nicht weill, welche benachbarten Atome vorhanden
und damit welchen zusitzlichen Energien die Substruktur ausgesetzt ist, mull man die vorgegebenen
Winkelrestriktionen entsprechend flexibel gestalten oder folgendes Verfahren anwenden:

» Fiihre cine 2D - Substruktursuche durch.

+ Fiir jede Einbettung

+  Verwirf die nicht beteiligten Atome

» Fihre eine Nachoptimierung, ausgehend von den aktuellen Koordinaten, durch

« Fithre den Algorithmus zur Isomorphieberechnung nach kanonischer Numerierung mit Original und

optimierter Einbettung aus.
Damit kann eine erheblich bessere Trefferquote erzielt werden. Durch die zusatzliche Optimierung ist
jedoch der Zeitaufwand fur dieses Verfahren ctwas grofer.

Bei der Durchfiihrung der Nachoptimierung ist darauf zu achten, dafl die Konformation und Konstitu-
tion der entsprechenden Teilstruktur erhalten bleiben.
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6.4. Einsatz bei der Clusteranalyse/Datenbanken

Die Klassifizierung von Molekiilen nach unterschiedlichen Gesichtspunkten ist heute von grofier
Bedeutung in der chemischen Industrie.

Sind diese Merkmale mit Hilfe eines diskreten Modells beschreibbar, wie beispielsweise das Vorhan-
densein bestimmter Teilstrukturen, so eignen sich die vorgestellten Algorithmen in besonderem MaBe
fiir die Aufgaben deren Erkennung.

K. Varmuza hat bereits ein Programm zur Clusteranalyse vorgestellt [KV1/KV2]. In Anlehnung an die
dort zur Clusterung herangezogenen Eigenschaften wurde unter anderem mit Hilfe der vorgestellten
Algorithmen ein Programm erstellt, das dicse Eigenschafien einer Struktur erkennt und sie in einem zur
Speicherung in einer Datenbank geeigneten Format weitergibt.

Unter der Leitung von R. Laue ist in Bayreuth ein Datenbanksystem entstanden, das die unterschiedli-
chen Strukturmerkmale flexibel handhaben kann, Dies wird durch eine objektorientierte Struktur
ermoglicht, die es erlaubt, auf diese Merkmale mit Hilfe der dafiir am besten geeigneten Zugriffswege
zuzugreifen. Beispielsweise werden bindre Informationen iiber einen sog. Superimposed Coding -
Zugriffsweg verwaltet, wohingegen [nformationen, die iiber Bereichssuchen angefordert werden, mit
einem Multi-Index Verfahren gespeichert und abgefragt werden. Das folgende Diagramm zeigt eine
vereinfachte Ubersicht iiber die Struktur dieser modernen, objektorientierten Datenbank.

HORET

Datenaufbereftung

Abbildung 33: Schemarischer Aufbau der Datenbank

Zur eigentlichen Clusteranalyse werden dann verschiedene chemische Strukturen anhand des Eigen-
schaftsvektors miteinander verglichen. Interessant ist auch die Betrachtung der Korrelationen zwischen
verschiedenen Eigenschaften innerhalb eines Vektors einer Struktur.

Prinzipiell erfordert dic Speicherung chemischer Strukturen in Datenbanken ein édhnliches Vorgehen
wie bei anderen Daten. Ziel einer Datenbank ist neben der Sicherung und Aufbewahrung der Daten
auch die Maoglichkeit, diese bei Bedarf schnell wiederzufinden. Dazu verwendet man bei herkémmli-
chen Datentypen Indizes, welche cine geordnete Sicht auf die Daten - vergleichbar mit der Sortierung
in einem Telefonbuch - erlauben. Sie erlauben direkten Zugriff auf Datenbereiche, dic durch die Benut-
zeranfragen spezifiziert werden.

Analog werden Indizes auch bei chemischen Strukturen verwandt. Um beispielsweise cine Vollstruk-
tursuche in einer Datenbank von mehreren Millionen Strukturen durchfihren zu kénnen, sollte man
gewisse Merkmale vorgeben, die méglichst charakteristische Eigenschaften der Struktur beschreiben.
So kann man beispielsweise sehr einfach anhand von sog. topologischen Indizes den Kreis der mogli-
chen Kandidaten einschrinken. Erst wenn diese primaren Strukturmerkmale keine Unterscheidung
mehr erméglichen (beispielsweise ist der sog. Wiener - Index ([HW]) bei allen flir eine Bruttoformel
von MOLGEN generierten Strukturen identisch), sollte der 1somorphiealgorithmus eingesetzt werden.

Weitere Charakteristika bilden auch die eingangs erwihnten, bei der Strukturidentifizicrung verwende-
ten Merkmale. Die Suche nach ciner unbekannten Struktur im Reagenzglas ist hier bis zu einem gewis-
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sen Punkt identisch mit der Suche nach einer Struktur in einer Datenbank oder, wenn man dieses
Konzept erweitern mochie, identisch zur Konstruktion unbekannter Strukturen, welche vorgegebene
Eigenschafien besitzen miissen. Bei letzterem handelt ¢s sich um ein inverses Problem, das beispiels-
weise mit MOLGEN schon bis zu einem gewissen Grade geldst werden kann, wo aber noch leistungs-
fihigere Ansitze in Arbeit befindlich sind [TG]. Diese Vorsortierung nach Struklurinvarianten
bezeichnet man in der Chemie auch als Screening. Nach einem effizienten Screening bleiben ca. 1%
der betrachteten Strukturen fir eine intensivere Suche Gbrig. Diese miissen dann tatsichlich, vorzugs-
weise mit den vorgestellien Algorithmen, cinzeln dberprift werden. Eine Kombination eines Invarian-
tenvektors mit Hashing wurde beispielsweise bei [JG] vorgestellt.

Ein effizientes Screening enthiilt auch Invarianten, die nicht nur fiir die Vollstruktur, sondern auch Teil-
struktursuche relevant sind. Dabei gibt es zwei mogliche Ansitze. Der erste, nicht so effiziente Ansatz
schreibt eine feste Zahl von Teilstrukturen vor. Jede Struktur, die neu in die Datenbank eingespeichert
wird, wird nun auf diese Teilstrukturen hin dberprift und entsprechende Indexinformationen werden
gespeichert. Sucht man nun nach Strukturen in der Datenbank, die bestimmte Teilstrukturen cnthalten,
so wird die betrachtete Teilstruktur wiederum beziiglich dieses vorgegebenen Satzes von Teilstrukturen
iiberpriift. Gesucht werden nun alle Strukturen, die mindestens dic Anzahl der in der Ausgangsstruktur
enthaltenen Anzahlen von Teilstrukturen enthilt. Damit kann die Anzahl der tatséchlich zu testenden
Strukturen bereits erheblich eingeschrinkt werden.

Wesentlich aufwendiger, aber effektiver ist eine zweite Moglichkeit. Beim Einfiigen einer Struktur in
die Datenbank werden alle dort bereits vorhandenen Strukturen daraufhin tiberpriift. ob die neu hinzu-
gekommene Struktur Teilstruktur von ihnen ist, oder umgekehrt. Ist keines von beiden der Fall, so wird
die Struktur mit in den Indexteil aufgenommen. Bei einer Substruktursuche fithrt man zuerst eine Voll-
struktursuche durch, was ja - wie gezeigt - effizienter méglich ist. Da ein Crossindex (iber alle Struktu-
ren in der Datenbank vorhanden ist, kann man dann sofort alle Strukturen ermitteln, die wicderum diese
- bereits in der Datenbank vorhandene - Struktur beinhalten. Der Aufwand fiir das Einfiigen oder gar
Loschen einer Struktur ist bei dieser Vorgehensweise natiirlich enorm. In der Regel wird man dann so
vorgehen. dal eine gewisse Anzahl von neu einzufiigenden Strukturen angesammelt wird, bevor eine
Neuorganisation des Index durchgefiihrt wird.

Beide Verfahren werden in der Praxis erfolgreich eingesetzt. Beide Verfahren erméglichen zwar eine
effiziente Reduktion der Kandidaten. Einen direkten Vergleich mit einem der vorgestellten Algorith-
men konnen sie jedoch nicht vermeiden.

Weitere Informationen zu diesem Thema findet man beispielsweise in [JS].
015 Einsatz bei der Konformationsanalyse

Wie bereits im vorherigen Kapitel angesprochen, unterscheidet man prinzipiell in der Chemie zwischen
Konstitutions-, Konfigurations- und Konformationsisomeren. Leider werden diese Begriffe jedoch
nicht immer auf dieselbe Weise verwendet, so dali bei unterschiedlichen durchaus unterschiedliche
Vorstellungen des lsomeriebegriffs finden.

Die Ermittlung der Konstitutionsisomere zu einer vorgegebenen Bruttoformel kann beispielsweise
durch den bereits mehrfach angesprochenen Graphengenerator MOLGEN vorgenommen werden. Das
Zusatzmodu! MOLVIEW erlaubt dariiber hinaus die Ermittlung aller Konfigurationsisomere, wobei
nicht immer eine exakte graphische Représentation verfiigbar ist. Mit Hilfe der Erkennung von Ahn-
lichkeit bei Molekiilen, wie in Kapitel 6.1. vorgestellt, ist es nun méglich, bei einer geeigneten Anzahl
von Kandidaten, mogliche Konformationsisomere zu finden.

De Clercq entwickelte das Programm SCA (,,Systematic Conformational Analysis*) zur Konstruktion
von Konformationen von Ringsystemen, die aus drei bis maximal sieben Atomen bestehen. (siehe dazu
[DCI1],[DC2],[DC3]) Als Eingabe dient eine belicbige Struktur, die diese Bedingungen erfiillt. Die
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Ausgabe des Programmes sind mégliche Konformationsisomere dieser Struktur.

Der Vorteil des Programms ist eine schnelle Konstruktion schliissiger 3D - Geometrien durch die Ver-
bindung von einem regelbasierten System mit einer nachgeschalteten Energiebetrachtung, ohne dafl
dafiir eine Kraftfeldoptimierung durchgefithrt werden miiBte. Als Einschriinkung ist zweifellos die
beschrinkte Ringdimension zu sehen. Aufgrund dessen wurde nur ein Vergleichstest mit einer kleinen
Struktur durchgefiihrt. Fir Cyclohexan berechnete SCA 32 Konformationsisomere. Mit Hilfe des
Basisalgorithmus aus 6.3.3.2. wurde dann eine Basis dieser 32 Konformationen ermittelt. Tatséchlich
ergaben sich durch diese hlieBende Berect 3 die bekannte Sessel-, Wannen- und Twistorform
des Cyclohexan als Basis fur die restlichen Konformationsisomere. Alle iibrigen Konformationen
waren also aufgrund des vorgegebenen Modells dazu isomorph.

Durch den Einsatz des Algorithmus kann also eine effiziente Reduktion einer vorliegenden Struktur-
menge dadurch erreicht werden, daB isomorphe Konformationsisomere identifiziert werden kdnnen,
bzw. bei aus einem beliebigen Satz von dreidi ionalen Repri einer Konfiguration ver-
schiedene Konformationen ermittelt werden konnen .

6.6.  Bestimmung der Ahnlichkeit von Molekiilen

Ein duBerst interessantes Problem, das auch fiir den folgenden Abschnitt von groBer Bedeutung ist, ist
die Frage nach einem Maf fiir die Ahnlichkeit von Molckiilen. Kennt man beispielsweise ein Molekal.
das nachweislich eine bestimmie Wirkung hervorruft, so beschiftigt man sich mit der Frage, ob eventu-
el ein dhnliches Molekiil, das evtl. leichter (kostengiinstiger) zu synthetisicren ist existiert, oder cine
Struktur, die bei gleicher Dosis einen wesentlich groBeren Wirkungsgrad besitzt.

Kann man die Ahnlichkeit von Molekiilen durch ein diskretes MaB bestimmen, so ist es auch maglich,
mit Hilfe der vorliegenden Algorithmen, dhnliche Strukturen zu suchen. Dies kann aufgrund bereits
bestehender Datenbanken erfolgen, wie in 6.4. aber auch auf ginzlich neue Strukturen, wic sie bei-
spielsweise mit MOLGEN konstruiert werden kénnen, ausgedehnt werden. MOLGEN verhilt sich
dann quasi wie eine ,virtuelle” Datenbank.

In der Literatur werden vielfaltige Anstrengungen unternommen, die Ahnlichkeit von chemischen
Strukturen zu definieren. Verwiesen sei beispielsweise hier auf [DB] .

6.7.  Einsatz bei der Spektrenvorhersage

Bei der Spektrenvorhersage geht ¢s darum, fiir eine vorgegebene molekulare Struktur, Aussagen iiber
das von ihr zu erwartende Spektrum zu treffen.

In der klassischen Chemie verwendet man zur Bestimmung einer unbekannten chemischen Substanz
mit experimentellen Hilfsmitteln die sogenannte Spektroskopie. Grob vereinfacht versetzt man die
betrachtete Struktur durch verschiedene Verfahren in einen Zustand, daB sie Energie freigibt. Aufgrund
der Intensitit und der Lage im Energiespektrum kann man spezifische Aussagen iiber die betrachtete
Struktur und ihre Bestandteile treffen. Es existieren verschiedene Formen der Spektroskopie:

6.7.1. Massenspektroskopie

Die Massenspektroskopie und -spektrometric wird als Routinemethode zur Substanzermittlung ver-
wendet. Zur weiteren Analyse werden sie oft mit anderen Methoden, beispielsweise der Gaschromato-
graphie gekoppelt. Bei der Massenspektroskopie werden lonen entsprechend threm Masse/
Ladungsverhiltnis aufgetrennt und mit unterschiedlichen Verfahren registriert. Anhand der Bruch-
stilcke konnen Riickschlisse auf die Ausgangsstruktur gezogen werden.
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6.7.2. IR-Spektroskopie

Bei der Infrarotspektroskopie wird den Molekiilen Energie in Form von IR - Strahlung zugefiihn. Dies
bewirkt einc Schwingung der Atome innerhalb des Molekiils, deren Encrgie im Infrarotbereich (760nm
- 500 um) gemessen werden kann. Man unterscheidet dabei Valenz- und Deformationsschwingungen.
Die Infrarotspektroskopie wird zur qualitativen und quantitativen Analyse und Konstitutionsermittlung
bei Naturstoffen und Zwischenprodukten verwendet. Sie wird bei der Betricbskontrolle von Gemischen
und Reinchemikalien und allgemein bei der Routineanalyse eingesetzt.

Weitere Informationen driiber und uber andere Methode findet man in [HMZ]. Dicse Spektren dienen
in der Regel als Grundlage zur Aufklirung unbekannter chemischer Strukturen. In einem néchsten
Schritt werden die Informationen, die das Spektrum liefert genutzt, um daraus mogliche Kandidaten zu
konstruieren, beispielsweise mit dem Strukturgenerator MOLGEN.

Zur Verifizierung der generierten Strukturen wird dann ein kiinstliches Spektrum generiert und mit dem
Originalspektrum verglichen.

Den typischen Arbeitsablauf zeigt das folgende Diagramm:

Spektroskopie I bkt
> Spekirenanalyse
Strukturgenerierung
—Verifizierung
Kandidaten
Desktop

Abbildung 34: Arbeitszykius in der Strukwuraufklirung

Betrachtet man diesen Arbeitsablauf, wird die Intention der Industrie verstandlich, in immer gréBeren
Mabe einen Weg zur automatische Strukturaufklarung zu suchen. Eine Stunde Arbeit im Spektrosko-
pielabor ist heute mit wesentlich hoherem Aufwand und Kosten verbunden als die Arbeit am Desktop.
Dies sctzt natiirlich voraus, dal der Chemiker flexibel in der Auswahl seiner Hilfsmittel ist.

Zur Bestimmung der Spektren ist es notwendig, die Teilstrukturen in der Ergebnisstruktur zu bestim-
men, von denen bekannt ist, daB sic spezifische Peaks im Spektrum hervorrufen. Weiteres Hilfsmittel
ist dabei auch die Ermittlung sog. Retentionsindizes, dic cbenfalls mit Hilfe der Substruktursuche in
Molekiilen ermittelt wird. Dies ist effektiv mit den vorgestellten Algorithmen moglich. Eine diesbeziig-
liche Verwendung im laufenden Verbundprojekt mit der Universitat Jena, gefordert von der DFG ist
bereits vorbereitet worden.

Der Vergleich der berechneten Spektren liefert dann Aussagen iiber den Ahnlichkeitsgrad der berech-
neten Struktur mit der unbel A ruktur,

Ein Programm, das die Spektrenvorhersage fiir IR - Spektren realisiert, ist unter der Leitung von R.
Herges an der Universitat Erlangen entstanden.

SMIRRNA sucht dazu in der vorgegebenen Struktur nach einer festen Anzahl von bekannten Substruk-
turen, Dabei wird nicht nur das Auftreten einer Struktur, sondern auch die Héufigkeit des Auftretens
beriicksichtigt. Der sich daraus ergebende Substrukturvektor dient als Eingabe fiir ein neuronales Netz.
Dicses wurde durch aufgeklarte Strukturen und die dazugehérigen tatsichlichen Spektren trainiert. Die
Spektren wurden dafiir in cine feste Anzahl von Intervallen iiber einen vorgegebenen Spektralbereich
diskretisiert. Wird nun ¢in Substrukturvektor vorgegeben, so liefert das neuronale Netz als Ausgabe die
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Intensitdten fiir die vorgegebenen Spektralbereiche, in denen das Netz trainiert wurde. Das folgende
Bild ist cine Ausgabe des Programmes SMIRRNA. Das Spektrum zeigt iiberlagert das Original und das
berechnete Spektrum der unteren Struktur.

4000 2000 Lren

Sinulated IR: areen

Experinental IR: white

Im nichsten Bild werden die beiden Spekiren zur Ubersicht getrennt gezeigt:

EXPERIHENTAL IR

SIMULATED IR

T W T T ¥ W r W W W W W i/em
4000 2000 1600 1000 400

Ein komplettes Paket zur Strukturaufklirung, das nach diesem Konzept vorgeht, wird von der Firma
Chemical Concepts (Weinheim) unter dem Namen Specinfo vertrieben (siehe auch [SPM]). Bestandteil
von Speclnfo ist auch MOLGEN, das in Bayreuth entwickelt wurde.

6.8. Dockingprobleme in der Pharmazie

Eine iiber die reine Strukturisomorphie bei Molekiilen hinausgehende Anwendung der vorgestellten
Algorithmen ist auf dem Gebiet der Pharmazie denkbar.

Ein Arzneimittel muB, um eine biclogische Wirkung entfalten zu kénnen, am Wirkungsort in Wechsel-
wirkung mit einem biologischen Makromolekiil treten. Diese Ligand - Rezeptor - Wechselwirkungen
sind Grundlage aller Wirkungsanalysen in der modernen Arzneimittelforschung. Die Erforschung der
Vorginge, die diese Wechselwirkungen verursachen, sind wesentlich fir die Entwicklung neuer, wirk-
samerer oder vertriglicher Medikamente. Die moderne Gentechnologie und Molecular Modelling bie-
ten hier Moglichkeiten, die noch vor wenigen Jahren undenkbar gewesen wiren. Nach der
Identifizierung der an einer biologischen Reaktion beteiligten Molekiile erfolgt die Ermittlung der
Struktur der Stoffe, auch im Bezug auf ihre dreidimensionale Gestalt. Erst dann ist es moglich, synthe-
tische Strukturen zu erstellen und gemild der Zielsetzung zu verfeinern.

An dieser Stelle kann der Computer eingesetzt werden, um eine Auswah! oder Entwurf fiir passende
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Liganden zu ermitteln.

Der Name Dockingproblem oder Schlissel - Schlof - Prinzip beruht auf der Tatsache, daff nur ganz
bestimmte Strukturen die gewiinschten Wechselwirkungen hervorrufen. Bereits kleinste Veranderun-
gen der beteiligten Molekiile konnen zu einem Verlust der biologischen Wirkung oder schlimmer, zur
gegenteiligen Reaktion fiihren. Der Wirkstoff verhlt sich praktisch wie ein Schliissel gegeniber dem
Rezeptor. Der Wirkstoff wird quasi in das beteiligte Biomolekiil eingebettet, so daB eine ¢ntsprechende
geometrische Struktur zusitzliche Grundvoraussetzung fiir eine mogliche Wirkung ist, daher der Name
Dockingproblem.

Die folgenden Abbildungen zeigen ein Biomolekiil mit einer entsprechend darin eingebetteten Struktur.

Abbildung 35: Die Abhildung zeigt eine Bindungstasche und einen darin eingebetteten Liganden. Die durchgehenden
Linien im aberen Diagramm zeigen H-Donorgruppen. die gestricheiten H-Akzeptoratome. Die Punkie stehen fiir
hydrophobe Gruppen. (Quelle: [HKIf)

Neben ciner geeigneten Geometrie ist es notwendig, diejenigen Teile einer chemischen Struktur zu
erkennen, bei denen es mit hoher Wahrscheinlichkeit zu einer Wechselwirkung mit potentiellen Wirk-
stoffen kommt. Diese Aktivititszentren sind beispielsweise H-Briicken, Donor- oder Akzeptorgruppen,
lipophil aromatische oder aliphatische Reste und hydrophobe Gruppen, sowie Gruppen mit entspre-
chender Ladungsstruktur. Sind diese Zentren bekannt, so kann man daraus wiederum ihre dreidimen-
sionale Lage bestimmen.

Der zweite Teil des Problems besteht nun darin, einen geeigneten Partner fiir diese Struktureigenschaf-
ten zu finden, der die gegenteiligen Eigenschaften aufweist und in einer in dem zur Verfiigung stehen-
den Raum stabilen Form auftritt,

Um dieses Problem mit den Hilfsmitteln dieser Arbeit zu lgsen, bendtigt man ein entsprechendes
mathematisches Modell.

Ein naheliegendes Modell bietet sich aus den bereits vorangegangenen Kapiteln an, In ¢inem ersten
Schritt, beim Auffinden der Aktivititszentren, kann man bei solchen Zentren, die sich durch die Exi-
stenz einer bestimmten Substruktur ergeben, die entsprechende zwei- oder dreidimensionale Substruk-
tursuche verwenden, Da alle méglichen derartigen Zentren wichtig sein konnten, miissen alle
Einbettungen gefunden werden. Es geniigt nicht, die Existenz eines Zentrums tim Biomolekiil zu ermit-
teln. Die Substruktursuche kann vermutlich auf topologischer Ebene durchgefiihrt werden, es sei denn
die rdumliche Anordnung einer Struktur ist ausschlaggebend fiir eine der zuvor aufgefithrten Aktivita-
ten, was jedoch in der Regel nicht der Fall ist. Die dreidimensionale Lage der Einbettung kann dann aus
den Koordinaten der Teststruktur ibernommen werden. Kénnen mehrere Substrukturen identische
Aktivitaten hervorrufen, miissen alle in Frage kommenden Strukturen getestet werden.

Fur jede der errechneten Einbettung der Substrukturen wird die geometrische Lage und Aktivitét
gespeichert.

Die Summe aller daraus resultierenden Informationen ist ausschlaggebend fiir ein darauf aufbauendes,
weiteres diskretes Molekiilmodell. In diesem Modell besteht das Molekul nicht mehr aus Atomen und
Bindungen, sondern aus Aktivitatszentren und Abstanden. Natiirlich handelt es sich dabei um eine
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grobe Vereinfachung, was jedoch in diesem Fall durchaus gewollt ist. Denn ein Ziel ist, méglichst viele
Kandidaten zu finden, die beziglich diese Molekiilmodells iibereinstimmen, um potentielle Wirkstoffe
zur Hemmung der Aktivitéten erzeugen.

Diese Modellierung kann schr einfach in das vorhandene Modell integriert werden, indem man das
bestehende Atom - Bindungsmodell von MOLGEN benutzt und die Aktivititszentren quasi mit Atom-
namen kennzeichnet. Statt des Periodensystems verwendet man dann eine Menge moglicher Aktivitits-
zentrenbezeichnungen. Die Atome besitzen natiirlich dreidimensionale Koordinaten; Bindungen sollten
zwischen allen Atomen eingefiigt werden. Es wire auch denkbar, Bindungen zwischen Aktivitdtszen-
tren nur dann aufzubauen, wenn die Entfernung zwischen den Zentren innerhalb eines vorgegebenen
Bereichs liegt. Dabei ist zu berticksichtigen, daBl der entstehende Bindungsgraph zusammenhiingen ist.

Die Suche nach geeigneten Kandidaten kann dann sowohl mit Hilfe vorhandener Daten durchgefiihrt
werden, als auch mit Unterstiitzung durch einen entsprechenden Generator, wic beispielsweise MOL-

GEN.
Die nachfolgende Abbildung zeigt das Molekiil Trypsin

In dem mit einem Pfeil bezeichneten Bereich ist eine Tasche der Struktur erkennbar. Mit LUDI wurden
die aktiven Zentren um diese Tasche berechnet:
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Die Kugeln stellen dabei keine Atome dar, sondern klassifizieren Eigenschaften der Tasche im Trypsin.
Eine nachfolgende Struktursuche in einer Datenbank unter Beriicksichtigung dieser vorgegebenen
Merkmale ergab die folgende, mégliche Losungsstruktur:

6.9. Einsatz in der Kombinatorischen Chemie

Die Chenueindustrie beschiftigt sich in letzter Zeit zunehmend mit der sogenannten kombinatorischen
Chemic. Der Ausgangspunkt fir die Entstehung der kombinatorischen Chemie liegt in den Erfahrun-
gen, die bei der De- Novo- Entwicklung von Wirkstoffen gewonnen wurden. Dort stellte man sehr
schnell fest, daB es nur zu cinem unbefriedigenden MaBe méglich ist, neue Strukturen mit vorgegebe-
nen Eigenschaften zu entwerfen und ihr Verhalten zu simulieren.

Man besann sich also wieder auf klassische Syntheseverfahren und versuchte Wirkstoffe im Labor zu
generieren. Die Synthese von Stoffen mit Hilfe herkdmmlicher Verfahren ist jedoch sehr aufwendig
und nimmt sehr viel Zeit in Anspruch.

Die urspriinglich Idee bei der kombinatorischen Chemie war nun, moglichst schnell cine moglichst
groBe Anzahl von Strukturen zu erzeugen, indem man ausgehend von einigen Grundkomponenten
Mischungen erzeugt und diese Mischungen auf ihre Aktivitat beziiglich eines bestimmten chemischen
Varganges testet. Wurde eine gewiinschte Reaktion ausgeldst, so muf man mit Unterstiitzung erfahre-
ner Analytiker die aktive Struktur ermitteln.

Da dies jedoch wiederum auBerst aufwendig ist, erzeugt man inzwischen durch Kombinationen von
gezielten Mischungen eine relativ iiberschaubare Anzahl von moglichen Kombinationen von Aus-
gangsstrukturen bzw. Fragmenten.

Durch die Mischung der Elemente kénnen Uberlagerungen von molekularen Aktivititen einerseits eine
gewiinschte Wirkung hervorrufen, dic bei einer einzelnen Struktur dann nicht mehr gegeben ist, ande-
rerseits konnen diese Uberlagerungen auch tatsichlich im Detail vorhandene Aktivititen auch verhin-
dern. Eine genaue Klassifizierung des Verhaltens des Gemisches ist also nicht méglich.

Zur Analyse der so entstandenen Substanzen werden sogenannte kombinatorische Bibliothcken bend-
tigt. Dic Mathematik liefert hier sehr effiziente Hilfsmitel zur erschdpfenden Konstruktion dieser viel-
faltigen Strukturen. Dabei wird sowohl die kanonische Numerierung als auch die Isomorphieerkennung
von Strukturen verwendet. Die Arbeit von Wieland [W196] beschiftigt sich mit der Erzeugung derarti-
ger Bibliotheken. Weitere Informationen zu diesem Thema finden sich auch in [BKK].
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7. Andere Verfahren

Die in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren sind natirlich nicht die einzigen, die bisher entwickelt
wurden. Jedoch besitzen die herkdmmlichen Verfahren nicht die flexibilitit des objektorientierten
Ansatzes.

Da die Entwicklung der Graphentheorie zu einem Grofteil in der Betrachtung chemischer Strukturen
begriindet licgt, ist es nicht verwunderlich, daBl auf diesem Gebiet eine groBe Anzahl guter Algorithmen
entstanden ist. Die folgenden Abschnitte geben einen kurzen Uberblick iiber einige dieser Verfahren:

7.1. 2D - Substruktursuche bei Molekiilen

7.1.1. HOSE - Code

Bei BASF wird dic Substruktursuche mit Hilfe des Hose - Codes durchgefiihrt. Der Hose - Code
beschreibl Umgebungen von Atomen, dhnlich der erweiterten Konnektivitit aus dem Morgan - Algo-
rithmus. Ermittelt man diese erweiterte Konnektivitiit nicht nur fiir die direkt benachbarten Atome, son-
dern solange auch fiir weiter entfernte Atome, bis alle Atome des Molekiils miteinbezogen wurden, und
ordnet man diese Informationen je nach Entfernung vom betrachteten Atom, so kann man quasi durch
eine lexikographische Ordnung auf den Umgebungsmerkmalen der unterschiedlichen Entfernungen
von jedem Atom aus das gesamte Molekiil beschreiben. Eine Substruktursuche geht dann so vor sich,
daB fiir das zu suchende Molekiil ebenfalls fiir alle betrachteten Atome diese Entfernungsmerkmale der
unterschiedlichen Tiefe festgelegt werden. Durch Sortierung und nachfolgenden Vergleich kann man
dann direkt die evtl. vorhandene Einbettung bestimmen.

Der Nachteil dieses Verfahrens ist der groBe Speicherbedarf. der zur Berechnung alle HOSE - Codes
aller Schalentiefen benotigt wird.

Die Schnittstellen zum vorliegenden Algorithmus zur Substruktursuche kénnen so modifiziert werden,
daB der Algorithmus wie oben abliuft. Dazu ist es notwendig, alle HOSE Codes cines Atoms mit der
dom - Funktion zur Verfugung zu stellen und eine entsprechende Vergleichsfunktion zu implemen-
tieren. Gibt die Vorklassifizierung noch keine vollstindige Zerlegung der Atommenge an, sind mehrere
Einbettungen der Substruktur méglich. Diese werden dann iiber das Backtracking sofort geliefert.

Eine Differenzierung zwischen geschlossenen und offenen Substrukturen sind im Hose - Code nicht
vorgesehen. Entsprechende Erweiterungen mabten, falls aberhaupt moglich, noch vorgenommen wer-
den.

72. 3D - Klassifizierung von Molekiilen

In den letzten Jahren gewinnen Systeme zur 3D - Struktur- und Substruktursuche zunehmend an
Bedeutung. Die Strukturdaten stammen dabei entweder aus Experimenten oder sie wurden mit speziel-
len Programmen berechnet. Der groBte Teil der experimentell aufgeklirten und verdffentlichten Struk-
turen wird in der Cambridge Structural Database [CS] gesammelt. Daneben existieren jedoch auch
einige andere Quellen, wie beispielsweise die Brookhaven Protein Data Bank oder dic NBS Crystal
Data base.

Das Cambridge Crystallographic Data Center wurde bereits 1965 aufgebaut, um 3D - Strukturen zu
katalogisieren. Es ist inzwischen die weltweit grofite Datenbank fir verifizierte, experimentelle Ergeb-
nisse in der Chemic. Schon 1990 wurden der Datenbasis jahrlich ctwa 8500 zusatzliche Strukturen hin-
ugefugt.

Verschicdene Model - Builder wurden fiir die Konstruktion von 3D - Strukturen, ausgehend von der



— 152 —

zweidimensionalen Connection Table geschricben. Der wohl bekannteste Vertreter dieser Art ist wohl
Concord bzw. Corrina {SG]. Aufgrund seiner hohen Geschwindigkeit wurde es zur Konvertierung vie-
ler vorhandener 2D - Datenbanken in 3D genutzt.

7.2.1. 3D - Substruktursuche

Das fiir dic 2D - Substruktursuche verwendete graphentheoretische Modell dient weiterhin als Grund-
lage fir die Struktursuche. Zusitzlich werden geometrische Restriktionen eingefiihrt, die eine Unter-
scheidung der Strukturen auf raumlicher Ebene erlauben.

Bei grofien Datenmengen ist wiederum ein effektives Screening crforderlich, um dic Anzahl der auf
Isomorphie oder Teilisomorphie zu testenden Strukturen zu minimieren. Einc Reihe von effektiven
Unterscheidungsmerkmalen liefert beispielsweise der von Varmuza verwendete Vektor zur Clusterana-
lyse. Die BASIC (Basel Information Center) [GK] Gruppe von Unternehmen stellte ebenfalls eine Liste
von Fragmenten zusammen, die spiiter Basis fir das Suchsystem des CAS ONLINE von STN Interna-
tional [DF] wurden. Inzwischen umfaBt diese Liste bereits einige tausend Screening - Eigenschaften,
die eine effektive Reduktion der Datenbasis bei Suchanfragen erlauben.

T Kanonische Numerierung von Molekiilen

In verschicdene Ansétzen wurde bereits die Fragestellung einer kanonischen Numerierung von Mole-
kiilen erlidutert. Darunter ist der wohl bekannteste der Morgan-Algorithmus [HLM], der vom Chemical
Abstract Service verwendet wird. Dariiber hinaus gibt es zu diesem Problem noch Arbeiten von Randic
[MR], Hendrickson/Toczko [HT] und die aus dem Dendral Projekt [LBFL] stammenden Ergebnisse.
Weitere Verdffentlichungen stammen von [KP], [SM], [SU] und [JG]. Wie man sicht, ist die kanoni-
sche Numerierung von Strukturen Gegenstand vieler Bemiihungen. Letztendlich beruhen alle Algorith-
men auf einem &hnlichen Grundprinzip. Die Molekiile werden als Graphen dargestellt und es wird
versucht, anhand augezeichneter Eigenschaften eine eindeutige Darstellung zu finden. Die Unter-
schiede der Verfahren beschrinken sich in der Regel ausschlieBlich auf die Art der verwendeten Eigen-
schaften. Morgan hat beispielsweise bei seinen Uberlegungen noch keine stereochemischen
Eigenschafien einbezogen, da diese zur damaligen Zeit irrelevant erschienen. Wipke/Dyott versuchen
in [WD] den Algorithmus um diese Komponente zu erweitern. Weit verbreitet ist bei der Wahl der
Eigenschaften auch der Einsatz der sog. Topologischen Indizes. ([RH])

Die verwendeten Eigenschaften sind in der Regel lokale Eigenschaften, d. h. Eigenschaften, die bei der
vorliegenden Molekiilschnittstelle durch die dom - Funktion dargestellt werden. Eine dariiber hinausge-
hende Beziehung vergleichbar der ref - Funktion findet man beispielsweise als Erweiterung der Con-
nection-Table in [KP]. Eine Klassifizierung beziiglich globaler Eigenschaften, wie sie beispielsweise
bei der Beriicksichtigung bereits bekannter Isomorphismen in Kapitel 4.4, gezeigt wird, ist nicht vor-
handen.

Der Vorteil des vorliegenden Algorithmus liegt also vor allem in der Méglichkeit, relativ schnell neu
charakteristische Eigenschaften molekularer Strukturen berticksichtigen zu kénnen. Dariiber hinaus
bietet er dic Moglichkeit Eigenschaften zu implementieren, die nicht ausschlieBlich auf Atom by Atom
Bezichungen beruhen.

Durch den Einsatz der iterierten Klassifizierung wird eine zusitzliche, friihzeitige Einschrinkung der
Kandidatenmenge erreicht, so daBl gegeniiber klassischen Verfahren, vor allem bei groBen Strukiuren
ein erheblicher Geschwindigkeitsvorteil zu erwarten ist.
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