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FORMALE BEGRIFFSANALYSE UND MATERIALKUNDE:
Zur Archiiometrie altigyptischer glasartiger Produkte

Huns-CGieorg Bartel
Institut fiir Chemie der Humboldt-Universitéiit zu Berlin, Hessische StraBe 1-2, 10115 Berlin

In memoriam FRITZ HINTZE (1915-1993), des verdienstvollen Forderers der Mathematik und Informatik
in der Archaometrie, Agyptologie und Meroitistik, aus Anlaf seines 80. Geburtstages am 18. April 1995

1. Zum Verhiiltnis von Archidometrie, Chemometrie und Mathematischer Chemie

Es ist vielleicht nicht sofort verstandlich, wie eine Arbeit zu chemometrischen und ar-
chaometrischen Untersuchungen dem Gebiet der Mathematischen Chemie zugeordnet werden
kann. Aus diesem Grunde seien kurze Anmerkungen iiber den Inhalt und das Anliegen der Wis-
senschaftskomplexe Chemometrie und Archdometrie an den Anfang der Ausfithrungen gestellt.
Chemometrie wurde definiert als eine chemische Disziplin, die mathematische und sta-
tistische Methoden (und Methoden der Informatik) anwendet, mit dem Zweck, optimale expe-
rimentelle, chemische Methoden zu entwichkeln oder auszuwihlen, und mit dem Zweck, ein
Maximum an relevanter, chemischer Information aus chemischen (Mef3)-Daten zu erhalten.* !
(S. 131). Dieser Inhalts- und Zielbestimmung kann in Hinblick auf die Analytische Chemie die
Feststellung an die Seite gestellt werden: | Dariiber hinaus konnte die Chemometrik auch Ele-
mente einer Theorie der Analytik liefem.* 2 (S. 3). Weiterhin ist es méglich, ,.daB die Chemo-
metrie ... eine dhnliche Rolle fiir die theoretische Chemie spielen kann, wie die Boltzmann-
und Quantenstatistik fiir die Physik * 3 (S. 268)

Die Archiometrie ist zu einem guten Teil als eine Spezialisierung der Chemometrie mit
archdologisch relevanter Fragestellung und I[nterpretation zu verstehen. Allgemein wird unter
dieser Forschungsrichtung die , Untersuchung, Identifizierung und Altersbestimmung, auch
Echtheitsnachweis und Konservierung archiologischer Objekte und Kunstgegenstande mittels
naturwissenschaftl. (chemischer, physikalischer, mineralogischer, petrographischer, botani-
scher) Methoden®™ 4 verstanden. Die Rolle, welche verstandlicherweise die Mathematik in der
Archiometrie spielt, wird nicht zuletzt betont, wenn es im Zusammenhang mit dem "29th In-
ternational Sympesium on Archacometry” 1994 in Ankara heiBit: "The following scientific ses-
sions will be included: ... 6. Mathematical methods and data management, . " 5. Wenn R.C.A.
ROTTLANDER als vierten Schritt der archaometrischen Arbeit ,Die ebenfalls wieder system-
iiberschreitende Ubersetzung des naturwissenschaftlichen Ergebnisses in eine archaologische
Auskunft oder einen archdologisch brauchbaren Befund* © (S. 11-12) nennt, so wird auch
damit indirekt auf den notwendigen Einsatz mathematischer Methoden hingewiesen. Diese
Anmerkungen mogen genigen, um die Richtigkeit der folgenden Aussagen anzudeuten:
,Durch Anwendung und Auswahl geeigneter mathematischer Methoden ist die Archiometrie
als Teilgebiet der Chemometrie zu verstehen.” und ,.Chemometrie ist eine Teildisziplin der
Mathematischen und damit der Theoretischen Chemie.” Unter Benutzung der hier sicher ak-
zeptierbaren Transitivitit ist somit auch die Feststellung .Die Beschaftigung mit ma-
thematischen Methoden 1m Rahmen der chemiebezogenen Archiometrie ist der Mathemati-
schen Chemie zuzuordnen.” als wahr anzuerkennen. Dann aber erhilt der Satz von OF.
PoLANSKY Bedeutung, der dem ersten Heft der Zeitschrift MATCH vorangestellt wurde: "The
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goal of MATCH - Mathematical Chemistry - then, is to bridge the gap which currently exists
between chemistry and mathematics.” 7 (S. V).

2. Einige Grundbegriffe der Formalen Begriffsanalyse

Die chemische Analytik wird in der Archiometrie hauptsichlich mit dem Ziel einge-
setzt, auf der Basis der chemischen Zusammenset eine Kl mnteilung vorzunehmen,
aus welcher Fragen nach der Herkunft der unterschiedlichen Objekte, ihrer Technologie, dem
Produktionsumfang, dem Warentransport u.a. einer Beantwortung niher gebracht werden (vgl.
z.B. 3-10), Die hierzu eingesetzten mathematischen Verfahren gehoren der Cluster-, Faktoren-
und Diskriminanzanalyse an. Als reprisentative Auswahl sei auf die Arbeiten 8.!1-15 hingewie-
ser.

In der vorliegenden Arbeit soll die in der Darmstidter Schule der Verbandstheorie von
R. WILLE entwickelte und bearbeitete Methode der explorativen Datenanalyse, die Formale
Begriffsanalyse (FBA) 1017 zur Anwendung kommen, die gegeniiber den genannten Metho-
den der Klassifikation einige Vorteile aufveisen kann. Da ihre Grundlagen bereits im Rahmen
der Theoretischen Chemie !8 als auch der Archiologie '9-2! eingefiihrt wurden, darf deren
Darlegung hier in Kiirze erfolgen. Auf ein einflihrendes Beispiel wird aber dennoch nicht ver-
zichtet,

Ausgangspunkt der Betrachtungen der FBA ist ein (einwertiger) Kontext I' = (G,M J).
Hier bedeuten G die Gegenstands- und M die Merkmalsmenge. J ist eine binire Relation zwi-
schen G und M, also J = G » M, wobei gdm gelesen wird als: ,g € G hat das Merkmal m e
M-, Als Beigpiel wihlen wir die vier (irdischen) Elemente des ARISTOTELES (384-322 v.Chr.)
und die ihnen von ihm zugeordneten Eigenschaften, wie sie aus Abb. 1 abzulesen sind (vgl
zB.S. 71in 22 und 8. 58 in 23). Hier ist Gg = {Lufi, Feuer, Erde, Wasser} und Mg = {warm,
kalt, feucht, trocken}. Die Relation Jg ergibt sich aus der Abb. 1, so dab sich der Kontext
ELEMENT in Form der Tabelle 1b darstellen LiBt.

Luft (aer)
Feuer warn Seucht Wasser
(ignis) frocken kalt (aqua)
Erde (terra)

Abb. 1 Die Elemente des ARISTOTELES und ihre Grundeigenschaften

Tabelle | Kontexte zum Demonstrationsbeispiel (a: der mehrwertige Kontext QUALIS,
b: der Kontext ELEMENT, ¢: die Skala SCGP1, d: die Skala SCGP2)
(F - Feuer, E - Erde, W - Wasser, L - Luft, w - warm, k -kalt, t - trocken, f-feucht
0°- Beppog, y — wuxop, § — Enpog, v — Dypdc)

Gpl | Gp2 w | k t f
Floeo 2 F | X X w | k t f
E | y E E X | X 8| X £l X
Wy v W X X X v X
L]|o#o v L|X X
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In Hinblick auf den Kontext I' definieren wir die Menge A' der gemeinsamen Merkmale
der Gegenstinde einer Teilmenge A < G und die Menge B' der Gegenstinde, die alle Merk-
male aus B < M haben:

A={meM|VgeA:gim}

B':={g eG|¥YmeB:gdm}.
Tabelle 2 zeigt fiir alle Teilmengen (einschlieBlich der gesamten Menge und der leeren Menge
@) Avon Gg und B von Mg des Kontexts ELEMENT die Mengen A' und B'.

Als formaler Begriff des Kontexts [

Tabelle 2 wird jedes Paar (AB)mit Ac G, Bc M,
Die Mengen A' und B fiir alle Teilmengen A =B und B' = A bezeichnet. A heibt der
von Gg und Mg des Kontexts ELEMENT Umfang, B der Inhalt des Begriffs. Die
(Akiirzungen wie in Tabelle 1) Menge aller Begriffe zum Kontext I' sei
B(I'). Aus dem Kontext ELEMENT lassen
AcGg| A BcMg| B sich zehn Begriffe bilden, die in der dritten
FLWE |@ 117Z] FLWE Spalte der Tabelle 2 durch Nummermn ge-
FLW o wkf & kennzeichnet wurden.
FLE o5 wkt 1] Die Halbordnungsrelation < in der
LWE o wif o Begriffsmenge &(I") mit
FWE @ ktf & (AB)<(Y,2): >AcY (o ZCB),
FW (%] wk & wobei (A,B) und (Y,Z) Elemente von #(I)
FL w 2w FL sind, heibt Unterbegriffsrelation und ihre
FE t 3t FE inverse Relation, also >, Oberbegriffsrelati-
W f 44f Lw on. (A,B) ist dementsprechend ein Unter-
WE k 51k WE begriff zum Oberbegriff (Y,Z). Die geord-
LE @ e @ nete Menge (6(I"),<) bildet einen vollstin-
1; $ f‘; v":‘f i digen Verband, den Begriffsverband. Gra-
B % olit E phisch lift sich dieser in Form eines Li-
niendiagramms darstellen, dessen Kon-
w K o ke ol struktion hier nicht wiederholt werden soll
2 whtf | 10]wietf 2 (s. dazu z.B. 16-19) Das Liniendiagramm

zum  Begriffsverband  des  Kontexts
ELEMENT zeigt Abb. 2.

Als Gegenstandsinhalt wird die Menge @' = {g}' = {m € M | gJm} zu einem Gegen-
standes g € G bezeichnet. Entsprechend heift m' = {m}' ={g € G | gJm) Merkmalsumfang
von m € M. Der Gegenstandsbegriff yg des Gegenstandes g € G und der Merkmalsbegriff um
des Merkmals m € M sind definiert als yg = (g",g') bzw. um = (m',m"). Die Begriffe 6 bis 9
mm Kontext ELEMENT sind die vier Gegenstandsbegriffe, die Begriffe 2 bis 5 die vier
Merkmalsbegriffe.

Aus dem Begriffsverband zu einem Kontext I' kann man die Merkmalsimplikationen
dieses Kontexts erhalten. Unter einer solchen versteht man ein Paar P—>C von Teilmengen P
und C von M, wobei die Implikation P—>C im Kontext I gilt, wenn P’ < C' (C < P") gilt, d.h..
wenn jeder Gegenstand aus G, der alle Merkmale aus P (Priimisse) hat, auch alle Merkmale
von C (Conclusion) besitzt. Die Giiltigkeit der Implikation P—>C wird durch P = C symboli-
siert. Da die Anzahl der giiltigen Implikationen eines Kontexts gewdhnlich sehr grof ist, be-
nutzt man eine reduzierte Implikationsliste, aus welcher man mit Hilfe von wenigen Regeln alle
iibrigen Implikationen erzeugen kann. Eine solche Basis von Merkmalsimplikationen ist dieje-
nige, die nach V. DUQUENNE und J.L. GUIGUES 24 aus dem Kontext gewonnen wird. Weiter-
fiihrende Einzelheiten kénnen unter anderem aus 117 und 25 entnommen werden.
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Eine Datentabelle, in der mindestens
ein Merkmal Werte mit mehr als einer Aus-
prigung annimmt, ldft sich durch einen
mehrwertigen Kontext = = (G MW,R)
beschreiben. G und M haben dieselbe Be-
deutung wie im einwertigen Kontext I. W
ist die Wertemenge und R eine ternére Re-
lation R ¢ G x M x W, wobei das geord-
nete Tripel (g mw) € R gelesen wird als:
Der Gegenstand g € G besitzt beim
Merkmal m € M die Ausprigung w € W™
Wenn man im FElementeschema des ARI-
STOTELES die Gegensatzpaare ,warm/kalt"
= Gpl und ,feucht/trocken™ = Gp2 als
Merkmale auffaft, so ist das Schema der
Abb. 1 in den mehrwertigen Kontext
QUALIS (Gq.Mq Wq.Rq) der Tabelle 1a

Abb.2 Liniendiagramm
zum Begriffsverband des Kontexts

ELEMENT : ;
{Abkiirzungen wie in Tabelle 1) iiberfiihtbar. Die Gegenstandsmenge st

wieder G = {Feuer, Erde, Wasser, Luft}.
die Merkmalsmenge Mg = {Gpl. Gp2}
und die Wertemenge sei Wgq = {Beppog,

yoxpog, Enpog, ypoc }. Ein Element von
Rq ist zB. (Wasser, Gp2, Dypig).

Um die FBA zur Anwendung bringen zu konnen, mul} ein gegebener mehrwertiger
Kontext = durch begriffliches Skalieren in einen einwertigen I' iiberfiihrt werden 26, Dazu wird
jedem Merkmal m ein einwertiger Kontext I'g(m) = (Gg(m),Mg(m),Jg(m)), die begriftliche
Skala, zugeordnet. Gg(m) sind die Ausprigungen, die das Merkmal m in = anehmen kann. Die
Merkmalsmenge Mg(m) und die Relation Jg(m) sind so zu wiihlen, daB der Begriffsverband
von ['g(m) eine fiir die Interpretation geeignete, moglichst klare begriffliche Struktur besitzt,
(Weitere Einzelheiten iiber begriffliches Skalieren und begriffliche Skalen s. 20.39 sowie 13 und
Abschnitt 6 (Anhang) dieses Aufsatzes.)

Im Falle des Kontexts QUALIS bietet sich fiir beide Merkmale je eine Nominalskala an,
welche in Tabelle lc bzw. 1d aufgeschrieben sind. Auch der Kontext ELEMENT kann als
Skala aufgefalit werden. Er ist dquivalent zur Vier-Krone bzw. zur zweidimensionalen di-
chotomen Skala. Die Grundbedeutung der letzteren ist die zweifache Dichotomie 26, was mit
dem Anliegen des ARISTOTELES im Zusammenhang mit seiner Elementetheorie in Ubereinstim-
mung ist. Andere Skalen werden unten genannt werden.

AbschlieBend sei bemerkt, dafl zum Aufsuchen der Begriffe eines Kontexts, der Be-
stimmung des Begriffsverbandes, der DUQUENNE-GUIGUES-Implikationenbasis usw. von B.
GANTER sehr effektive Algorithmen erarbeitet wurden 27, die dem auBerordentlich komfortab-
len Programm Conlmp von P. BURMEISTER 28, mit welchem auch die Ergebnisse der vorlie-
genden Arbeit erzielt wurden, zugrundeliegen.

3. Der mehrwertige Kontext (Datenmatrix) und dessen Skalierung

Als Beispiel aus der Archdometrie wenden wir uns den Untersuchungen von M.S. TITE
und M. BIMSON 2930 zu, Sie betreffen die chemische Zusammensetzung glasartiger Materiali-
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en aus den Sammlungsbestinden des Britischen Museums in London, die vornehmlich aus
Agypten stammen. In Tabelle 3 sind die mitgeteilten Analysenergebnisse zusammengestellt,
wihrend Tabelle 4 Auskunft iiber den Matenialtyp, die Herkunft und die zeitliche Einordnung
der Proben gibt. Die Abkiirzungen des Materialtyps bedeuten: AB - Agyptischblau(-Fritte), St
- glasierter Stein (Steatit), Fr - Fritte, gF - glasige Fayence, FC, FD, FE, FG - Fayencen
(unterschieden nach der Herstellungsart: C - cementation, D - direct application of glazing
mixture, E - efflorescence, G - addition of ground glass), die spezielle Terminologie kann aus
29 entnommen werden. Zu den Herkunftsorten in Agypten werden gewissermaBen zum Ver-
gleich Ninive in Mesopotamien und die Mittelmeerinsel Malta hinzugenommen. Die zeitliche
Zuordnung wurde in der vorliegenden Arbeit wegen der kiirzeren, zugleich ausreichenden
Ubersicht auf die altigyptischen Dynastien bezogen, wobei die Zeittabelle von E. HORNUNG 30
benutzt wurde. Im weiteren wird statt der Inventarnummer des British Museum zur Probenbe-
zeichnung die in Tabelle 3 bzw. 4 angegebene Ziffer verwendet.

Tabelle 3 Die chemische Z: zung der Proben nach 2930
Probe Masse-%
Nr. Name 8i0, [ CaO | CuO | NajO | K;0 | MgO | ALO; | FeO

01|BMRL 14121 | 645] 94| 209 09| 00| 07| 12| 24
02|BMRL 13714 | 659] 132| 188 04| 02| 07| 04| 04

03|EA 23318 680 02 00| 04| 00| 310 04| 00
04|EA 5570 702 123| 13.8] 24| 02] 06| 05| 00
05|BMRL 14414 | 76,6] 87| 107| 16| 05| 04| 06| 09
06| EA 5561 75.1] 113 69| 55| 08| 00| 04| 00
07|EA 5559 7531 114 62| 66| 00| 00| 05 00
08| EA 5564 744] 123 6] 59| 07| 00| 06] 00
09 [EA 34095 79.1] 6,9 21 97 03| 05| 08 06
10| EA 26975 82,0] 63 22| 40| 21| o5 1,7] 07

11|BMRL 23180 | 90.6] 0.6 14| 28| 09 o8l 27| o2
12|BMRL 23179 | 914| 03 07] 29| 10| 06| 19| 05
13|BMRL 23181 | 91,1] 0,5 00| 41| 10| 06| 27 00
14|BMRL 26946 | 89,7] 09 00| 40| 10| 07| 34| 00
15| BMRL 26943 | 94.2] 04 09 21| o8] 03] 13| 00

16 |BMRL 16321 | 96.6] 0,5 13] 11| o05] 00| 00| 00
17]TD 33 993 04 0,0/ 00] 00| 00] 03] 00
18|BMRL 16323 | 98,1] 02 00 09 02| 06| 00| 00
19[TD 523 99.0] 0,0 00 00] 00] 00] 05] 05

Eine Klassifikation der Objekte aus glasartigem Material verfolgt in erster Linie das
Ziel, mit Hilfe der chemischen Analyse (und gegebenenfalls mikroskopischer Beobachtungen)
die Einordnung einer Einzelprobe in die entsprechende Materialgruppe vornehmen zu kénnen,
was auf rein optischem Wege nicht immer oder nur irrtumbehaftet moglich ist.

Zu dieser Klassifikation sollen die Hilfsmittel der FBA herangezogen werden und einige
ihrer Vorteile im Vergleich mit Methoden der hierarchischen und nichthierarchischen Cluster-
Analyse dargestellt werden. Bei diesem Vorgehen dient die Tabelle 3 als mehrwertiger Kon-
text. Die Gegenstandsmenge wird von den 19 Proben gebildet, die Merkmalsmenge von den
Konzentrationen der acht genannten Oxide. Die Elemente der Wertemenge stellen die einzel-
nen Ausprig der Oxidgehalte dar.
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Tabelle 4 Matenaltyp, Fundort und zeitliche Emordnung der Proben
(Abkiirzungen s. Text)

Probe Material Herkunfi | Dynastie | Nr.
BMRL 14121 AB Malta rémisch | 01
BMRL 13714 AB Ninive 22-25 | 02
EA 23318 St Agypten 18-20 | 03
EA 5570 AB Theben 18-20 | 04
BMRL 14414 AB Agypten 26 05
EA 5561 Fr Theben 18-20 | 06
EA 5559 Fr Theben 18-20 07
EA 5564 Fr Theben 18-20 | 08
EA 34095 oF Agypten 2526 | 09
FA 26975 oF Agypten 25-26 | 10
BMRL 23180 FE Karnak 18-20 | 11
BMRL 23179 FE Karnak 18-20 | 12
BMRL 23181 FG Karnak 1820 |13
BMRL 26946 FG Karnak 1820 | 14
BMRL 26943 FE Karnak 18-20 | 15
BMRL 16321 FE Agypten 18 16
TD 33 FD Tell el Dab<a 19 17
BMRL 16323 FC Agypten 21 18
TD 523 FC Tellel Daba| 16-17 | 19

Als Vorbereitung fiir die Skalierung dieses Kontexts wurden die Konzentrationen fiir
jedes Oxid in Intervalle eingeteilt, die einerseits beziiglich ihres Umfangs sinnvoll, andererseits
im Sinne der Datenreduktion niitzlich sind. Diese Einteilung ist in Tabelle 5 gezeigt. Fiir SiO,
wird eine ordinale, fiir die anderen Oxidgehalte eine biordinale Skala benutzt.

Ein Beispiel fiir den letzteren Typ ist in Abb. 3 gegeben. Thre grundlegende Bedeutung
ist eine Ordination bei gleichzeitiger Klassifikation. Hier wurde in die beiden Klassen ,,mit“ und
,ohne” (Gehalt an entsprechendem Oxid) zerlegt, wobei die erstere zu einer nach steigendem
Oxidgehalt angeordneten Kette verfeinert wurde. Das Liniendiagramm einer Ordinalskala ist
eine Kette. Wiirde man im Kontext von Abb. 3 die erste Zeile und erste Spalte streichen, so
erhielte man den Kontext einer ordinalen Skala, deren Liniendiagramm die rechte Kette in Abb.
3 (Knoten a bis e) wiire.

Das Ergebnis der Skalierung ist der einwertige Kontext VITMAT (Tabelle 6). Die
Punkte dienen nur der Lesehilfe. Die Merkmale wurden durch ,jE* bezeichnet, wobei j die In-
tervallnummer nach Tabelle 5 und E die Bezeichung des chemischen Elements in der Oxidfor-
mel E O, ist.
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Tabelle 5 Intervalle [Masse%] und (Anzahl der Gegenstande)

Int.-Nr. Sio, CaO CuO Na,O
0 0(1) 0(6) 0(2)
1 64,5-65,9(2) | 0,2-0,9 (9) 0,7-2,2 (6) 0.4 (2)
7] 68,0-70,2(2) | 6.8-69(2) | 6.1-69(3) | 09-1.6(4)
3 74,4-76,6 (4) | 8,794 (2) 10,7 (1) 2,1-2,9 (4)
] 79,1 (1) 113-114 (2) 13,8 (1) 4,0-4,1(3)
5 82,0 (1) 12,2-12.3(2) | 18,8-20,9(2) | 5.5-6,6 (3)
6 89,7-91.4 (4) 13,2 (1) 9,7(1)
7 94,2 (1)
8 96,6-99,3 (4)
Int.-Nr. K,0 MgO AL O, FeO
0 0(5) 0(6) 0(2) 0(11)
1 0,2-0,3 (4) 0,3(1) 0,3-0,8 (10) 0,2(1)
2 0,5 (2) 0,4-0.5 (3) 1,2-1,3(2) | 04-0.5(3)
3 0,7-0,9 (4) 0,6-0,7(7) 1,7-1,9 (2) 0,6-0,7 (2)
4 1,0 (3) 0,8 (1) 2,7(2) 0,9(1)
5 2,1(1) 31L,0(1) 3,4(1) 2.4(1)
=0 (21 (>2|23]24|2>5
o x
a X
b XX
c X)X | X
d X[X|X|X
e X[X|X[X[X

Abb. 3 Kontext und Liniendiagramm einer
Biordinalskala

4. Die Klassifikation der Gegenstinde

Die formalbegriffsanalytischen Berechnungen mit dem Programm 23 ergaben fiir den
Kontext VITMAT eine Menge von 349 Begriffen und eine DUQUENNE-GUIGUES-Basis von
154 Implikationen. Um die Idee der Klassifikation, die an dem vorliegenden Beispiel erstmals
angewendet wurde, zu verdeutlichen, ist die Betrachtung eines Teilkontexts mit dem Ziel der
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Verringerung der Begriffsanzahl sinnvoll. Dazu wurde die Merkmalsmenge auf die drei Merk-
malsgruppen SiO,, CuO und FeQ eingeschrankt. Das Liniendiagramm des so erzeugten Kon-
texts SICUFE ist in Abb. 4 dargestellt. Wie bei der vorgenommenen Skalierung zu erwarten
war, zeigt es gewissermaflen einen Ausschnitt aus einer dreidimensionalen Gitterskala, in wel-
cher solche Gegenstandsbegriffe in ,rdumlicher Nihe liegen, deren Gegenstinde ihnliche
(ordinale) GroBen in den Merkmalen, hier also beziiglich der Gehalte an den drei genannten
Oxiden, besitzen.

Tabelle 6 Der Kontext VITMAT

1234567801234560123450123456012345012345012345012345
Nr. | $5588888CCCCCCCCCCCCCNNNNNNNEKKKKKKMMMMMMAAARAAFFFFFF

iiiiiiiiaaaaaaauvuuuuuaaaaaaa gggggglllllleeeeee
01 | %65 vy se D&, D © 6.6 S0.O ACIIIEE (RIS XXX .. . XX... . XXXXX
02 |Haw v o XXXXXX . XXXXXX....... p RN 26,5 GRS SN XX. ..
03 &% zems 2 208 Sied D Kt wipots 2, QRN b.$.5.5.0 155, RN NP
(17 B | CORPRTEER 5..5.0.5.C008 2.6.0 GEE 5.5 JUNPERS dRINSCPE b:® 4 SHNGRS ARSI
05 jXXX...... b6, CURPEES 0.6, G & SRR b & SURNPEE. & O S XXXX.
08 3Ry s EXXX. .. XX, .. XXXXX. . XXX. . X...... b SRR ST
07 {XXX...... XXXX...XX....XXXXX.X..... Hons wran SRR RS
08 | oo EXXXX. XX. .. . XXXXX. .XXX. . X...... T s S
09 |XXXX..... KW swin s & > SR XXXXXX.X..... R i W o XXX. .
10 |00, oo + Kios swain XAXX. . KEKXXX . XX. .. XXX, . . XXX..
11 [ XXXXXX...X...... s Tk XXX ... XXX, . .XXXX. XXXX..X....
12 |XEXXXX. .. .X.. e Xooo XXX, XKXXX . XXX, . XXX, . XX, ..
13 |XXEXXX. . .X..... Koo anns XXXX. . . XXXX. . XXX.. .XXXX .X.....
14 |XXXXXX...X..... Rl siops KXXX . . XXXX. . XXX.. XXXXXX_....
15 |XXXXXXX..X...... Koa wnn XXX, o o XKEK e Ko e b AP SRS
16 |XXXXXXXX.X...... - FR— K & & XX X i v I Konnq s
17 |XXXXXXXX .X..... Kisrs. s v Kss v 4 Ks 5w ey Rbsyiie, o urtte 7 w0
18 | XXXXXXXX.X..... Ko & 5ol XHosis v v K won XK. X oen s Kz v
19 |XXXXXXXXX...... Lo & wls iy s § 4 K & sm RKowieis siia HKisonis 4 XX. ..

Abb. 4 Liniendiagramm zum Kontext SICUFE
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Die Verallgemeinerung dieses Gedankens auf eine beliebige Anzahl derartig skalierter
Merkmale bzw. eine Gitterskala mit entsprechender Dimension fiihrte dazu, eine Klassifikation
der Gegenstiinde gemiB der Ahnlichkeit ihrer Gegenstandsbegriffe vorzunel Als MaB fiir
die Ahmlichkeit S(i,j) zwischen zwei Gegenstinden g; und g; beziiglich des skalierten Kontexts
wurde das Verhiltnis der Anzahl der ibereinstinmenden Merkmale in den beiden Gegen-
standsbegriffen yg; und ygj zur Gesamtzahl der in ihren iiberhaupt vorhandenen Merkmale ge-

wihlt:

card(gi' n gj)

card(gi' v gj")’

Dieses MabB entspricht dem (metrischen) TANIMOTO-Koeffizienten (vgl. 32 S, 24-27). Die Be-
rechnung der Ahnlichkeitsdreiecksmatrix kann direkt mit dem skalierten Kontext erfolgen.

Um eine Klassenzerlegung nach den berechneten Ahnlichkeiten vornehmen zu kinnen,
wurde eine MaBzahl S, vorgegeben, bis zu welcher zwei Gegenstinde gerade noch als dhnlich
angesehen werden sollen. Weiterhin ist es eventuell zweckmiiBig das Intervall [s,1) zu unter-
teilen: [S,51), [81,82), - » [Sg-1,8q), [Sg,1). Im vorliegenden Fall wurde cine vierfache Unter-
teilung mit S = 0,60, S4 = 0,67, 5o = 0,70 und s3 = 0,80 gewahit.

In einem ersten Schritt bei der Klassenzerlegung der Gegenstandsmenge werden dieje-
nigen zusammengefaBt, deren Ahnlichkeit s(i,j) = 1 betrigt (Das kann auch dadurch erreicht
werden, daB der Kontext beziiglich der Gegenstinde bereinigt wird 28.) Die weiteren Darle-
gungen beziehen sich somit auf eine Gegenstandsmenge G* c G, welche die Reprisentanten
der so gebildeten Klassen als Elemente enthilt. Die folgende Zerlegung von G* in Klassen
kamn vorteilhafterweise in graphentheoretischer Sprechweise (vgl. 33) vorgenommen werden:

« Bildung des vollstindigen Graphen mit der Knotenmenge G*, dessen Kanten

durch die Ahnlichkeiten s(i,j) < I bewertet sind.

« Loschen aller Kanten mit s(i,j) € [0,5,)

« (eventuelle) Anderung der Bewertung gemiB S(i,j) € [S,S1+1) = S*(ij) = sp

wobeir=0,1,...,qund Sg4q =1

o Durch Loschen von Kanten zerlege man den so gebildeten Graphen derart in

vollstindige Teilgraphen, daB die Summe aller Bewertungen der verbleibenden

Kanten maximal ist.
Die Gegenstinde, die den Knoten eines solchen Teilgraphen entsprechen, bilden die Elemente
einer Klasse, wobei aus den auftretenden Bewertungen auf die Stirke der Bindung der einzel-
nen Elemente untereinander innerhalb der Klasse bzw. auf den Klassenzusammenhalt geschlos-
sen werden kann. Die im letzten Schritt geldschten Kanten geben iiberdies Auskunfi iiber die
Bezichungen bestimmter Gegenstinde zu Klassen, denen sie bei der Zerlegung nicht zugeord-
net wurden, Das Aufireten derartiger Kanten deutet an, daB} die Einteilung in disjunkte Klassen
it ¢inem gewissen Grad an Willkiir verbunden ist.

Fiir den untersuchten Fall der glasartigen Materialien wurde unter Verwendung des
Kontexts VITMAT (Tabelle 6) der durch die ersten drei Schritte gebildete Graph als Relati-
onsschema in Abb. 5 dargestellt. Daraus kann eine Zerlegung in neun disjunkte Klassen gebil-
det werden, die in Tabelle 7a aufgeschrieben sind.

s(ij) =

5. Diskussion und Kl inhalt

Eine Auswertung des Ergebnisses in archdometrisch-archiologischer Sicht wiirde den
Rahmen dieser Darlegungen iiberschreiten, sie ist einer gesonderten Publikation 34 vorbehalten.
Die Tabelle 7b 1iBt aber fiir einen ersten Uberblick erkennen, daB die gefundene Klasseneintei-
lung vor allem in materialmaBiger, in gewissem Umfang auch in zeitlicher und ortlicher Hin-
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sicht sinnvoll interpretiert werden kann. Insbesondere ist das oben genannte Ziel, nach wel-
chem das Ergebnis der Klassifikation die eindeutige Zuordnung einer Probe in eine Material-
gruppe allein auf Grund ihrer chemischen Zusammensetzung erlauben sollte, sehr gut erreicht
worden. Tatsiichlich 148t der erste Abschnitt der Tabelle 7b erkennen, daB in jeder der neun
Klassen jeweils nur Proben eines der Materialtypen AB, Fr, gF, St oder {FC, FG, FE, FDj
vorkommen. Die von TITE und BIMSON 2930 zu dieser Unterscheidung, zusitzlich herangezo-
genen elektronenmikroskopischen Kriterien konnten also entfallen. Selbst nach der Herstel-
lungsart der Fayencen erfolgte eine eindeutige Klassenzuordnung, wobei nur der Typ FE eine
Ausnahme macht (s. Klassen Nr. 5 und 6).

021040607 08|01(05{09]10]11[12|13|14[15]16|18|17|19]03
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Abb. 5 Relationsschema fiir die Klassenzerlegung
®s=1,M08<5<1,807<5<08[00,67<5<07, O0,6<5<0,67

Sind andererseits Materialgruppen fiir zwei Klassen kennzeichnend, wie es fiir AB und
FC der Fall ist, so konnen die sich auf diese Weise in der chemischen Zusammensetzung wider-
spiegelnden Unterschiede in zeitlicher und lokaler Hinsicht erklirt werden, wie es aus der Ta-
belle 7b zu ersehen ist. Die beiden Agyptischblau-Klassen AB1 und AB2 unterscheiden sich
beziiglich der Zeit und des auBeragyptischen Fundorts. Allerdings ist dic Bindung innerhalb
jeder diese beiden Klassen nur schwach, wie der geringe s-Wert in Abb. 5 erkennen lifit. Un-
tereinander haben sie keine Beziehung. Hingegen zeigt die Probe 05 aus dem Agypten der 26.
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(Saiten-) Dynastie eine schwache Bindung zu den in etwa dieser Zeit hergestellten glasigen
Fritten. Auch die beiden Klassen, welche FC-Proben enthalten, unterscheiden sich zeitlich und
beziiglich des Fundortes. Hierbei ist dic Beobachtung interessant, daB die aus der Zeit der
asiatischen Fremdherrschaft der Hyksos (16./17. Dynastie) stammende, und in der Residenz
dieser Konige, dem heutigen Tell el Dab‘a, gefundene FC-Probe Nr. 19 eine eigene, von
FC2FE2 véllig isolierste Klasse bildet.

Tabelle 7 Ergebnisse der Klassifikation

o Nr.| Kiasse Objekte
A - Agypten 1 | ABI 02 04
Th - Theben 2 | AB2 0105
Ka - Kamak 3 | Fr 06 07 08
TD- Tell el Dab‘a, 4 | gF 0910
Ma - Malta 5 |FGFE1 | 111213 14
rgl-_r:;l::h 6 | FC2FE2 | 151618
7 | FD 17
8 | FCI 19
7a 9 | St 03
7
A F|F|F|F 16 | 18 22 TIM
Nr.|B |Fr|gF| C|G|E|D|Stj17]|20]21[24[25|26|r| A |Th|Ka|D| a |Ni
11X X X[ X X X
21X X[X]X X
B X X X
4 X XX X
i X | X X X
6 X X XX X X
7 X X X
8 X X X
9 X X X

Anm.: Ein X in Tabelle 7b bedeutet, da8 mindestens eine Probe der jeweiligen Klasse zu
der entsprechenden Matenalgruppe gehért, in der genannten Zeitspanne hergestellt wurde
bzw. an dem erwihnten Ort gefunden wurde.

Wie oben erwihnt, werden in der Archiometrie zur Klassenbildung bevorzugt Verfah-
ren der hierarchischen und in selteneren Fillen der nichthierarchischen Cluster-Analyse einge-
setzt. Aus diesem Grunde wurden zum Zwecke des Vergleichs ebenfalls derartige Berechnun-
gen unter Verwendung des Datensatzes in Tabelle 3 durchgefithrt, wobei das EUKLIDische
Distanzmall benutzt wurde. Die Ergebnisse fiir die Zerlegung in vier bis sieben Cluster mit
Hilfe der sieben agglomerativen hierarchischen Verfahren des Programms HIERCL von H.
SPATH 32 (8. 162-175) bzw. mit dem nichthierarchischen Verfahren KMEANS 32 (S 68-75)
zeigen die Tabellen 8 und 9. Es ist leicht zu sehen, dal} diese Resultate viel schwieriger zu in-
terpretieren sind als die soeben genannten. So enthalten die Tabellen 8 und 9 unterschiedliche
Ergebnisse in Abhingigkeit von der Wahl der Clusteranzahl und Startpartition (KMEANS)
bzw. der HIERCL-Variante. Auf diese Weise wird also kein emdeutiges Ergebnis hinsichtlich
der Klassenzerlegung erhalten. Die aufiretenden Schwierigkeiten bei der Auswertung miifiten
durch die Anwendung weiterer Algorithmen (s. z.B. 35-38) vermindert werden, d.h.. die Will-
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kiir bei der Aussonderung der fiir die Interpretation ,.geeignesten™ Klassenzerlegung durch
mathematische Methoden eingeschrinkt werden. Diese Vorgehensweise entfilit bei dem hier
vorgestellten Verfahren.

Tabelle 8 Agglomerative hierarchische Cluster-Analyse mit HIERCL
(vor dem Materialtyp die Anzahl)
HIERCL-Varianten: | single linkage, 2 complete linkage, 3 average linkage, 4 median.
5 average linkage (weighted), 6 centroid, 7 WARD's method
* Malta & Ninive, + Theben & Agypten, # Karnak, © Kamak & Agypten

[ Methode | Cluster 1] Cluster 2 | Cluster 3 | Cluster 4 | Cluster 5 | Cluster 6 | Cluster 7
AB (426 2FC
HIERCL St 3Fr | AB (N | 4FE
1-6 2 gF 2 AB* 2 FG
FD
2 AB* 2FC
HIERCL St 3Fr 2 AB* 4FE
7 2 gF 2 FG
FD
2 FC
HIERCL St AB (A26) 2AB* | AB ik 2 gF 4 FE
1,3.4,5 3Fr 2FG
FD
HIERCL AB (a26) | AB )| 2 FG 2 FC
2 St 3Fr 2 AB* 2 FE# 2 gF 2 FE°
FD
2FC
HIERCL St AB a2 | 2AB* |ABmag| 3Fr 4 FE
6 2gF 2 FG
FD
HIERCL 2 AB* 2 FG 2 FC
7 St 3Fr 2 AB* 2 FE* 2 gF 2 FE°
FD
2 FC
HIERCL St AB a2y | 2 AB* | AB muxg) gF F 4 FE
1 3 Fr 2 FG
FD
HIERCL AB (A26) 2FG 2FC
2.3 St 3 Fr 2AB* |ABmngy| 2gF 2 FE¥ 2 FE°
FD
2 FC
HIERCL St AB @z | 2AB* |AB k| 2gF 3Fr 4FE
46 2FG
FD
“HIERCL AB 4a0) 2FG 2 FC
5 St 3Fr 2AB* |ABmnxy| 2gF 2 FE* 2 FE°
FD
HIERCL 2FG 2 FC
7 St 2 AB* 2 AB* 3Fr 2 gF 2 FE* 2 FE°
FD
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Tabelle 9 Nichthierarchische Cluster-Analyse mit KMEANS
(vor dem Materialtyp die Anzahl der Gegenstinde, Opt.-Par.: Optimierungsparameter)

Opt.-Par. | Cluster 1 | Cluster 2 | Cluster 3 | Cluster 4 | Cluster 5 | Cluster 6 | Cluster 7
AB (A26) 2 FC
3834 St 3Fr |ABmay| 4FE * Malta
2 gF 2 AB* 2FG & Ninive
FD
2 FC + Theben
280,5 St AB (az6y | AB (ThNK) 2 gF 4 FE & Agyp—
3Fr 2 AB* 2 FG ten
FD
AB (A26) | AB (mhNK) 2FG 2FC # Kamak
250,4 St 3Fr 2 AB* 3FEY | FE s
2 gF FD
j 3Fr 2FG 2FC
187,4 St 2AB* | 2AB* 2 gF 3FE* | FE@us
FD
AB A26) | AB (1eNK) 2 FG 2FC
147,5 St 3Fr 2 AB* 2 gF 3FE* | FE@&us
FD
2FG 2FC
97,1 St 2 AB* 2 AB* 2 gF 3 Fr 3FEY | FEam
FD

AuBlerdem gehoren die Proben eines Clusters in mehreren Fillen verschiedenen Mate-
rialtypen an, so da} eine Interpretation in archiometrisch-archiologischer Hinsicht, wie sie
gerade unter Verwendung der in den Tabellen 7a und 7b dargestellten Resultate gar nicht
moglich wiren. Das mit der Klassenbildung angestrebte Ziel der Zerlegung in Matrialklassen
wiire nicht erreicht worden.

Es muB aber noch auf einen hervorragenden Vorteil bei der Anwendung der FBA hin-
gewiesen werden, namlich die bei der Anwendung der Cluster-Analyse-Methoden nicht vor-
handene Moglichkeit, Aussagen iber die inhaltliche Seite der gefundenen Klassifikation zu
erhalten, d.h., eine Erklirung fiir das Gemeinsame der Gegenstinde in einer Klasse. Dazu ist
der mehrwertige Ausgangskontext durch das Merkmal der Klassenzugehérigkeit zu ergéinzen.
Bei der Bildung des einwertigen Kontexts ist es natiirlicherweise nominal zu skalieren. Allein
ein Sortieren dieses erweiterten Kontexts nach den Klassenmerkmalen i3t bereits verbindende
(und auch trennende) Merkmale innerhalb der einzelnen Klassen erkennen. Andererseits kon-
nen mit Hilfe der mit diesem Kontext ermittelten Merkmalsimplikationen Aussagen iber das
Gemeinsame und den Inhalt der Klassen gewonnen werden. Das aber ist letztlich das Ziel jeder
Klassifikation,. Wenn man bedenkt, dall mit der Cluster-Analyse und dhnlichen Verfahren ge-
wohnlich nur eine Zerlegung der Gegenstandsmenge in Klassen erreicht wird, so mubl diesem
'Vorteil der FBA hochste Wertschitzung zukommen

Um das Gesagte am Kontext VITMAT zu demonstrieren, wurde eine biordinale Skalie-
rung des SiO,-Gehaltes vorgenommen, um auf diese Weise zwei Klassen zu erhalten, die mit

wenig® (w) und ,viel“ (v) bezeichnet werden konnten. Sie enthielten jeweils eine ordinale Ab-
folge mit vier Gliedern. Daraus ergibt sich eine Umbenennung der Merkmale jSi — wjSi (j < 4)
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und jSi — v(j-4)Si (j > 4). Der um die Klassenzugehorigkeit erweiterte und bereits sortierte
Kontext VITMATCL ist in Tabelle 10 gegeben.

Tabelle 10 Der nach den Klassenmerkmalen sortierte Kontext VITMATCL
(beziiglich der Klassennumerierung s. Tabelle 7)

WWWWVVVY Klassen
1234123401234560123450123456012345012345012345012345 |ccccccoce
Nr. | $8588SS5SCCCCCCCCCCCCCNNNNNNNKKKKKKMMMMMMAAARAAFFFFFF | 111111111
iiiiiiiiaaaaaaauuuuuuaaaaaaa gggggglllllleeeecee 123456789
03 PP euia X b (SRR ) CRERSEEN b CERSPIRIE XXXXX . X o CENE A (S e X
02! EX s wix p05.6.6.5.85 4.6.6.6.6. NN Koz XXX Hrararasws XX > SRS
04 IXX..ouinsa XXXXX . XXXX . XXX....X..... XXX X p ISR o o et
06 |XXX...... b, 05,0 SR o (RIS o & & & (IS o, Ty (RIPTR X Kiveiamar b TR
07 XXX...... XXXX. .. XX. ... XXXXX . X..... . PR X Kovra: iy Kircors i
08 FALN e s o0 XXXXX. . XX. XXXXX . XXX, . X...... X AR Xl rewen
01 FXoeo o st XXX XXXXX . XX . Ko B S XXX XX XXXXX X Ao
05 [IXEXX....i.. XXX .90 CERES ¢ SRR XX XX b S XXXX Xesssiention
09 XXXX..... b6 SNST 2 SOPTITI XXXXXX . X..... XX 3 S XXX X o
10 X K eararwoand Kowwram KXXX . . . XXXXX . XX XXX XXX Wsaiaiags
11 XX Kesar ayeiasa: > SEHSERNES XXX XXX, . LXXXX. LXXXX . WX o X
12 XX >, CORMER. p, . XXX SKXXX . XXX XX XX X
13 XX R, b, TSR KXXX. . . XXXX. . XXX XXXX . X..... X
14 XX Kioiois sie %, SR XXXX. . . XXXX. .XXX KXXXXX. . ... X
15 XXX..X...... X..... XXX XXX Koatioimicario XX Revsomecerm Nremsniese X
16 SR Kes e > S XX..... XX 7 R, .S RO AR [N, X
B 4 XXXX.X..... Xiiibivigs. i P 6 Lo ussin XXX..X..... > (VUG [N, X
17 XKXXX.X..... Keswmwii e R avia o P, RO X 2 ST | PR X
19 XXX, . ... Rviws o Ko smrss K fae Xsnes s G e & SRl PR X

Einen Ausschnitt der mit dem Kontext VITMATCL ermittelten DUQUENNE-GUIGUES-
Basis zeigt Tabelle 11. Aus ihnen ist neben vielem anderen zu ersehen, daB die Gegenstinde
der Klasse ABI einen relativ hohen CaO- und CuO- sowie einen mittleren MgO-Gehalt ge-
meinsam haben, wihrend sie sich beziiglich Na;O und FeQ gravierend unterscheiden. (Das
ergibt sich aus der ersten Zeile der Tabelle 11, die man etwa so lesen kann: Immer wenn eine
Probe (Gegenstand des Kontexts VITMATCL) zur Klasse AB1 gehort [Primisse P], so hat sie
auch zumindest ein Minimum an SiO,, mindestens einen CaO-Gehalt aus dem Intervall 5 (s.
Tabelle 5), mindestens einen CuO-Gehalt aus dem Intervall 4, enthdlt wenigstens etwas an
K;0, hat mindestens einen MgO-Gehalt aus dem Intervall 3 und zumindest etwas Al,O5
[Conclusionen C], wihrend es beziiglich der Konzentrationen an Na,O und FeQ offensichtlich
keine verbindende Aussage gibt: AB1 = w1Si 1..5Ca 1..4Cu 1K 1..3Mg 1AL) Bei der
anderen Agyptischblau-Klasse AB2 liegt der gemeinsame Gehalt an CaO, CuO und MgO et-
- was tiefer als in AB1, dafiir stimmen sie aber in einem recht hohen FeO- und einem kleinen
NayO-Gehalt ebenfalls iiberein. Ein trennendes Merkmal ist der Anteil an K>O. Der Unter-
schied zwischen diesen beiden Klassen liegt somit in den CaO-, CuO-, MgO- und vor allen
FeO-Konzentrationen begriindet. Im Rahmen dieser Arbeit mogen diese Ausfiihrungen genii-
gen, zumal ein gesonderter Aufsatz den Merkmalsimplikationen der FBA und ihrer Anwen-
dung gewidmet sein wird 40,
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Tabelle 11 DUQUENNE-GUIGUES-Implikationsbasis zum Kontext VITMATCL (Ausschnitt)

WWWWYVVV
1234123401234560123450123456012345012345012345012345 & &
858SSSSSCCCCCCCCCCCCCNNNNNNNKKKKKRMMMMMMAAAAAAFFFFFF BFBg

iiiiiiiiaaaaaaauuuuuuaaaaaaa gggggglllllleeeceee 1r2F

PPPPPC.PPPPPC
+ w2 PCCCC. . PCCC. . PPP, ... P
CECC.uCCus s
.PCCC...PC....
PCCC... o CCuims B
.PPPP...PP.... .C..
PPP...PP....PPPCC.P el
s COC e Bl s ok S P
e BCC s OO e siaiaiais smis e
TS o) T I L . *= e )
PO - o o/ 0K o TS .| SRR cec. o .
R ) 6 ol 641) <) HPRE o SNSRI PPC.. 5 il
«<PPPPC.PP....P...... PPP.. o e
e G CCCC i i cc B
..... P.....PPPC...P.....PP -C
s Pluse s PRER s Poason ik PP €
..... Cecs o0 COCCH. OCCCPLCC. o +sC
BTIa ) -) e Piicavarits PPPP...PPPPC.PP... .P
CCCC.usasCCavisn Cinwes CECCCP:Civvi o0 CCuin =G
CCCP... o CCsna o € +sCCCCCC.C.vaus CC%ie e e
PPPC.....PP..... P.....PPPPPC.P.....PP. ..P

Es ist aber zu betonen, daf} sich solche und dhnliche Aussagen immer auf den gegebe-
nen Kontext bzw. die Datenmatrix beziehen, d.h., wie bei jeder explorativen Datenanalyse muff
beachtet werden, daf die erzielten Resultate fiir eine Hypothesenbildung oder -stiitzung wert-
voll sind, jedoch niemals mit ihnen ein Beweis gefiihrt werden kann. So kénnen die Betrach-
tungen iiber die Agyptischblau-Klassen Hinweise auf die Technologie oder zu Fragen des Aus-
tausches von Waren bzw. technologischem Wissen geben, zu ihrer Fundierung miissen aber
sowohl weitere Proben als auch andersartige Daten und Aussagen betrachtet werden. Dafy aber
gerade die FBA fiir die Aufgabe der Hypothesenbildung und -stiitzung ein besonders gut ge-
cignetes Werkzeug ist, hoflt diese Arbeit aufgezeigt zu haben. Hierbei ist zu beachten, dah die
Maglichkeiten der FBA noch weitaus umfangreicher sind, als sie geschildert wurden. So sind
die Darlegungen dieses Aufsatzes in vielerlei Hinsicht auch fiir die theoretische Analytische
Chemie nur als ein erster Hinweis auf dieses Gebiet der Ordnungs- bzw. Verbandstheorie an-
zusehen.

6. Anhang: Uber begriffliches Skalieren und begriffliche Skalen

Wenn man von Skalieren spricht, so meint man damit die Herausbildung formaler Mu-
ster, um damit gegebene Daten zu analysieren. Es sei nun w(m) eine Menge von Werten oder
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besser Ausprigungen eines Merksmals m und G eine Gegenstandsmenge. Jeder Wert von
w(m) ist mindestens einem Gegenstand aus G zugeordnet, umgekehrt braucht aber nicht jedem
Gegenstand ein Wert zugeordnet zu sein. Auf diese Weise ist eine Spalte einer Datematrix, die
auch Leerstellen (missing values) enthalten darf, beschrieben. Die so gegebene Daten- oder
Wertemenge W(m) begrifflich zu skalieren, bedeutet die Schaffung eines formalen Musters in
Form eines (einwertigen) Kontexts bzw. des ihm zugehdrigen Begriffsverbandes. Dabei soll die
Struktur des Begriffsverbandes die Bedeutung widerspiegeln, die fiir die Daten w(m) geben ist
oder welche ihr durch die Interpretation unterlegt werden. Der bei der Skalierung aufgestellte
Kontext Z(m) = (Ggm),Mzm,lzm) heibt die begriffliche Skala von m, wobei fiir die Skalenwer-
te Gymy = W(m) gilt. Die Wahl der Skalenattribute Mgy, und der bindren Relation Iy, hingt
von der erwihnten Bedeutung ab.

Haben die Ausprigungen etwa klassifikatorischen Charakter, hat zwischen ihnen also
nur die Gleichheitsrelation Giiltigkeit, wie das gewdhulich fiir Farben zutrifft, so wird man fiir
die Skalierung eines solchen Merkmals eine Nominalskala verwenden, die mit der Bedeutung
des Partitionierens verbunden ist. Allgemein liBt sich eine solche Skala als ¥ = (N,N,=)
schreiben, wobei N = {1, 2, ..., n} die Menge der ersten n natiirlichen Zahlen ist. Wenn w(m)
=n ist, kann man sich die Skalenwerte N als die Numerierung der Ausprigungen von m den-
ken und die Skalenattribute N als Bezeichnungen der Klassen. Fiir n = 3 ist der Kontext und
das Liniendiagramm der Nominalskala in Abb. 6 dargestellt, Beispiele fiir n = 2 (ohne Abbil-
dungen auf die natiirlichen Zahlenmengen) sind die Tabellen Ic und 1d.

1/ 2 3
Griin | Wei | Rot 1 3
grin 1| X 1 3
weill 2 X
rot 3 X

Abb. 6 Die Nominalskala ({1,2,3}, {1,2,3}, =)
bazw. ({griin, weill, rot}, {Griin, Weif, Rot}, = ) und ihr Liniendiagramm

Sind die Ausprigungen von W(m) Zahlen, z.B. MeBwerte, Haufigkeiten, Anzahlen u.i.,
50 kann es sinnvoll sein, ihnen die Bedeutung der steigenden bzw. fallenden Ordnung, eine
Ordination, Anordnung, zu geben. Die hierbei zu benutzende Skala ist in allgemein als (N,N,<)
bzw. (N,N,=) anzugeben, wobei N dieselbe Bedeutung wie bei der Nominalskala besitzt. Das
Liniendiagramm dieser (eindimensionalen) Ordinalskala ist eine Kette, wie bereits im Zusam-
menhang mit Abb. 3 erldutert wurde. Will man die Skala direkt in der angegebenen Form be-
nutzen, so muB man sich die Werte des betrachteten Merkmals auf die Menge der n ersten
natiirtlichen Zahlen abgebildet denken. Die Skalenattribute stellen dann die steigende oder fal-
lende Folge der Merkmalsausprigungen dar.

Mochte man die Werte von W(m) nicht nur anordnen, sondern auch zugleich Klassen
zuordnen, so muB man eine Multiordinalskala (fiir zwei Klassen eine Biordinalskala) verwen-
den. Mathematisch kann eine solche Skala als disjunkte Vereinigung von Ordinalskalen aufge-
schrieben werden. Beziiglich der Einzelheiten sei auf 29 und 17 (S. 30) hingewiesen. Statt der
strengen mathematischen Formulierung sei ein ein zu Abb. 3 zusitzliches Beispiel angefiihrt.
In der Abb. 7 werden einige Siuren und ihre Siurekonstante Ks aufgefiihrt (s. Abb. 7, ent-
nommen aus 41). Diese Merkmal gestattet cine Zerlegung der Siuren in die Klassen ,sehr
stark™ (ss), ,.stark™ (st), ,mittelstark* (ms) und ,schwach* (sw), die jeweils entsprechend der
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Merkmalswerte Ks ordinal verfeinert werden konnen. In Abb. 7 werden die entsprechende
Multiordinalskala und das Liniendiagramm des zugehorigen Begriffsverbandes gegeben.

Sciure Formel | Ks [mol1']
Chlorwasserstoffsiure | HCI 1,0-107
Salpetersiure HNOQ; 21
Fluorwasserstoffsiure | HF 6,2-10"
Orthophosphorsiure | H:POy4 7,5-107
Essigsiure CH;COOH 1,8.10°
Kohlensiiure H,CO, 43107
Ammonium-lon NH, 5,610
Wasser H,0 1,0.10"

Iss | 2ss | Ist | 2st | Ims | 2ms | Isw | 2sw

010" | /1] X | X

21 2| X

6,2:10" | 4 X

7,5-10° | 3 X | X

1,810° | 5 X | X

43-107 | 6 X

5610 7 X

1,0.10™ | 8 X | X
om| © @ @
%) On %] %]
@ @ 0 | ©
1] (%] %] Oy

Abb. 7 Das multiordinale Merkmal , Siurestirke™ Kg,
die zugehérige Skala und das Liniendiagramm des Begriffsverbandes
sowie das Schema der Tetraordinalskala Mm,n p.q = @menspeq

Im Text wurde im Zusammenhang mit dem Kontxt ELEMENT von mehrdimensionalen
dichtomen Skalen gesprochen. Eine dichtome Skala ® ist ein Kontext ({nein, ja},{nein, ja}.=)
(=g bezeichnet die Gleichheit von Elementen) bzw. ({0,1},{0,1},=) (s. Abb. 8). Ihr Verband ist
isomorph zu dem der Nominalskala #; und zu A, ). Eine p-dimensionale dichtome Skala ),
wird als p-faches Halbprodukt von 7D gebildet (Einzelheiten s. 20 und 7 (S. 31)). Firr eine
zweidimensionale dichotome Skala, wie sie der Kontext ELEMENT darstelit (Abb. 2) kann
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man folglich schreiben: @, = B x @ = ({0,1}%{0,1}, {1}x{0,1} w {2}x{0,1}, V} mit
(9,9 V(1. V) 1= gulupt.

Ja | nein
1 0 i ein
ja_ 11X ja nein
nein 0 X

Abb. 8 Die dichotome Skala und ihr Liniendiagramm

Mit dem Kontext SICUFE war ein Ausschnitt aus einer Gitterskala, deren Bedeutung
eine Mehrfachreihung ist, gegeben. Eine p-dimensionale Gitterskala Gm p_ wird als p-faches
Halbprodukt von Ordnialskalen O x @ p _x - (s.0.) gebildet.

Die Skalierung eines: mehrwertigen Kontexts (G,M,W,R) bedeutet nun, dafi allen
Merkmalen m € M eine begriffliche Skala zugeordnet wird, wie das fiir einige Fille soeben
beschrieben wurde. Technisch ist das so durchzufiihren, daB die Merkmale des mehrwertigen
Kontexts durch die Skalenattribute ersetzt werden und fiir jede Merkmalsausprigung in der
entsprechenden Spalte des mehrwertigen Kontexts die zugehorige Zeile im Skalenkontext
eingefligt wird. Schematisch zeigt diesen Vorgang Abb. 9.

m m [U]2]3 23
1 [x

gl |2 - 12 [X(X = |G XX
3 x[x[Xx

Abb. 9 Schematische Darstellung des (ordinalen) Skalierens eines Merkmals
in einem mehrwertigen Kontext
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