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1 Definitionen und Bezeichnungen

Es sel G = (V| £) ein Graph mit der Knotenpunktmenge V = V((') und der Kan-
tenmenge E = E(G). Mit n = a(G) = |V| (m = m(G) = |E|) werde die Anzahl der
Knotenpunkte (Kanten) von & bezeichnet. A = A{G) sei eine 0 - 1 - Adjazenzmatrix
von (G und [ = I(G) die n x n— Einheitsmatrix. Das charakteristische Polynom

(1) Pa(A) = det{A] — A)

wird als das charakteristische Polynom Pg(A) von G bezeichnet.
Ao heifle Eigenwert von G genau dann, wenn

(2) Pa(ho) =0

ist,

Ein Vektor xp = x(A¢) heifie ein zu Ay gehdrender Eigenvektor von G, falls
(3') (AO'I_A)‘X(J:G

gilt, wobei 0 = DB{(') einen n-dimensionalen Nullvekior darstellt.
Eigenvektor x; heifile normiert, falls

(4) | %0 |=1.



-238 -

Graph G heiBe trivialer Graph, falls n = n(G) = 1 und m = m(G) = 0 sind. Wir
setzen voraus, daBl ¢ zusammenhingend und schlicht (ohne Schlingen und Mehrtach-
kanten) ist.

2 Wegesysteme
Ein Wegesystem (WS5) von (7 ist eine Menge paarweise (knoten-)disjunkier Wege.

Ein vollstandiges Wegesystem (VWS) von G ist ein WS , welches alle Knoten-
punkte von (' iiberdeckt (Abb. 1).

1.1 Gy = G(Po) 12 G = ((P)
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1.4 G* = G(P")

Abb.1
Unter dem trivialen Wegesystem (TWS) von G verstehen wir dasjenige VWS,
dessen Wege triviale Graphen sind (Abb. 1.1).
Es sei Il = II(G) die Menge aller VWSe von G und P = P(G) € II €in VWS mit
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p=|P|Wegen P, j=1,2,....p.

Offensichtlich gilt: 1 < p < n. Werden die Kanten von P in & fett gezeichnet, so
erhalten wir eine Figur, welche wir mit G = G(P) bezeichnen wollen (Abb. 1.2). Weg
F; € P habe die (nicht notwendig verschiedenen) Endkuotenpunkte v;, vji; deshalb
schreiben wir auch P; =: P(v;,v;). Zundchst orientieren wir alle Kanten des Weges
P; von v; zu vy, wodurch P; in P = P(v;,v;s), P in P und G in G = G(P) iiber-
gehen (Abb. 1.3).

An Endknotenpunkt vy von I-D') fiigen wir eine zusiizliche gerichtele Kante

mo iy
{v;,v7) mit hingendem Endkuotenpunkt v7 an. Dadurch gehen F;, P und G in
P_-J’ = F(UJ-,UJ'), P* bzw. G = G(I—i') iber (Abb. 1.4).

Die Knotenpunkte v;, vy und v} werden als Quelle, Vorsenke bzw. Senke von
G* bezeichnet. Alle Knotenpunkie von G*, welche keine Quellen bzw. Senken sind
(also auch die Vorsenken), werden fortlaufend mit v, 1, vp4, ..., v, benannt. Fiir Kno-
tenpunkt v € V(}M;j') gebe t{v) die Anzahl der orientierten Kanten von f’;‘ an, die
zwischen v; und v angetroffen werden. Offensichtlich ist 7(v} = 0 genau dann, wenn
v Quelle von G* ist.

Ist v € V(ﬁ;) nicht Quelle, so gibt es genau einen Knotenpunkt & € V(PJ‘) mit
T(v) = 14 7(9). Es sei N(v) := N{it) — {v} die Menge aller Nachbarknotenpunkte
von o, welche von v verschieden sind. Ob ein VWS P € II fiir unseren (noch zu
beschreibenden) Algorithmus A geeignet ist oder nicht, kann mittels des lolgenden
Algorithmus M (Markierung) tiberpriift werden. Es sei V = V(é) = V(G). Die je-
weils aktuelle Menge der (z. B. mit “o”) markierten Knotenpunkte von G werde mit
Ve = V°(G) bezeichnet und es sei V° = VD((_';) = V —V? die jeweils aktuelle Menge
der nicht markierten Knotenpunkte von G.

Algorithmus M

(M.1) Markiere jede Quelle von G: setze
Vo= {u, v, 0}

(M.2} Es gibt keinen Knotenpunkt v € V° mit der Eigenschaft N{v') € V° : Das
gewahlte VWS ist nicht zuléssig.

(M.3) Es gibt cinen Knotenpunkt o' € V" mit N(v*) € V°. Seize V° := V°U {v'} und
V=T = ')
(M.4) Ist V¢ = V| so ist das VWS P = P(G) zulissiges Wegesystem (ZWS) von
.
Ein Algorithmus zur Konstruktion eines ZWS eines Graphen G wird in einer folgen-
den Arbeit publiziert.
IT = II((7) sei die Menge aller zuldssigen Wegesysteme von G. Offensichtlich gelten:
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(a) TI(C)) € IL(C3).

(b) Das TWS P, = P,(() ist stets ZWS von G.

(¢) Falls & = T ein Baum ist, so ist TI{(T) = TI(T’).
Beispiel: Fiir die in Abb. 2 gegebenen Wegesysteme gilt:

P, ¢ I1{G) und B, € TI(C).

vy

Uy

vy =4 Y10

Abb. 2

3 Algorithmus zur Polynom- und Eigenvektorbe-
rechnung

Gegeben seien der (schlichte, zusammenhingende) Graph (¢ und ein ZWS P € II(C).
Entsprechend 2. konstruieren wir die Figuren G, G und G~.

Algorithmus A:

Jedem Knotenpunkt v von " ordnen wir einen Vektord(v, A) = (d(v, A), da(v, A), .. dy(v, A))
mittels folgender Regeln zu.

(1) Falls v =wv;, 1=1,2,...,p, so setze

d(’U,‘, A) = (6|1:5:'21 FERY 5iy)-

wobel
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é

7]

1, falls ¢= .
— g = 2

{ 0  sonst, 5= Lifpegip
(1) Falls v keine Quelle ist, so gilt

d(v,A) = A-d(d,)) - %()d[u‘,A).
vEN(u

Mit (i), (ii) kann, da P € TI{G), jedem Knotenpunkt v von G* genau ein Vektor
d(v, A) zugeordnet werden. Wir bilden die n x p-Matrix

D(G,A) = (A" (v, A), d7 (w2, ), ooy T (0, AT
und die p x p-Matrix

DG, ) = (d7 (w5, A),d7 (03, N), ..., dT (v, A)T
Es gelten:

(5) Pa()) = det D (G, A).

Satz 2: Es sei A° Eigenwert von G und es sel y° elne nichttriviale Losung der Gleichung
(6.1) D*(G,»)-y° =0,

wobei 0 ein p-dimensionaler Nullvektor ist, dann ist

(6.2) x*=D(G, ) y°

ein zu A° gehorender Eigenvektor von G und alle Eigenvektoren von G kénnen auf
diese Weise ermittelt werden.

Beide Sitze sind Modilikationen von Sitzen aus [1].
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Beispiel: Fiir G* aus Abb. 1 finden wir:

v\ [dile ) dolv ) dslu, X)) dye,A) d5(‘U,A)J

" 1 0 0 0 0

iy 0 1 0 0 0

vs 0 0 1 0 0

vy 0 0 0 1 0

Us 1] 0 0 0 1 A

o] A 0 1 —1 0 Qi)
o) 0 A 0 S |

of —1 0 A 0 -1

v} -1 -1 0 A 0

v} 0 —1 -1 0 A J

of | A =1 A4l A+l =A+1 =A41

v | A+l AT-1 A4l =A+1 A+l

pe [=Apl =A%l Be=l <Nl =Xl DG, N
vi | A4+l A+ A4 AT—1 41

v; | —A4+ 1 A4l A4l A4 AT

Pa(A) = det D7(G, A) = A1® — 1545 4 7528 — 2405 — 165A% + 1200 + 12072 — 160\ + 43

AY = 1 ist fiinffacher Eigenwert von G.

Die Koordinaten eines zu A’ gehdrenden Eigenvektors sind in Abb. 3 an den Kno-
tenpunkien von G angetragen und die Koordinaten der vier weiteren Ligenvektoren
sind in Tab. 1 zusammengestellt.
Tab. 1: (o= %2~ 0,2887, §=1=0,1667, v= 2 ~0,2357)

L
6

2. Bigenv. 3. Figenv. 4.Eigenv. 5.Ligenv.
vy « 0 2 ¥
Uy 20 —a 3 —
U3 ] =20 *2,@ =)
Uy 0 0 —4p ¥
Vg 0 0 0 3‘]
vy —a o ¢} -
v a a 8 =9
vy —2a - il |
vy 0 2a -24 —
vy —a 0 23 #
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Abb. 3

4 Programmbeschreibung

4.1 Einfithrung

Das Programmsystem realisiert den in 3. beschricbenen Algorithmus zur Polynom-
und Eigenvektorberechnung. Es besteht aus den folgenden Programmteilen:

- Grapheneingabe und Uberpriifung des gewahlten VWSs auf Eignung fir Algo-
rithmus A mittels Algorithmus M

- Berechnung des char. Polynoms P (A) nach Algorithmus A
- Berechnung aller Nullstellen (Eigenwerte) des char. Polynoms Pg(A)
- Berechnung aller Eigenvektoren der Adjazenzmatrix A = A(G)
- Berechnung der Bindungsorduungen nach Coulson (Pauling, falls Pg(0) # 0)
- Ausgabe aller Fingabedaten und Ergebnisse auf dem Monitor
und

- Druck aller Eingabedaten und Frgebnisse.
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4.2 Eingabe des Graphen mit Hilfe des vollstindigen We-

gesystems
v
Weg P, habe n; = o(P;) > 1 Knotenpunkte, webel 3 n; = nist. Die Knotenpunkte
=1

des Weges F; werden, bei der Quelle beginnend, wie folgt numeriert {1 < j < p):
Setze hg =0,

Nr. (Quelle (P;)) = by + 1,

und

Nr. (Vorsenke (P;)) = hj = ny + na + ... + n; (also b, = n).

Der Weg P, wird durch die Angabe von £;, wie [olgt in den Rechner gegeben:

Nach der Ausschrift

Eingabe des Wege-Systems
Eingabe der Wege: (Abbruch der Eingabe: 0 eingeben)

werden der Reihie nach die Knotenpunktnummern fiy, k... der Endpunkte der Wege
Py, Py, ..., Pp eingegeben, wobei die Nr. der Quelle (Pj) automatisch erscheint.

Quelle — Vorsenke
Weg P, - 1 - Iy
Weg B : M+l - Ry

Weg Py © ha4+1 = ks

Weg P+ hjoi+1 hy=h;y+n; izl

Die Eingabe des VWSs wird beendet nach Eingabe einer 0 fiir die Vorsenke von
P4y oder eines < CR >.

Damit sind alle Wegekanten cindeutig bestimmt.

Die Sprofkanten missen zusitzlich eingegeben werden. Anhand dreier Beispiele soll
die gesamte Eingabe erliutert werden:

1. Beispiel: Graph G (Abb. 1.3}
Eingabe des Wegesystems Fingabe der Sprofikanten :

Weg PL:1-2 1—35,7
Weg P:3-4 3—-17,9
Weg P3:5-6 5—9

Weg Py:7-8 24,10
Weg P :9-10 6—4,8

83— 10
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2. Beispiel: Graph G| (Abb. 2)
Bingabe des Wegesystems Eingabe der SproBkanten :

Weg P
Weg Ps
Weg Py
Weg Py

11 —4
iy
:8=9
:10-10

1 — 9,10
256
3-8
4 - 17,10
5— 10,8
7—=9

Nach Eingabe des Graphen erfolgt die Ausschrift.
Das eingegebene Wege-System ist nicht zuldssig.
Fiir folgende Knotenpunkte kénnen die Vektoren nicht berechnet werden:

21 3? 4’ 7’
Abbruch!

9

und es erfolgt ein Abbruch des Programms.

3. Beispiel: Graph G, (Abb. 2)
Eingabe der Wege: Eingabe der SproBkanten :

Weg P,

Weg P, :
Weg Ps:

Weg Py

Weg Ps :

4.3 Berechnung des charakteristischen Polynoms F;(A) nach

:1-3
4-35
6-7

:8-9
10—10

1—4,8
247
3—5,9
4 =6
5 — 10
6—9
T—10
8—10

Algorithmus A

st das eingegebene Wegesystem zulassig, erfolgt die Berechnung des charakteristi-
schen Polynoms Pg(A). Dabei ist zu bemerken, dafi alle berechneten KoeHizienten
des charakteristischen Polynoms ganzzahlig und exakt sind. Die in Satz 1 gegebene

Determinante wird nach dem Verfahren von Faddejew (3] berechnet.

4.4 Berechnung der Nullstellen des charakteristischen Po-

lynoms P;(A) (Eigenwerte von G)

Pg(A) hat ganzzahlige Koeflizienten. Es bezeichne » = r(G) die Maximalvalenz von

G.

Zunichst wird (falls vorhanden) der Eigenwert A = 0 (Vielfachheit m) abgespalten:

Pa(X) = ¥™- QalA).
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(A) Ist wenigstens cin Exponent von A (in (Jg(A)) ungerade, so werden die verblei-

benden Nullstellen im Intervall {—r,r] gesucht.

(B) Ist @a(A) = Re(A?), so liegen alle Nullstellen des Polynoms Re(p) im Intervall

[0,r%]. Bs sei angemerkt, daB Re(p) genau ®72 Nullstellen hat.

Die aktuelle Funktion werde mit fg(v) und das dazugehorige Intervall fir deren
Nullstellen mit {z, y] bezeichnet.

(i) Suche alle ganzzahligen Wurzeln (mit ihren Vielfachheiten) - falls vorhanden -

—

Rt

~

von fo(r) im Intervall [z, y]:

Jalv) = la(v) - ga(v),
wobel lg(v) das Produkt aller Linearfaktoren darstellt.
Hat gg(v) den Grad 0, so sind wir fertig.

Ist der Grad von g (v) griBer 1, so werden zunichst alle quadratischen Faktoren
(mit ihren Vielfachheiten) - falls sie existieren - »? — {v + s, t und s ganz,
ermittelt, Dabei gelten 20 < ¢ < 2y und maz {a-(t —z),y-(t —y)} < s <

2
(1)) . Sei qa(v) das Produkt aller quadratischen Faktoren von gg(v), also

gc(¥) = ac(v) - ke(v).
Hat hg(r) den Grad 0, so sind wir fertig.

Falls der Grad des Polynoms hg(v) grofler als 2 ist, dann werden mittels modi-
fiziertem Newton-Verfahren die restlichen Nullstellen im Intervall [z, y] berech-
net.

Im Falle (A) sind alle Nullstellen mit ihren Vielfachheiten bestimmt.

Im Falle (B) gilt: Ist v* eine unter (i) bis (iii) gefundene Wurzel von Rg(v),
so sind A}, = £/»* Wurzeln von Pg()A), womit simtliche Wurzeln von Pu(A)
bekannt sind.

Die Genauigkeit der berechneten Nullstellen betriigt 1072°,

4.5 Berechnung aller Eigenvektoren der Adjazenzmatrix

A= A(G)

Die Berechnung der Eigenvektoren zum Eigenwert A° erfolgt nach Satz 2.

Gleichung (6.1) stellt ein lineares homogenes Gleichungssystem dar.
Wenn

yU == (y'lay?\ a8y yvr
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und .
DG, \°) = (d},dS, ... d})

sind, wobet fur ¢ = 1,2,...,p d}’ ein p-dimensionaler Spaltenvektor ist, dann laBt sich
Gleichung (6.1) schreiben als

yid} +32dy + .ydy = 0.

Dies ist eine Linearkombination der Vektoren d?,dg,...,d;‘. Wendet man aul diese
Vektoren das Schimidtsche Orthogonalisierungsverfahren an, dann erhalt man die
transformierten Vektoren

d] = d?

(dg.d,
5 ( )

B == X Sy

d; k>1
i=1,d,£0

wobel (x,y) fiir das skalare Produkt der Vektoren x,y stehe.

Da AY ein Eigenwert mit der Vielfachheit m ist, erhilt man bei diesem Orthogonali-
sierungsprozell genau m Nullvektoren d;; =0, di; =0,...,d;, = 0.

Ist dp =0 (k=14,12,...,0m), dann gilt

k=1 (4o d,)
0=d%— (di d; d;.
. i:l.,zd:lﬂl (di: dl)

Damit erhalt man fiir d eine Linearkombination der Vektoren d;,ds, ...,ds—; und
somit auch eine Lincarkombination der Vektoren d?,d3,...,d}_,;. Dicse Linearkom-
bination ist damit eine Losung des homogenen Gleichungssystems (6.1). Aul diese
Weise werden alle m unabhéngigen Losungen des homogenen Gleichungssystems (6.1)
ermittelt und damit nach (6.2) alle m unabhingigen Eigenvektoren.

4.6 Berechnung der Bindungsordnungen nach Coulson und
Pauling

Nachdem alle Eigenwerte \; und Eigenvektoren x; = x(Ax) = (z4(1), 2£(2), ..., 2(n))’,
k=1,2,...,n, berechnet worden sind, werden die Bindungsordnungen nach Coulson
und Pauling (falls P5(0) # 0) bestimmnt.

Coulson:
n

Be(i,3) = 3 g(Ae) 2i(i) 2e(3)

k=1
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nit 5 R
2: >
gy=4 1; A=0
0, A<0
Pauling:
Biioj) = 3 o) - T
mit

.
w-{i132.

wobei die Knotenpunkte ¢, j benachbart sind (1 < < j < n).

5 Abschlielende Bemerkung

Es sei angemerkt, da der Algorithmus A, in leicht modifizierter Form, auch auf
knoten- und kantengewichtete Graphen iibertraghar ist. Man vergleiche etwa mit [2].
I allgemeinen ist dann jedoch kein ganzzahliges Polynom zu erwarten, woraus sich
neue numerische Probleme ergeben.

Fiir die finanzielle Unterstiitzung danken die Autoren der DFG (Jo 231/1-3).
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