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Abstract: The Wiener index W = W(({) of a graph (¢ = G(M), that corresponds
to a molecule or structure M, plays an important role in connection whith physico-
chemical properties of M, e.g.: boiling point, heat of formation, crystal defects ...
This paper presents a simple method to calculate W(G) if G is a A-dimensional
lattice graph.

1 Einfithrung

Sei G = (V, E) ein zusammenhingender schlichter Graph mit der Knotenpunktmenge
V = V(G) = {v1,v2,...,v,} und der Kantenmenge F = E(G). Weiter seien P; =
P(vi,v;) ein kiirzester, die Knotenpunkte v;,v; € V' (i,5 = 1,2, ...,n} verbindender
Weg und dij = d(vi,v;) dessen Lange (Anzahl der Kanten von P,;; Distanz der
Knotenpunkte v;,v;) in G. Die di; — s bilden eine symmetrische quadratische Matrix
D = D(G) = (d;;) n-ter Ordnung, welche auch als Distanzmatrix von (& bezeichnet
wird.

Der Wiener-Index W = W(() von G ist gleich der halben Summe aller d;; — s von
D (siehe Abb. 1):

1>
(]) W= VV(G) = 5 d,j = Z d"}‘
i=1j3=1 1<i<j<n
1 ! ” ] / "
= § ' rl(v,t!):i d(v',v")

VEV(G) vIEV(G) W eV (G)
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Es sei P = P(() diejenige Menge aller kiirzesten Wege von ¢, in welcher fiir jedes
Knotenpunkipaar (v,,v,} genau ein kiirzester Weg enthalten ist. Offensichtlich ist
P(G) nicht fiir jeden Graphen ( eindeutig bestimmt. Ist zum Beispiel G = T ein
Baum, so existiert genau ein P = P(T) wahrend fiir den in Abb. 1 gegebenen Gra-
phen (G| wenigstens zwei solcher Wegesysteme P'((), P”(Gh) existieren.
Bezeichne d(P) die Linge eines Weges P € P((), so ist

apr)y= 3> 1

CEE(P)
und wir erhalten
(1)
W(G)= 3 d(P).
PEP(G)

Fiir e € E(G) seien P(e) die Menge und w(e) = w(e, P(G)) = |P(e)| die Anzahl aller
Wege P € P(G), fur die e € E(P) ist, also

wle) = Z 1

PEP(e)

und es gilt

{l”)

Aus (1') und (1) folgt

(lﬂl)
Widi= 3 3 = X 3" 1L

PEP(G) c€E(P)  ¢€E(G) PEP(c)

Es sei angemerkt, da im Falle zweier verschiedener Wegemengen P/((7) # P"(G) von
G wenigstens ein ¢ € () existiert, [iir das w'(e) = w(e, P(G)) # wle, P'(G)) =

w"(e) ist, jedoch
> vl = X w'(e)
e€ E(G) eeE(G)
gilt.
Im Jahre 1947 wurde dieser Index von H. Wiener [1, 2] im Zusammenhang mit phy-
sikochemischen Eigenschaften baumartiger Molekiile {Alkane) eingefiihrt.
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Abbildung 1

Im Jahre 1971 wurde von H. Hosoya [3] das Wiener-Konzept auf beliebige Graphen
ibertragen und Gleichung (1) formuliert. Mehr Informationen zu D(G) und W(G)
eines Graphen G findet der Leser z. B. in Arbeiten von D.H. Rouvray [1], P. Senn
(5], B. Mohar und T. Pisanski [6], O.E. Polansky und D. Bonchev [7], . Lukovits [8],
I. Gutman, Y-N. Yeh, Sh-L. Lee und Y-L. Luo [9] und Y-N. Yeh und I. Gutman [10].
Fiir einige spezielle Klassen von Graphen (sieche Abbildung 2, n = 5) sind explizite
Formeln zur Berechnung von W bekannt (siehe z. B. [7]):
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G = P, (Weg) ¢ WiB)=["t"
G =S, (Stern) : W(S,) =mn-1)7

= : . IR - n?, n gerade
G=0C, (Krexs) W ((/n) k= % . (”2 et 1)7 n ungcmde
G = K, (vollstandiger Graph) : W(K,) = ;‘)

Offensichtlich gilt fir W(() von GG mit n Knotenpunkten
W(h,) < W(G) £ W(R,).

In den 80-er Jahren haben D. Bonchev, H.-G. Fritsche und O. Mekenyan den Wiener-
Index zur Interpretation von Kristallgitterdefekten [11] und von Metallclustern [12,
13] bzw. im Zusammenhang mit Fragen des Kristallwachstuins [14] erfolgreich ver-
wendet. Deshalb méchten wir eine einfach handhabbare Methode zur Berechnung
von W(G) fir ausgewahlte Gittergraphen G vorstellen.

oE
&

05 11'5
Abbildung 2

P

2 Konvexe und quasikonvexe Gittergraphen

Es sei A®) ein A-dimensionales Gitter. Wir identifizieren A/®) mit der Punkimenge
A = {0 Ay, Aa) A € {0, £1,42,.), k=1,2,..,,A)

des A-dimensionalen Gitters.

Sei

8B = S(ny ngy i) = {(S1, 82, oy 5a)| 5% € {1,2,..,m},me 21, k=1,2,...,A}.
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§18) determiniert einen Graphen (‘4 = G(SA)) = G(ny,na,....,na) = (V&) EB)
mit der Knotenpunktmenge

y(a) — V(G'(A]) = §(8) = A(2)
und der Kantenmenge
E® = B(G™)) = {(z,y)lx,y € S und|x — y| = 1}

(siehe Abb. 3).
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Abbildung 3

Graph G4) werde kurz als A-dimensionaler Gittergraph bezeichnet.
Es seien X = (z1, T2, ..., Za), ¥ = (%152, ..,ya) € VIB)
Offensichtlich ist

A
) d(x,y; G =3 faw — wal.
k=1

Sei G = (V, E) ein (zusammenhingender) Untergraph von G'®) und sei d(x,y; G) die
Lange eines kiirzesten Weges zwischen x,y € V(G) von G. Graph G heife konvexer
Gittergraph genau dann, wenn

(3) d(x,y; G) = d(x,y; G'V)

gilt. So ist Graph G, (Abb. 1) konvexer Gittergraph, wihrend G, (Abb. 4) kein
konvexer Gittergraph ist.
Graph G heifle quasi-konvexer Gittergraph, falls es einen konvexen Gittergraphen



. D=

G’ gibt, welcher zu (7 isomorph ist (G = (V, E) und " = (V, £) LeiBen isomorph,
falls es eine bijektive Abbildung ¢ derart gibt, daB (i) fur jedes « € V ein &' =
©(z) € V' und (ii) fir jede Kante (x,y) € E eine Kante (z,y) = (p(x),v(y)) € £’
existiert).
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Abbildung 4

Derin Abb. 4.1 dargestellte Graph G ist quasikonvexer Gittergraph, da (wenigstens)
ein zu (4, isomorpher konvexer Gittergraph GY (s. Abh. 4.2) existiert.
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Fiir die Wiener-Indizes von (¢ und G” gilt:
(4) WG = W(G).
Deshalb geniigt es, konvexe A-dimensionale Gittergraphen zu betrachten, wobei fiir

praktische Belange A = 2,3 gesetzt wird.

3 Berechnung des Wiener-Index fiir konvexe Git-
tergraphen

Es sei G = (V, E} ein konvexer Gittergraph. Wegen (1) ist

1
W@ = 5 ¥ dxyiG)
X yeV(G)
= 1 Z d(x, y;G’m’), wegen (3)
2 x,yeV(G)
1 A
= 5 2 Z |zx — yil, wegen (2)

XYEV(G) k=1

und nach dem Vertauschen der Summationsreihenfolge erhalten wir

A
o) W(G)=z{;- = m_sm}-

k=1 x,YEV(G)

Der in Klammern stehende Term von (5) kann als Wiener-Index W = W () von
G beziiglich der k-ten Koordinate angesehen werden:

(6) Wil G) == 3. lex—uwl.

xYeV(Q)

Wegen (6) und (5) haben wir

A
(M W(G) =Y Wi(G).
k=1

Die beiden letzten Gleichungen gestatten auf einfache Weise die Berechuung von
W(G), falls G konvexer Untergraph von G(®) ist. Zunéchst berechnen wir fiir k =
1,2,..., A die GroBe Wi(G):
Fiir alle x € V(G) und jedes k gibt es Zahlen ly = lg(k) > 1 und I® = {°(k) < ny so,
daB

<z <M
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gilt.
Fiir 2 = (k) = [ seien Vi = VG = {x|x € V() und @y = {} die Menge und
' L@ = || die Anzahl der Knotenpunkte von (&, die als k-te Koordinate

nk=
Y 1=

n
! = (k) haben:
XEV(G)

g
Offensichtlich gilt fiir jedes k
5T onl(G) = n(d).
lo<i<0

Setzen wir in (6) @, = U'(k) = I und yp = {"(k) =", fp <, " < 1° so finden wir
fiir den Wiener-Index von &G beziglich der k-ten Koordinate:

1
WG = = % ¥, 2 (=i
oIt it | XeV(G) YeV(S)
o=ttt
1 1 "
= g 3 >3 -
o <i 110 XEV(G) YEVIG)
Tl oyttt
1 ’ "
=5 X {alndr-r
{o<Inim <10
bzw.
(8) W@ = ¥ a0

o<t <i"<i®

Mit Gleichung (7) ist schlieflich W(G) bestimmt. Als Beispiel wihlen wir den in Ab-
bildung 4 dargestellten quasikonvexen Gittergraphen Gy (Abb. 4.1), welcher zunachst
in den {zu ihm isomorphen) konvexen Gittergraphen G'z-(Abb. 4.2) Gberfithrt wird.
Die Berechnung von Wi(G3), & = 1,2, ist in Abb. 4.3 zu sehen. Hierbei haben
wir fiir die k-te Koordinate eine Hilfslinie &y, parallel zu s, eingezeichnet und auf
dieser die GréBen n}, als Anzahlen von Knotenpunkten x € V(G), fir die z; =1
ist, angetragen. Jedem Summanden ans (8) entsprieht genau cin Zahlenwert des sich
an hy anfigenden Schemas 4.3;. (In 4.3, : 12 =n}-n?-(2-1) =3-4-1,in
43:: 18=n-nf - (5-2)=3-2.3).

4 Spezielle A-dimensionale konvexe Gittergraphen

4.1 Gegeben sei der Graph G = G®) welcher konvex ist. Fiir jedes { = I(k) =
52 dat

1 & n(G n
‘nL:—-HnJ: ():—
My j=1 Ny ng
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und wegen (8) haben wir
(©) WG = (=) ¥ -,

e 1<H < <nye

Die Summe in (9) ist gleich dem Wiener-Index eines Weges mit ny Knotenpunkten:

>o"-n S > F

1<l < <ny 1<l Snge 1K1y =11
g + 1
= Z (-nkfll)-l"z( ;s .
1<l <ny, 3

Deshalb ist

i n\? ng +1 n? 1
0 wie =) (3 Y) =5 (u-2)

und wegen (7)

(11) wG) = XA:( 1)
7] = — ng——J».
6 k=1 ¥ ng
Falls ny = ny = ... = na =: N(> 1), werde der resultierende Graph mit G(N)
bezeichnet (n(G(N)) = N®) und wir erhalten

Ny = D nae ( i
(12) W(GN) =5V i Nz)
bzw. (bei festem A) den folgenden Grenzwert

; W(G(NY) A
" VL TG s = 6

4.2 Seien {G;(p)} fiir i = 3,4 zwei Serien von Graphen G,(p), p=1,2,3,..., wic in
Abb. 5 zu sehen. Fiir beide Serien gilt A = 2. Die Wiener-Indizes Wi(p) = W (G (p))
von Gy(p) sind:

(19) Wep) = 3(p+1) (1 - (p;—”z) , wegen (12),
bzw. g
8 1 4
Wilp) = zp (p+ 5) (p+1)- (p’ +p- 5), wegen (8).

Sei ni(p) = n(Gi(p)) die Anzahl der Knotenpunkte von Gi(p), also na(p) = (p +
1%, na(p) = 2p(p + 1). Die Grenzwerte (i = 3,4)

L falls i=3
(13) Ji e = { 3
milp) bag, falls ¢ =4
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zeigen, dafl die Rinder R;(p) = R(G;(p)) von (;(p) eine wichtige Rolle bei der
Untersuchung des asymptotischen Verhaltens von Gitterstrukturen spielen. Analoge
Aussagen sind auch fir A > 2 moglich.

Gi(p) s

Abbildung 5

5 Abschlielende Bemerkungen

5.1 Die hier beschriebene Methode zur Berechnung des Wicner-Index cines konvexen
Gittergraphen kann auch aul andere (planare) Gitterstrukturen angewandt werden.
Fiir den in Abb. 6 dargestellten Graphen I>g ist die Berechnung von Wi( ), 7 =
1,2,3, nach obigem Schema erfolgt. Offensichtlich ergibt sich hier der Wiener-Index
7

W(byg) = -% Xj:W,( Bo),

da jede Kante eines kinzesten Weges von I>g in genau zwei der Summen W,( b>g)
berticksichtigt wird.
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3 W(pg) =28 +20+ 18 = 66
3
1 W(pg) = W (pg) = 33
Ws(po) =18
Abbildung 6

5.2 Wird den Untersuchungen anstelle der Menge P = P(G) von G eine Menge
P* = P*(G) von Wegen in G mit der Eigenschaft £ zugrunde gelegt, so erhalten
wir analog zu obigen Uberlegungen einen beziiglich der Eigenschall &* “gesternten”
Wiener-Index

(16) we=w(@= Y ¥ L
PrEP*(G) e€E(P*)

Hier konnte Eigenschaft ¢* z. B. ersetzt werden durch die Menge aller kiirzesten Wege
oder durch die Menge der langsten Wege ... .

Betrachten wir z. B. die letztgenannte Eigenschaft ¢*: Menge P™ = P*((7) der ling-
sten Wege von (5, wobei fiir jedes Paar unterschiedlicher Knotenpunkte genau ein
solcher Weg in P™ enthalten sei. Dann finden wir

W*(G) = W(G), falls G=T ein Baum,
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s Jalls n gerade
W*(Cy)

It

B WG~

Tli—ﬂ
=
WK, = (n—1)-W(K.).

Jalls n ungerade

Offensichtlich gelten fiir einen zusammenhidngenden schlichten Graphen ¢ mit n
Knotenpunkten beziiglich der hier gewéahlten Eigenschaft =~:

und

WH(S5,) € W) < WWHAL)

2.(n -1 < W(G)+ W*(G) < n(;).

53Firn>2 ¢=0,1,..., bezeichne

(17)

Wi=WwiG)= 3. &(P)
PeP(G)

das gq-te Moment des Wiener-Index von (5. Offensichtlich gelten

W%G) = (;) und W(G) = W(G). Eventuell bieten die g-ten Momente (¢ > 2) wei-
tere Méglichkeiten zur Korrelation mit physiko-chemischen Eigenschaften von Mo-
lekiilen.
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