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Einleitung

In den letzten zwei Jahrzehnten erregten Probleme der Strukturaufklarung insbe-
sonderc organischer Substanzen immer mehr Interesse. Dabei lag das Augenmerk
vordringlich auf der Konstruktion von Bindungsisomeren. Eine Reihe von Compu-
terprogrammen ([5], [10], [18]) wurde entwickelt, die in der Lage sind, zu einer gege-
benen Summenformel unter Bertcksichtigung verschiedener Nebenbedingungen wie
Teilstrukturen oder Ringgrofen alle Strukturisomere vollstindig und redundanzfrei
zu berechnen. Diese leisten heute dem Chemiker im Labor wertvolle Hilfe.

Ein Nachteil dieser Programme besteht allerdings darin, daB sie nur ein graphen-
theoretisches Modell der Molekiile verwenden, raumliche Eigenschaften aber ganz
aufler acht lassen. Auch die rdumliche Lage der einzelnen Atome eines Molekiils be-
stimmt einige chemische und physikalische Eigenschaften dieser Substanz. Wichtig
ist dafiir aber die Wahl eines geeigneten Abstraktionsmodells, um nicht die groBe
Datenmenge aller reellen Koordinaten verarbeiten zu miissen.

Bereits im 19. Jahrhundert erkannten van’t Hoff u.a., dafl polarisiertes Licht von zwet
Substanzen, deren Bindungsgraphen iibereinstimmen, in verschiedene Richtungen,
aber um denselben Betrag gedreht werden kann. Diese Erscheinung, die z.B. auch
Zucker zeigh, nennt man optische Aktivitdt. Sie gehdrt zu den bekanntesten physi-
kalischen Figenschaften, die auf der raumlichen Gestalt des Molekiils beruhen. In
organischen Substanzen tritt sie dann auf, wenn das Molekiil ein Kohlenstoffatom
mit vier verschiedenen Liganden enthalt. Vernachlissigt man Drehungen, so gibt
es nur zwei verschiedene Moglichkeiten, wie sich die Liganden eines solchen sog. a-
symmetrischen Atoms raumlich anordnen kénnen. Treten mehrere asymmetrische
Kohlenstoffe in einem Molekiil auf, so muB dariiber hinaus noch die Symmetrie des
Molekiils beriicksichtigt werden.

In der Natur tritt optische Aktivitdt recht hiufig auf. Bei viclen kdrpereigenen
Stoffen des Menschen entscheidet die riumliche Struktur iiber die Reaktivitat. Ein
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Beispiel ist die Aminosiure Alanin, a-Amino-propionsiure mit der Formel CHy-
CIT(NHz)-COOH ([3]). Dicse tritt in zwei verschiedenen Formen anf:

COOH (fOOH

G ]
¢\ I und H | ¢

NH, Nl
L(+}-Alanin D(-)-Alanin

Alanin fungiert als Baustein von Proteinen und ist in modifizierter Form Bestandteil
der Pantothensiaure, einem Wachstumsfaktor, der zu den hydrophilen Vitaminen des
B-Komplexes zahlt. Von diesem ist nur die D{4)-Torm hiologisch aktiv.

Im folgenden wird der Algorithmus von Nourse w.a. {[21], [22]) vorgestellt, der in der
Lage ist, alle lsomere, die sich aufgrund asymmetrischer Atome und anderer lokaler
Effekte ergeben, vollstindig und redundanzfrei zu berechnen. [Die mathematische
Umsetzung dieses Problems gelingt mit Hilfe von Gruppenoperationen. Berechnet
werden Symmetrieklassen von Abbildungen, die jedem fiir Stereoeffekte verantwort-
lichen Atom ecinc der beiden Ausprigungen zuordnen. Im Rahmen dieser Theorie
wird es auch moglich, Ergebnisse chemischer Uberlegungen formal zu beweisen.
Nach der Vorstellung des Algorithmus werden die Mglichkeiten der Darstellung der
Resultate im Rahmen der Nomenklatur und anhand von dreidimensionalen Moclel-
len erértert. Daneben wird auch die Erweiterung des Verfahrens auf anorganische
Elemente mit einer Valenz von fiinf oder groBer diskutiert.

Doch zunichst soll die Problemstellung in der fiir die Mathematik unverzichtbaren
formalen Weise definiert werden, da der Sprachgebrauch seitens der Chemie [iir eine
algorithmische Behandlung oft zu vage und mehrdeutig ist.

1 Definitionen und Problemstellung

1.1 Modelle chemischer Molekiile

Bevor die vaumlichen Eigenschaften chemischer Strukturen erliutert werden, nmuff
geklirt werden, von welchem Abstraktionsmodell die Rede ist. I'iir die ndtigen
Begriffe Konstitution, Konfiguration und Konformation sei auf die Lileratur (etwa
[4] und [17]) verwiesen.

Damit sind wir in der Lage, die wesentlichen Abstrakiionsmodelle chemischer Mo-
lekiile zu untersuchen (nach [28}):

1.1 Modellebenen chemischer Molekiile

|. Stichiometrische Ebene: Auf dieser Ebene wird nur die Summenformel ciner
Substanz betrachtet. Substanzen mit derselben Summenformel werden als
gleich betrachtet. Zur Darstellung geniigen die Elementsymbole.
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Il Topologische Fbene:  Relevant ist hier neben der Summenformel die Art der
Bindungen und die gegenseitige Verkniipfung der Atonie. Unterschieden wer-
den Konstilulionsisomere. Die Darstellung gelingt am besten iiber einen he-
schrifteten Multigraphen durch Nachbarschaftsliste oder Adjazenzmatrix.

111

Geomelrische Ebene:  Hier wird die Konfiguration betrachtet. Daraus kénnen
auch gewisse sterische Eigenschaften abgeleitet werden. Lassen sich zwei Mo-
lekiile durch Drehungen eines ganzen Molekiils oder um Einfachbindungen zur
Deckung bringen, gelten sie als gleich. Zur Darstellung werden neben Nachbar-
schaltslisten auch Konfigurationslisten bendtigt; graphisch kénnen Molekiile
auf dieser Ebene durch dreidimensionale bzw. perspektivische Zeichnungen o-
der durch Projekiionen unter Verwendungen von Symbolen zur Andeutung
der Ramnlichkeit wicdergegeben werden.

IV. Elektro-mechunische Ebene:  Auf dieser Ebene werden auch intramolekulare
Bewegungen wie Translationen oder Rotationen in Betracht gezogen. Unier-
schieden werden Konformere. Auch eine weitere Unterglicderung dieser Ebene
in starre, sozusagen ,eingefrorene™ und in freier Bewegung befindliche Mo-
lekiile ist moglich. Elektronische Eigenschaften wie Ladungsverteilung oder
Polarisierbarkeit konnen untersucht werden. Die Darstellung braucht dreidi-
mensionale reelle Koordinaten aller Atome oder alle Bindungslingen, -winkel
und Torsionswinkel. Graphisch kann dies dann mit Hilfe von Konformations-
energiediagrammen oder Computergraphiken veranschaulicht werden.

<

. Quantenmechanische Ebene: Die Elektronen werden als Orbitale aufgefaft:
diese sind Lincarkombinationen der Wellenfunktionen der Elektronen der Ein-
zelatome. Auf dicser Ebene lassen sich die physikalischen Grundlagen der
chemischen Vorginge darstellen. Rechnerisch wird das Molekiil durch seine
Hamiltonfunktion und deren (nur naherungsweise angebbaren) Losungen re-
prasentiert, graphisch durch Elektronenwolken.

Strikt trennen lassen sich die einzelnen Ebenen natiirlich nicht immer; intramoleku-
lare Rotationen kénnen u.U. Einfluf auf die Konfiguration nehmen usw. Doch sollie
bei der Bewertung von Resultaten der mathematischen Chemie siets das Modell im
Auge behalten werden, das den mathematischen Methoden zugrunde liegt. Denn
nur im Rahmen dieses Modells kann die Mathematik Aussagen machen.

1.2 Stereoisomerie und Stereozentren

Allgemein sagt man: Zwei Molekiile heifien stereoisomer, falls sie sich hinsichtlich der
raumlichen Anordnung ihrer Atome unterscheiden, sonst aber gleiche Konstitution
haben.

Diese sehr vage Definition, die in der Literatur auch wieder hiufig kontextabhingig
verwendet wird, ist fiir die mathematische Analyse unbranchbar. Wir wollen daher
fiir unsere Zwecke festhalten:
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1.2 Konvention In dieser Arbeit ist mit Stereoisomerie stets Konfigurationsiso-
merte gemeint.

Fiir einen Uberblick iiber die Stereoisomerie sind noch einige weitere Begriffe nitig
(nach [17]): Verhalten sich zwei Stereoisomere wie ein Gegenstand und sein Spie-
gelbild, so nennt man sie Fnanliomere oder zneinander chirale Molckiiie. Dagegen
werden Molekiile, zu denen kein Enantiomer existiert, als achiral hezeichnet. Stercoi-
somere, zwischen denen eine solche Beziehung nicht besteht, heifien Diastercomere.
Das bedeutet, zwei Molekiile kénneu nicht gleichzeitig enantiomer und diastercomer
zueinander sein. Zu cinem Molekiil existieren nur zwei Enantiomere, aber mdgli-
cherweise mehrere Diastereomere.

Iy Mittelpunki unserer Betrachtungen wird die von einem Zentrum ausgehende
Stereoisomerie stehen:

1.8 Definition Fin Alom heift (wirk! als) Stereozentrum, wenn cs méglich ist, an
thm seine Liganden vawmlich auf zwei oder mehr verschicdene Weisen anzuordnen,
die nicht durch Drechungen incinander ibergefiihrt werden kinnen. .

Diese Definition stellt den Ausgangspunkt unserer Untersuchungen dar und wird
spiter dquivalent umformuliert werden.

Zunichst sollen aber die verschiedenen Arten von Stereozentren betrachict wer-
den. Man unterscheidet nach der Koordinationszahl, der groftmdaglichen Anzahl
von Nachbarn.

1.4 Arten der Stereozentren ([28])

i) Koordinaiionszahl 3: Die Liganden eines 3-fach koordinierten Stercozentrums
ordnen sich im Raum pyramidal an. Das Atom wird zum Stereozentrum, falls
alle drei Liganden verschieden sind.

Bei dreifach koordinierten Atomen spielt dic Stabilitit der raumlichen An-
ordnung cinc wichtige Rolle. Stabil sind Zentralatome der zweiten Reihe des
Periodensystems (z.B. Sulfoxide und Phosphine). Bei Flementen der ersten
Reihe wie C, O oder N geht obige Umwandlung so rasch vor sich, daB nicht
mehr von ciner Konfiguration gesprochen werden kann'. Insbesondere beim
Stickstofl hingt dic Fahigkeit zur Inversion stark von den Liganden ah. Daher
wurde iny vorlicgenden Programm dem Benutzer die Entscheidung offengelas-
sen, ihn als Stercozentrum zu akzeptieren oder nicht (gem. [23]).

ii) Koordinationszahl {: Diese Art von Stereozentrum ist die hiuligste, vor allem
deshalb, weil der die organische Chemie bestimmende Kohlenstoff sic zeig-
t. Die Liganden sind an den Ecken eines Tetraeders angeordnet. in dessen
Mittelpunkt sich das Zentralatom befindet:

Wie sich spater noch ergeben wird, ist das Atom genan dann Stercozentrum,
wenn alle vier Liganden verschieden sind. Da die Umwandlungsenergic relativ
hoch ist, kanu diese raumliche Anordnung als stabil angeschen werden.

! Kohlenstofl ist hier in sp®-Hybridisierung als Ton gemeint. Die Doppelbindung in sp*-Hybri-
disierung ist planar.
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iii) Koordinationszahl 5: Bei den finffach koordinierten Atomen herrscht als rium-
lich Struktur die trigonale Bipyramide vor. Hier sind die stereochemischen Ver-
hiltnisse merklich komplizierter. Stellt man sich beispielsweise die Tetraeder-
Struktur mit vier verschiedenen Liganden vor, so kann ein fiinfter Ligand an 10
verschiedenen Stellen angreifen. Insgesamt ergeben sich bei finf unterschied-
lichen Liganden zwanzig Stereoisomere.

Das hiufigste Beispiel eines 5-fach koordinierten Zentrums ist Phosphor.

Koordinationszahl 6 oder héher: Mit wachsender Koordinationszahl gibt es
immer mehr Méglichkeiten der raumlichen Anordnung. Bei 6-fach koordinier-
ten Zentren sind z.B. Sechseck, Dreiecksprisma und Oktaeder méglich. Eine
Behandlung ihrer Stereochemie gelingt mit [20] und wird in [31] und [32] dis-
kutiert.

v

~—

1.5 Chirale Strukturen ohne Stereozentrum ([17])

i) Gerade Anzahl konjugierter Doppelbindungen: Folgt eine gerade Anzah! kon-
jugierter Doppelbindungen mit Liganden a = ¢ # b = d hintereinander, so ist
das Molekiil chiral, obwohl es kein ausgewiesenes Stereozentrum besitzt.

ii) Molekiile mit Doppelbindung an alkanischem Ring: An die Stelle einer Dop-
pelbindung aus i) kann auch ein Ring aus Einfachbindungen treten, z.B.:

Pl
g

C. {3
N
feC C,C—C\

d

Hier kann auch a # ¢ oder b # d sein.

iti) Spiroverbindungen: Eine Verbindung mit zwei Ringen aus Einfachbindungen,
die ein Atom gemeinsam haben, nennt man Spiran. Auch hier kann ein éhn-
licher Effekt wie in i) auftreten, falls wieder a = ¢ # b = d ist, z.B.:

C c
el owlso”
b ~o” 8 ~d

1.6 Weitere Formen von Diastereoisomerie ([28])

i) w-Diastercoisomerie: Ein Molekiil mit einer Doppelbindung und jeweils un-
terschiedlichen Liganden ist zwar achiral, tritt aber in zwei diastereomeren
Formen auf.

ii) Allenisomerie: Systeme mit ungerader Anzahl konjugierter Doppelbindungen
sind zwar nicht mehr chiral (vgl. 1.5.1), zeigen aber gleichwohl Konfigurations-
isomerie.
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Alle aus 1.4-1.6 hervorgehenden Stereoisomere sind auf der geometrischen Model-
lebene beschreibbar und kénnen durch das vorliegende Programm erzeugt werden.
Daneben gibt es noch cinige weitere Formen der Stereoisomerie; bei diesen spielen
elektro-mechanische Krifte eine deutliche Rolle. Sie kénnen nicht durch diesen Iso-
mergenerator erzeugt werden, seien aber der Vollstandigkeit halber hier vorgestellt:

1.7 Weitere Typen der Stereoisomerie

i) Atropisomerie ([17]): Normalerweise ist cine freie Drehung um Einfachbin-
dungen méglich. Es kann aber vorkommen, dafi volumindse Substituenten
oder Briickenbindungen die Drehung einschrinken bzw. unmdéglich machen.
Bei dieser speziellen Form der Konformationsisomerie entstehen Enantiomere.
Ein Betspiel sind Biphenyl-Derivate wie 6,6’-Dinitro-diphensiure.

Helizstrukturen: Helicale aromatische Systeme oder Makroproteine haben als
Enantiomere die beiden Drehrichtungen der Schraube. Streng gesehen handelt
es sich hier wieder um Konformationsisomerie.

=1
=

iii

=

Topologische Isomerie ([19]): GroBe zyklische Molekiile kénnen Verschlingun-
gen mit sich selbst zeigen (Kleeblatt, Knoten etc.). Unterschiedliche Konfigu-
rationen sind dabei aber nicht feststellbar.

1.3 Gruppenoperationen und Symmetrieklassen

Nun wollen wir uns den mathematischen Ifilfsmitteln zuwenden (nach [15]): Es sei G
eine endliche, multiplikativ geschriebene Gruppe und X eine endliche Menge. Eine
Operation von GG auf X (von links) ist eine Abbildung:

Gx X — X, (g,2) — gz mit g(¢'z) = (g¢')x und 1z = x.

Man schreibt dafiir kurz ¢ X. Ferner heifle G{(z) := {gz|g € G} die Bahn des Punk-
tes € X, G\X die Menge der Bahnen, T(G\X) eine Transversale der Bahnen
mit X = |JyepG(t), die sich aus der Aquivalenzklasseneigenschaft der Bahnen er-
gibt, G, := {g € G| gz = z} der Stabilisator von z, und X, := {z € X|gz = z} die
Menge der Fizpunkte von g. Das fundamentale Werkzeug fiir Abzihlungen ist das

1.8 Lemma von Cauchy-Frobenius |G\ X| = !l?I 2 geq 1 Xl

1.9 Definition Die QOperation G x G — G, (g,z) — gzg™' heifit Konjugation.
Die Bahnen C%(z) := G(z) = {gzg~'|g € G} nennt man Konjugiertenklassen, den
Stabilisator Cg(z) := G, = {g| 2 = gzg~"} Zentralisator. .

Ist nun Y eine weitere endliche Menge, so kann man setzen: Y¥ = {f|f: X — Y}.
Fiir eine Operation wollen wir einfiihren:
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1.10 Definition Sci Il cine weitere endliche Gruppe, so heifit
H1,G = B x G = {(th,)| : X — H, g € G)

das Kranzprodukl von H mil G beziighich X. Die Verkniipfung lautel (1, ¢)(v', ¢') =
(#699") mit ($1)(2) 1= (e)(g~"2) '

1.11 Bemerkung Operiert / auf Y, so operieren G und H auf Y¥ auf natiirliche
Weise: Gx YX =YX (g, f) foglund Hx¥X = ¥X_ (h,f)— hof. Damit
operiert das Kranzprodukt folgendermafien:

HL G YX S ¥X ((4,9), ) = [, mit f(z) == ¢(2)f(g™"x)

Die Bahnen der Operationen von (¢, H, Ht, G und auch von H x G heiflen Symme-
trieklassen von Abbildungen.

Wir wollen nun n := {1,2,...,n} setzen. Die Abbildungen Y2 lassen sich dann in
Form einer Liste schreiben: f = (f(1), f(2),..., f(n)). Damit kénnen wir festlegen:

1.12 Definition Sei Y C H. FEs heiffe f < g genau dann, wenn der Bildvektor von
f lexikographisch kleiner oder gleich dem Bildvektor von g ist. Fir f ¢ M C Y=
heifie es f < M oder f = min(M), falls fiir alle g € M qilt: { < g. .

S, := {m € nZ| = bijektiv} heiBt symmetrische Gruppe. Die Elemente von S, heifien
Permutationen. Dic Funktion

7] — ®i
sgn(r) := H e
1<ici<n I

wird als Signum-Funktion bezeichnet. Die Gruppe A, := {r € S| sgn(w) = 1} heiit
alternierende Gruppe. Elemente = € S, N Ay nennt man gerade Permutationen,
andere 7 € S,\A, ungerade.

Wir wollen nun einige Figenschaften der symmetrischen Gruppe zusammenstellen.
Fiir die Details sei wieder auf [15] verwiesen.

1.13 Bemerkungen
o |5yl =nl

¢ Fiir die Elemente = € S, gibt es zwei Schreibweisen: Zum einen die Listen-

schreibweise
1 2 e @
x(1) =(2) ... w(n) )’

wobei die erste Zeile auch weggelassen werden kann, wenn Unklarheiten aus-
geschlossen sind.
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Ist 7 andererseits von der Form

3 22 een Brei B Bl e-e By

Ty Bae e Be 81 Ty e Gy
so heiftt = r-Zyklus, und man schreibt: © = (1,,72,...,4,). Jede Permutation
kann als Produkt paarweise disjunkter Zyklen geschrieben werden. Dabei be-

zeichne e(x) die Anzahl der Zyklen, und [; die Linge des i-ten Zykels. Zyklen
der Linge 2 heien Transpositionen.

*

Die geordneten Lingen ai(x), x € Sy, der zyklischen Faktoren von 7 bilden
eine eindeutig bestimmte (eigentliche) Partition von n, d.h. Vi : a; > gy und
3 = n, in Zeichen a(7) i= (o (), .. ., eogm) (7)) F 1, die Zykelpartition von
.

o Definiere fiir i € n, 7 € S,
ai(w) = {1 | aj(m) =i}

Dann nennt man das Tupel a(x) := (ai(7),...,a.(7)) den Zykeltyp von =.
Dabei gilt: 3~ - a; = n, und man schreibt: a H n.

Seien 7,0 € S,. Dann gilt: C¥(7) = C%(0) & o(r) = a(o) & a(7) = a(0).
Somit lassen sich die Konjugiertenklassen der S, mit Hilfe der Partitionen von
n parametrisieren.

Ferner ist |C%(m)| = nl/ [T, i*Mai(7)l.

1.4 Das Konstruktionsproblem

Der Algorithmus von Nourse wurde entwickelt, um die Stereoisomere von Molckiilen
der Typen 1.4.i) und ii), 1.5 und 1.6 zu konstruieren. Im wesentlichen geht das Ver-
fahren aber von Zentren der Koordinationszahl 4 aus (1.4.ii); alle anderen Effekte
werden auf diesen Fall zuriickgespielt. Daher erscheint es verniinftig, das Konstruk-
tionsproblem zunichst nur hinsichtlich tetravalenter Stereozentren zu untersuchen.
Die erste Frage, die sich dabei stellt, ist: Wie miissen die Liganden® beschaffen sein,
um verschiedene Konfigurationen hervorzurufen? Dazu vorab noch eine

1.14 Definition

o Fin Paar (G, P) aus einer Menge (7 von Punkten und einer Teilmenge P C G
heift Geriist. Dabei nenné man die Elemente von P Geriistplatze und G\P
Rumpf.

o Zu (G, P) und einer weiteren Menge L, der Ligandenmenge heifft m € LF
eine Isomerisation.

Es seien alle Mengen endlich. .

? Mit. Ligand ist stets nicht nur das Atom, das mit einem Zentrum o.i. verbunden ist, gemeint,
sondern auch die weiteren Atome, die auBerder damit verbunden sind (der ,Schwanz*). Will man
nur ein Atom allein betrachten, spricht man von Nachbarn.
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Cine [somerisation ist also die Vorsiule eines Isomers. Denn das Gesamtmolekiil
wird nur hinsichtlich eines Rumpfes und dessen Liganden betrachtet. Ein Atom,
das cinmal den Rumpf bildete, kann ans anderer Sicht Teil eines Liganden sein und
umgekehrt. Somit kann ein Molekiil durch Untersuchung verschiedener Riimpfe zu
mehreren Isomerisationen fithren.

Man kann quantenmechanisch ableiten (s. [7]), daB sich die Valenzen eines vierwer-
tigen Atoms so ausrichten, daff sie maximalen Abstand haben. Stellt man sich die
Nachbarn am Ende dieser Valenzen vor, so sitzen sie an den Ecken eines regehnafi-
gen Tetraeders, in dessen Mittelpunkt sich das Zentralatom befindet.

1.15 Bemerkung Zu einem Geriist ((7, P) heifit
Se:={f € 0| f(G) = G, f(P) = P}

die Symmetriegruppe; alle f € Sg mit det(f) = 1 bilden die Gruppe D¢. Falls
Se # Dag, so ist nach dem Homomorphiesatz fiir Gruppen D¢ ein Normalteiler vom
Index 2.

Ist [P| = k, so existiert ein Homomorphismus ¢ : Sg — S, f — 7. Dabei heifit
So = ¢(S¢) dic induzierte Permutationsgruppe. Auf diese Weise kann man Symme-
tricabbildungen durch Permutationen darstellen. lm Fall des Tetraeder ist S = Sy.
Dies ist leider aber eher die Ausnahme. Im allgemeinen ist ¢ weder injektiv noch
surjektiv; Si ist dann eine echte Untergruppe der Sg. Will man Symmetrichetrach-
tungen anstellen, mufl man sich daher fiir jede Figur die induzierte Drehgruppe
herleiten. Diese kann im Spezialfall, wie etwa dem ebenen Dreieck im Raum. auch
die ganze Sy sein, also auch ungerade Permutationen beinhalien.

Wir wollen nun zeigen, dal nur eine bestimmte Ligandenabbildung auch Konfign-
rationsisomere hervorrufen kann:

1.16 Satz FEine Isomerisation m mit einem vierwertigen Atom als Rumpf hat genau
dann mehr als etne Konfiguration, wenn m injektiv ist.

Beweis: Der Beweis soll mit Hilfe der Theorie der gewichteten Abzdhlung gefiihrt
werden (nach [14] und [24]).

Sei [P] = 4 und L = {a,b,c,d}. Die induzierte Drehgruppe des Tetraeders ist
A,. Da Molekiile, welche durch Drehungen in einander iibergefiihrt werden kénnen,
gleiche Konfiguration haben, entsprechen den verschiedenen Konfigurationen die
verschiedenen Bahnen der Operation von A4 auf L1,

Diese lassen sich mit Hilfe des Satzes von Pdlya ([24]) gewichtet abzihlen. Dabei
ergibt sich fir den Zykelindex:

(a+b+e+d)*  (a®+8+c2+d%° %
12 4
(2a+2b+2c+2d) (e + 6+ + dY)
3

ClAnd|at+b+et+d) =
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= betd + h(‘dl‘l + (tcud + -‘l(:(f2 + ub;‘n' + rczrtl + uzl‘m’ -+
al + 0+ ' B+ BPe? + b + @b+ athe +
(13(‘ + b-z(d + uzbz + a’d + azr2 + afl3 - m‘:\ +
@B +ad® + P& + &+ bd® + 6 d + abc® + abd® +
ed® + o*d + Ad? 4 able + 2abed

Daraus ergibt sich, daf alle Ligandenzuordnungen nur zu jeweils einer Konfiguration
fithren - bis auf die Zuordnung mit vier verschiedenen Liganden, welche zwei Kon-
figurationen hat. Diese Isomerisation wird aber genau danu erreicht, weun jedem
Geriistplatz ein anderer Ligand zugeordnet wird, die Abbildung also injektiv ist.
a
Mit diesern Salz haben wir formal die dem Chemiker wohlbekannte Tatsache hewie-
sen, daB ein vierwertiges Atom nur dann asymmetrisch sein und zu cinem chiralen
Molekiil fithren kann. wenn alle vier Liganden sich unterscheiden (vgl. 1.4.ii).

Zur Erzeugung aller Stereoisomere, die sich aus vierfach koordinierten Atomen erge-
ben, muf man also ,lediglich® jedem Stereozentrum einc dieser beiden Konfiguratio-
nen, die wir mit 0 und | bezeichnen wollen, zuordnen - uuter Beriicksichtigung von
intramolekularen Symmetrien, Damit kénnen wir als Ausgangsproblem [iir Nourses
Algorithmus formulieren:

1.17 Stereochemisches Konstruktionsproblem
i) Finde alle vierfach koordinierten Alome, deven Liganden clle verschieden sind.

i) Bilde alle Kombinationen aus der Zuordnung von 0 oder 1 zu jedem dieser
Atome unter Bericksichtigung der Symmetrien des Molckiils.

Die Losung dieses Problems wird im Mittelpunkt des folgenden Kapitels stehen.
Wahrend it) i.w. auf die Berechnung von Bahnenreprasentanten fuhrt, bedarf i) einer
genaueren Untersuchung; insbesondere mufl geklart werden, was mit ,verschiedene
Liganden“ gemeint ist.

1.5 Konfigurationen und Doppelnebenklassen

Bevor wir die Details des Algorithmus betrachten, wollen wir noch einen Blick auf
die mathematischen Hintergriinde werfen. Dabei werden sich Doppelnebenklassen
als das geeignete mathematische Konzept zur Beschreibung von Isomerisationen
herausstellen.

Sei (¢ eine CGruppe und A und B Untergruppen von . Dann operiert A x B aufl
G: (Ax B)x G — (i ((a,b),g) — agb~'. Die Bahnen dieser Operation heiflen
Doppelnebenklassen von A und B in . Man schreibt A\G/B := {AgB |y € G} =
A x B\G. Eine Bahn AgB heift Doppelnebenklasse von A und B beziiglich g.
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1.18 Lemma Fiir die Anzahl der Doppelnchenklassen gilt:

* G i1G
Bl = LA s~ @ N Al 0 B
eC

[Al1B] 4 [C%(g)| '
wobei C eine Transversale der Konjugiertenklassen sei.

Fiir den Beweis s. [15].

1.19 Definition

i) Das m-Tupel natiirlicher Zahlen \; € B X 1= (A, Mg, ..o, Am) mit 08 A = n
heifit uneigentliche Partition von n, kurz A |= n.

ii) Sei n® eine Mengenzerlegung von n mit n} C n, wobei [n}| = \;Vi € m und

= D

n=| |n}. Der Stabilisator von n’

i€m

S(n') = 505, ®...05: ={reS,|m=nViem)

heifit Young-Untergruppe.

L ]
Die Younggruppe ist eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe: S(n) < S
Zudem gilt: S(n*) = Sy, x ... x Sy,

Wir wollen nun Isomerisationen betrachten, die einen Rumpf der Koordinationszah!
k haben, d.h. |P| = k. Dieser kann - chemisch gesehen — aus einem oder mehreren
Atomen bestehen.

1.20 Isomerisationen k-fach koordinierter Zentren

i) Numeriert man die Liganden mit y,...,[; unter Vernachlissigung méglicher
chemischer Identitaten, so zeigt sich, dafi die Menge aller Isomerisationen die-
ses Zentrums bijektiv zur Si ist:

Peoproe PR i 2 ... k

LoL ... f.'t i 1z ...
ii) Die Gerlistplatze zeigen stets eine gewisse Drehsymmetrie, die durch eine Rota-
tionsgruppe R ausgedriickt werden kann. Da wir Isomerisationen unabhingig

von Drehungen der Geriistplitze betrachten wollen, miissen wir m und pra mit
p € R als gleich ansehen, uns also den Bahnen der Operation

RxLF - L, (pym)— mop™

zuwenden (vgl. 1.11).
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iit) Sind Liganden chemisch identisch, so &ndert es nichis an der Isomerisaiion,
wenn sie beliebig an den Geriistplatzen vertanscht werden. s pebe 1 < k
verschiedene Sorten von Liganden und von der Sorte i € [ jeweils A,. Damit
ist A b=k und Sy o.E. dic Gruppe der Vertauschungen. Auch diese operiert
aul L7
Syx 1P = LP (o,m)— oom.

Nimmt man die chemische Ununterscheidbarkeit als Kriterium, so mull man
auch hier nur die Bahnen betrachten.

Damit haben wir crhalten (vgl. [12], [25], [26]):

1.21 Satz Dic wesentlich verschicdenen Isomerisationen eines k-fach koordiniciten
Zentrums entsprechen einer Transversalen der Doppelnebenklassen R\Sy /Sy, wobei
R die Drehgruppe der Geristplitze und Sy die Younggruppe der Ligandenvertau-
schungen mit A =k sind.

Mit Hilfe dieses Ergebnisses kdnnen wir nun auch Definition 1.3 neu f{assen:

1.22 Definition £in Atom der Koordinationszahl k heifit Stereozentrum, wenn es
eine Ligandenpartition A |= k gibt, so daff |R\Sp/S\] > 1 isl.

Damit stehen uns fiir Konstruktionsprobleme bei Zentren mit einer Koordinations-
zahl grofer als 4 effektive Algorithmen zur Verfiigung, die Doppelnebenklassentrans-
versalen berechnen, etwa [8]. Auch zur Abzahlung ist dieses Resultat niitzlich; wir
kénnen namlich nun 1.18 anwenden:

1.23 Satz Set R die Drehgruppe eines k-fach koordinierten Zentrums, A = k ci-
ne Zerlequng der Ligandenmenge in chemisch ununierscheidbare und o.F. Sy die
Younggruppe zu A. Dann ezistieren an diesem Zentrum

IR\SYSil = e & (H i“'u,-!)-np € Rla(p) = a}ll{7 € Sy | afer) = a}]
L A e N

wesentlich verschiedene Isomerisationen.

Beweis: Die Formel ergibt sich mit 1.13 durch Einsetzen in 1.18. o

Eine ihnliche Formel, ohne Ausnutzung von 1.13, wird in [20] angegeben. Dort
sind aber auch dynamische Rotationen der mit Liganden behafteten Geriistplitze
zugelassen, was auf eine etwas kompliziertere Version fiihrt.

Wir wollen die Leistungsfahigkeit dieser mathematischen Beschreibung nun veran-
schaulichen:
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1.24 Beispiel Wie mehrfach erwihnt, ist die (induzierte) Drehgruppe des Tetra-
eders die Ay, also

R = {1,(12)(34), (13)(24), (14)(23), (123), (124), (134),(234), (132), (142), (143), (243)}

Damit ergibt sich beispielsweise fiir die Ligandenpartition (2,1,1), daff nur iiber die
Zykeltypen {4,0,0,0) und (2,1,0,0) summiert werden muf:

1
= il 1 | 0. =
S+ (22)-0-1) =1
Insgesamt erhalten wir:
Y Jonnn|enn @] @)@
RSS2 | 1 [ 1] 1711

Weitere Beispiele finden sich in [32].

Wir haben also mit Hilfe von Doppelnebenklassen die Chiralitit des Tetracders mit
verschiedenen Liganden ebenso erhalten wie mit der gewichteten Abz&hlung in 1.16.
Wir wollen nun zeigen (nach [11] und [25]), dafl dies kein Zufall ist, sondern daB ein
enger Zusammenhang bestehl. Dazu zundchst ein

1.25 Lemma Sei G eine endliche Gruppe und U < G eine Uniergruppe. Es ope-
riere o X, wobei X endlich, und es sei x € X. Ist dann T eine Transversale der
Doppelnebenklassen UNG/ G, so ist {tz |t € T'} eine Transversale von U\ X.

Beweis: Wegen X operiert auch U auf X. Wir kénnen ferner 0.E. annehmen, daf}
|G\ X| = 1. (Die Operation heifit dann auch transitiv.)

Sei nun z € X mit Stabilisator (. Dann gibt es fiir alle 2’ € X ein g € G mit
' = gx. Zwei Elemente g;2 und gz liegen in derselben {/-Bahn, wenn ein v € U/
existiert mit gyo = ugyr. Zudem gilt gax = gy, fallses ein b € G, gibt mit g, = g3h.
Damit folgt:

prel(pe)= el ,heG,: gp=unh= g € UnG,

a
Damit sind wir in der Lage, den Zusammenhang zwischen Bahnen gegebencn Ge-
wichts und Doppelnebenklassen zu zeigen. Dabei wollen wir sagen, ein m € L” habe
den fnhalt X, falls fur alle ¢ € {1,...,|L}} gilt [{m~(L)}| = A, bei entsprechender
Numerierung der Elemente von L. Der Einfachheit halber sei P = k fir k = |P].
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1.26 Satz Es operiere B < Sy auf LF. Ist m € LF vom Inhalt A, so eristiert eine
Bijektion zwischen den Doppelnebenklassen R\Sy/S\ und den Bahnen R\L® des
Inhaltes A:

R\Si/Sx — R\LY, RS\ R(mor™")

Beweis: Aus 1.11 ist bekannt, wie R auf L7 operiert, namlich Rx LF — L, (p,m) —
mop~'. Betrachten wir statt R die ganze S, so haben alle Elemente ciner Si-Bahn
Jeweils gleichen Inhalt, da die Operation nur die Reihenfolge, nicht aber dic Werte
der Bildvektorelemente dndert.
Nun setzen wir in 1.25 G := S; und U/ := R. Somit ist eine Bijektion zwischen
R\ LY und R\Sg/(Si)n hergestellt. m wiederum ist unter den Elementen von S
stabil, die nur gleiche Bilder vertauschen. Diese sind genau die Elemente von S).
Die Gestalt der Abbildung ist ebenfalls mit 1.25 klar.

[m]

Es gibt also in der Abzihlung nach Gewicht mit Hilfe des Satzes von Pdlya und in der
Bestimmung der Anzahl von Doppelnebenklassen zwei dquivalente Methoden, um
die Zahl der wesentlich verschiedenen Isomerisationen an einem k-fach koordinierten
Rumpf zu bestimmen. Wollen wir aber Représentanten angeben, so erweist sich die
gewichtete Abzéhlung ~ wie schon der Name sagt — als ungeeignet. Hierfiir kon-
nen Algorithmen zur Konstruktion von Doppelnebenklassentransversalen hingegen
erfolgreich eingesetzt werden. Diese Anwendung wird in [31] und [32] diskutiert.

2 Der Algorithmus von Nourse

Nun wollen wir uns den Details des Algorithmus zur Generierung von Stereoiso-
meren zuwenden, der in den spiten siebziger Jahren von J.GG. Nourse, D.H. Smith,
R.E. Carhart und C. Djerassi entwickelt wurde und seitdem nicht durch einen um-
fassenderen abgeldst werden konnte. Die Darstellung folgt den Veréffentlichungen
[21] und [22].

Die grundsitzlichen Gedanken wurden weitgehend iibernommen, insbesondere in
den Algorithmen 2.2, 2.4 und 2.32. Bei den Verfahren 2.14 und 2.21 wurde die
bekannten Methoden prézsiert und verfeinert, wihrend die weiteren Algorithmen -
soweit es sich nicht um klassische handelt - sowie alle Sitze selbst entwickelt wurden.

2.1 Suche nach aromatischen Systemen

Der eigentliche Konstruktionsalgorithmus nutzt nur die Chiralitit des Geriistes (s.
1.4) aus. Doppelbindungen zwischen Atomen, die in der Lage sind, Sterecisomerie
der Typen 1.5 nnd 1.6 hervorzurufen, werden auf diese Sitnation zuriickgespielt,
indem an die Stelle der Doppelbindung zwei fiktive Knoten X eingesetzt werden:

X
s
X
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Um den Konstruktionsprozef eflektiv zu gestalten, ist es nétig, im voraus die Zahl
potentieller Stercozentren méglichst stark zu reduzieren. Im Hinblick auf die Dop-
pelbindungen sind es vor allem aromatische Systeme, die eine gréfiere Menge nicht-
stereorelevanter Zweifachbindungen beitragen. Diese gilt es, in einem ersten Schritt
zu entdecken.

2.1 Definition {17] Unter einem aromatischen System wollen wir Strukturen verste-
hen, die aus mehreren Ringen des Benzol zusammengesetzt sind. Dabet unlerscheidei
man zwischen linear anellierten Systemen und angular anellierten Systemen. .

Durch die véllige Delokalisation der m-Elektronen ist eine freie Beweglichkeit um die
in der Zeichnung einfach dargestellten Bindungen nicht mehr méglich. Derartige
Systeme zeigen daher keine Konfigurationsisomerie. Dariiber hinaus gibt es auch
sog. nicht-benzoide Aromaten wie Annulene oder Pyridin. Aufgrund des nicht ganz
eindeutigen Begriffs und der vereinzelten Méglichkeil zur Bildung von Diastercome-
ren beriicksichtigt das vorliegende Programm derartige Strukturen nicht. Um die
Atome, die an einem aromatischen System beteiligt sind, zu identifizieren, wird ein
einfacher Algorithmus zur Substruktursuche verwendet, auf den hier nicht niher
eingegangen werden muf} (s. etwa [8]).

2.2 Behandlung von Doppelbindungen

Nachdem die aromatischen Systeme identifiziert sind, kénnen wir nun alle die Atome
suchen, die als Stereozentren in Frage kommen.

2.2 Algorithmus (Suche nach potentiellen Stereozentren)

i) Durchlaufe alle Atome und markiere diejenigen, die Valenz 3 (falls erlaubt)
oder 4 haben, hochstens einen Wasserstoff als Nachbarn haben und die nicht
in einem aromatischen System vorkommen.

ii) Untersuche nun die Nachbarschaft jedes markierten Atoms.
(a) Ist es an einer Stelle drei- oder vierfach® gebunden, so l6sche die Markic-
rung.

(b) Ist es mit zwei Partnern doppelt gebunden, dann lésche die Markierung
und beginne den Durchlauf erneut, falls einer der beiden Nachbarn kein
potentielles Stereozentrum ist.

(c) Ist es nur mit einem Partner doppelt gebunden, losche die Markicrung,
falls der doppelt gebundene Nachbar kein potentielles Stereozentrum ist.

<

3 Die vierfache Bindung wird nur fiir den Spezialfall C, beriicksichtigt.
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Durch die Unterscheidung der Nachbarschalt wird folgendes erreicht:

o Kohlenstoffe (0.4.), die mit Sauerstofl (0.4.) doppelt gebunden sind, werden
korrekt als Stercozentren verworfen.

o Alle Partner konjugierter Doppelbindungen werden als potentielle Stereozen-
tren erkannt, sofern die Atome an den Enden der Kette verschiedene weitere
Liganden tragen (vgl. 1.5).

2.3 Beispiel Im folgenden Beispiel sind die potentiellen Stereozentren mit einem *
gekennzeichnet.

CHy
H-C"~Cl

Weitere Beispiele werden bei der Diskussion um die Eleminierung potentieller Zen-
tren vorgestellt werden.

Sind alle Atome entsprechend markiert, konnen die Doppelbindungen weiterverar-
beitet werden:

2.4 Algorithmus (Entfernen von Doppelbindungen) Ermittle die Anzahl der
einzufiigenden Atome. Fiir jede Doppelbindung zwischen zwei potentiellen Stereo-
zentren sind zwei Atome hinzuzufiigen. Durchlavfe sodann alle Atome und fiige
ncue Atome anstelle von Doppelbindungen ein. <&

Daruit hat jedes fiir die Stereochemie relevante Atom nur einfach gebundene Nach-
barn. Ingesamt gesehen werden mit dem Erweitern des Molekiils zwei Ziele verfolgt:

i) Die algorithmische Behandlung wird vereinfacht. Jedes mehrfach gebundene
Stereozentrum kann nun auf gleiche Weise wie ein einfach gebundes behandelt
werden. Dies crweist sich besonders dann als Vorteil, wenn auch die Liganden
Stercozentren enthalten.

ii) Die Enantiomerc von Strukturen mit mehrfach aneinander liegenden Doppel-
bindungen kénnen leicht errechnet werden, indem man némlich die Konfigu-

rationen aller beteiligten Stereozentren umkehrt.

2.3 Die Konfigurationssymmetriegruppe

Wir wollen uns nun der Symmetriegruppe zuwenden, die in den folgenden Abschnit-
ten benotigt wird. Dazu betrachten wir ein Konstitutionsisomer als Multigraphen
(s. dazu auch [10]).
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2.5 Definition FEin numerierter m-Graph mit p Punkten ist eine Abbildung

G (S) — {0,],...,m},
»

wobei (5) alle zweiclementigen Teilmengen von p scien. Wird einem Punkicpaar
{i,7} der Wert v zugeordnet, so bedeutct dies, daff die Punkte durch eine r-fache

Kante miteinander verbunden sind. (Ist r = 0, sind die Punkie unverbunden.) o

Insgesamt gibt es (;’) Punktepaare. Die SB operiert aul den Punkten und damii

auch auf den Graphen:
(26) Sp % {0,...,m}&) = {o,....m}D, (x,7)— yor

Dabei ist das Bild die Abbildung v’ = 7y =y o 7~ mit v'({i,j}) = ¥(=~{i,j}) =
¥({==",7'4}). Von besonderer Bedeutung sind die Permutationen, welche dic Bin-
dungsverhaltnisse des Graphen unverandert lassen:

2.7 Definition Der Stabilisalor eines numerierten m-Graphen v € {0, ... ,m}(g)
heifit Automorphismengruppe von y: A(y) := {r € 5, |7y =~} .

Entscheidend sind neben den Bindungsverhiltnissen eines Molekiils selbstverstind-
lich aber auch noch die Typen der einzelnen Atome, d.h. das Element* (des Peri-
odensystems), aus dem das jeweilige Atom besteht. Mathematisch bedeutet dies,
daB jedem Knoten ein zusétzlicher Wert zugeordnet wird, er ,beschriftet* wird, wie
man sagt.

2.8 Definition Besteht ein Molekil aus n verschiedencn Elementen E;, so heifien
die Abbildungen 3 € {Ey,..., E.}2 oder einfacher § € nE Beschriftungen des nu-
merierten Graphen v, fir die fir jedes i € p gill, daff die Gesamizahl der von i
ausgehenden Kanten gleich der Valenz des Alomtyps B(i) ist. .

Ein Molekiil gegebener Konstitution, also ein molekularer Graph, kann daher durch
ein Paar (v,) € {0,...,m}(§) x nZ von Abbildungen beschrieben werden.
Auch auf den Beschriftungen operiert S, auf natiirliche Weise

(2.9) Sy xnk = nk, (7,3) = fon”!

Insbesondere operiert damit auch A(y) auf den Beschriftungen. Fassen wir die
Stabilisatoren der Operationen 2.6 und 2.9 zusammen, so erhalten wir die

2.10 Definition Der Stabilisator eines molekularen Graphen (v, 3) heifit Aulo-
morphismengruppe von (v,8): A(y,8) := {x € A(7) |8 = 8} .

4 Aufgrund der Verzahnung von Chemie und Mathemaiik 148t es sich leider nicht vermeiden,
daB in diesem Abschnitt der Begriff ,Element® mit unterschiedlicher Bedeutung verwendet wird.
Es sollte sich jedoch dem aufmerksamen Leser aus dem Kontext erschliefien, ob die mathematische
Bedeutung - einzelnes Teil einer Menge — oder die chemische — Atomsorte im Periodensysicm
gemeint ist.
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Im folgenden Beispicl werden wir uur die Permutationen von Nichtwasserstoffen
betrachten. Auch in der programminternen Reprasentation werden Wassersioffe
nicht als Knoten des Graphen sondern als zusatzliche Beschriftung angegeben, um
Speicher zu sparen und um die Komplexitat nicht unnétig zu erhéhen.

2.11 Beispiel Wir betrachten (als Graph und als Molekiil) Tetramethylsilacyclo-
hutan

. . HyC® C®Hy
Ne—e” SCHR-CE

|
cla-siy
o e e d l\(_,-r

Dic verbundenen Punktepaare sind

(1,2}, {1,4},{1,5}, 2,3}, {2,6},{3,4}, {3, 7}, {4,8].

Mat C den Typ 1 und Si den T'yp 2, so kann die Beschriftung durch den Vektor
(1,1,2,1,1,1,1,1) dargestellt werden. Die Automorphismengruppe des Graphen
hat die Ordnung 8 und lautet (1aBt man Fixpunkte weg):

1 (13)(57)
(24)(68) (13)(24)(57)(68)
(12)(34)(56)(78) (14)(23)(58)(67)
(1234)(5678) (1432)(5876)

Wairen alle Beschriftungen gleich, wie etwa bei Tetramethylcyclobutan, so wire dies
auch die Antomorphismengruppe des Molekiils. Wegen des Siliziums aber fallen eine
Reihe von Abbildungen weg. So sind etwa die Spiegelungen an den Scitenhalbie-
renden gegeniiberliegender Seiten keine selbsterhaltenden Abbildungen mehr. Als
Automorphismengruppe bleibt lediglich {1, (24)(68)}.

Eine gréfere Automorphismengruppe bedeutet in der Sprache des Chemikers ei-
ne groflere Symmetrie des Molekiils. Diese wirkt sich natiirlich anch auf die Zahl
der Stereozentren aus. Als Faustregel kann man sagen: Je grofler die Automor-
phismengruppe, desto weniger Stereoisomere gibt es. So existieren zum Beispiel zu
1,2,3,4-Tetramethylcyclobutan vier Stereoisomere, wahrend das gleiche Molekiil mit
einem Silizium bereits achi besitzt.

Fiir die Berechmung der Automorphismengruppe wird im vorliegenden Programm
eine Routine aus dem Programmsystem MOLGENT eingesetat (s. [16]). Zunichst
werden die Knoten des Graphen in Automorphismenpartitionen cingeteilt, d.h. es
kann danach keine Automorphismen geben, die Knoten verschiedener Partitionen
aufeinander abbilden.

Die Automorphismengruppe selbst wird nun mit Hille einer sog. Sims-RNelle berech-
net und gespeichert. Dies ist cine Kette von Untergruppen

(2.12) G>2C)>...>2C) =id,
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wobei C'(r) := {# € G|xi = i Vi € r} der punktweise Stabilisator von 7 ist {v-
gl. [27]). Damit kénnen Permutationsgruppen sehr effizient verwaltet werden. Fs
geniigt namlich, Transversalen der Linksnebenklassen C'(r — 1)/C(z) fiir » € [ 2u
speichern; alle Elemente von &' sind damit eindeutig darstellbar. Auf diese Wei-
se wird vermieden, jedes einzelue Element von G zu speichern, was einc unnétige
Einschrinkung der Reichweite der Algorithmen zur Folge hitte.

Gibt es in einem Molekill s Stereozentren, so kann man diese gemaB der Ausgangs-
numerierung des Molekiils numerieren. Die entsprechende Abbildung heific ». Dabei
sei v € s und nur auf den Stereozentren definiert. Ist der Punkt : das j-te Stereo-
zentrum, so ist v(2) = J.

Unter den Elementen der Automorphismengruppe bleiben Stereozentren entweder
fest oder werden in Stereozentren iiberfithrt. Damit induziert » eine Abbildung

(2.13) viAMB) = S,

Das Bild von 7 sind die molekiilerhaltenden Permutationen der Stereozentren. Zu
bemerken ist noch, daf 7 i.a. nicht injektiv ist.

Wir setzen nun .S; := {(0)(1),(01)}. Die Konfigurationssymmetriegruppe wird eine
Untergruppe von S, #(A(7,5)) sein. Jedem m € A(y, ) wird eine Abbildung
€ € (85)2 zugeordnet. Diese gilt es zunichst zu ermitteln. Wir wollen sie Inversion
nennen.

2.14 Algorithmus (Bestimmung der Inversionen) Durchlaufe alle Automor-
phismen und fiir jede Permutation 7 € A(~, ) alle Stereozentren. Unterscheide fiir
das Zentrum 7 € s folgende Fiille:

i) #(m)(i) = i, d.h. das Stereozentrum bleibt fest unter =. Die Liganden des
Zentrums (I, ..., 1) (gemaB der Ausgangsnumerierung des Molekiils) werden
durch 7 auf (/;,,...,1,,) abgebildet. Bestimme die Permutation

b oo ik
TR T
Ist sie gerade, so setze €,(1) = (0)(1), sonst setze e.(¢) = (01).

ii) #(m)(i) = j # i. Zusammen mit dem Stereozentrum werden auch die Liganden
({1, .., 1) abgebildet, etwa auf (i;,,...,{; ). Bestimme die Permutation

L3 = &)
F wew Fod”

Ist sie gerade, so setze €,(j) = (0)(1), sonst setze ¢,(7) = (01).

Damit konnen wir festlegen:
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2.15 Satz und Definition Die Mcenge
C(7.8) = {(ex, 7(m)) | 7 € A(7, B)}
ist eine Untergruppe der Sy, 7(A(y, 8)) und heift Konfigurationssymmetriegruppe.

Beweis:

i) Nach Konstruktion 2.14 ist C'(v, 3) C (S2)* x #(A(~, 3)) klar.
Zudem ist auch wegen ((id,, .. .,idz),id;) € C(y, 8) die Menge C'(v,3) # 0.

i) Seien w,0 € A7, ) und 7 := ¥(x) und @ := (o). Nach dem Untergruppen-

kriterium fiir endliche Gruppen ist zu zeigen, dafl daun auch (¢, 7) - (¢,,7) €
C(v,3). Gemif der Verkniipfung fiir Kranzprodukte gilt: (e,,%) - (¢,,7) =
(€r(ea)z, T 7) mit (ex(er)7)(i) = €x(?) €(F7'i). Da die Umnumerierung » cin
Homomorphismus ist, gilt: 7& = 5.
Sei nun 7 € s. Unter # werden die Liganden (h,... 1) des Zentrums 7 auf
(w(fh),...,m(l)) abgebildet. Das Signum der Indexvertauschungen bestimm-
t €-(72). Bei o erhalten wir (¢(h),...,e(l)) und wieder aus dem Signum
6 (T1) = (¢, )7(72). Aus Symmetriegrinden gilt zudem:

(2.16) (1) = €,1(F7'9)

Zur Bestimmung von ¢, (%7) miissen wir die Liganden des Zentrums 714, also
etwa ({y,..., k) betrachten. Diese werden durch = o ¢ auf (we(l)),..., 7o (ly))
abgebildet. Diese Abbildung von @7'¢ auf 7i 1aBt sich iiber ¢ faktorisicren:

1. 7T . F _.
Tl — i —— T

Da die Signum-Funktion cin Homomorphismus beziiglich der Hintereinander-
ansfithrung von Abbildungen ist, folgt zusammen mit 2.16: ¢.(7i) (¢, )7(T) =
€xo(Ti). Da mit ¢ auch 7i alle Elemente von s durchlauft, ergibt sich daraus
die Behauptung,.

u]

s sollte noch bemerkt werden, daB es durch eine geeignete Wahl der Ausgangsnu-
merierung des Molekiils immer mdéglich ist, v gleich der Identitit zu setzen. Die
Gruppe #(A(v,8)) ist dann nichts anderes als die Einschrinkung von A(v, 4) auf
die ersten s Elemente.

Der recht formal beschriebene Prozef der Ermittlung der Inversionen wird nun durch
Beispiele deutlicher werden.
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2.17 Beispiele

i) Aus 2.11 ist bereits 1,2,3 4-Tetramethylcyclobutan mit seiner Automorphis-
mengruppe bekannt. Die Stereozentren sind die Atome 1, 2, 3 und 4; daher
ist hier v die Identitidt. Wir wollen nun die Inversionen ¢, bestimmen.

(a) Unter der Identitit bleiben alle Liganden fest:
en = ((0)(1), (0)(1), (O)(1), (0)(1)).

(b) Unter my := (24)(68) werden die Liganden von 2 folgendermaflen abge-
bildet: (1,3,6) — (1,3,8). Da die Reihenfolge fest bleibt, ist. ¢.,(4) =
(0)(1). Fiir das Zentrum 4 gilt dies analog. Bei den Liganden von 1 gilt:
(2,4,5) = (4,2,5) Hier wird eine Transposition benétigt, um die aufstei-
gende Reihenfolge wiederherzustellen, also €,,(1) = (01). Analog bei 3.
Insgesamt bedeutet dies:

€x, = ((01), (0)(1), (01), (0)(1))

Bei m3 := (12)(34)(56)(78) gilt an 1: (2,4,5) — (1,3,6), d.h. die Reihen-
folge bleibt erhalten, €,,(1) = (0)(1). Fiir 2, 3 und 4 gilt dies analog, so
daf

(c

—

€xy = ((0)(1), (0)(1), (0)(1), (OX(1)).

Am Zentrum 1 haben wir bei w4 = (1234)(5678) die Abbildung: (2,4,5)
(3,1,6). Die Reihenfolge ist umgedreht, daher ¢, (2) = (01). Bei 2
wiederum gilt: (1,3,6) — (2,4,7), keine Umkehrung der Reihenfolge,
e, (3) = (0)(1). Fir 3 und 4 bestimmen sich die Inversionen analog,
womit wir erhalten:

‘o
£

€ny = ((0)(1)!(01)7(0)(])= (01))

Auf die gleiche Weise 148t sich dies fortfithren. Die vollstandige Konfigurati-
onssymmetriegruppe lautet (Zur besseren Ubersichtlichkeit steht e := (0)(1)
und 7 := (01).):

(eceee), (1)(2)(3)(4)
(i?e7i7e)7 (24)
(e,e,e,e), (12)(34)
(e,2,e,7), (1234)
(e,2,e,2), (13)
(i,2,2,2), (13)(24)
(i,7,7,7), (14)(23)
(i,e,1,€e), (1432)

i) Ein weiteres Beispiel soll ein halogeniertes Cyclobutan-Derivat sein. (Nur
die Stereozentren sind numeriert. Freie Valenzen seien durch Wasserstolfe
besetzt.)
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Wie auch im Programm iiblich, beginnt hier die Numerierung hei 0.

Die Konfigurationssymmeltriegruppe lautet:

(e,e,e,e,¢c,€,€,€),
(e, e 8,60, 8,e,€),
(est,e,€,8,8,€,8),
(e,2,t,e,e,1,€,1),

(e.7,2,e,e,e,e,¢), (03)(16)
(e)i,e,e,¢,d,6,€), (03)(46)
(e,e i e, e,e¢,i), (03)(46)
(c,e e e,e,i,e,i), (03)(46)

—_—— =

(ie,e.ive,e e e), (12)(5T)  (iriyivi e,e,ee), (03)(12)(16)(57)
(hiyedye,ee,i), (12)(57) (e iise e end), (03)(12)(46)(57)
(1,€,4,1,e,1,e,¢), (12)(57) (i,1,e,4,e,4,e,e), (03)(12)(46)(57)
(2,8,2,1,6,2,e,1), (12)(57) (i,e,e,2,e,2,e,1), (03)(12)(46)(57)

iii) Die Konfigurationssymmetriegruppe muf aber nicht immer so klein sein, wie
in den letzten Beispielen. Bei dem Molekiil in Abb. 1 hat sie die Ordnung 384.

H
HHH H*‘C H OHH
H—([‘—(!—(L=C—(E—é=0—é—0-ﬂ
I|I (l)H !|{ é-‘ll H l'll H
don
Hf(ll—Oll
H-G-
h

Abbildung 1: 28-Iydroxy-5,5-Di(3-Ilydroxy-1-Propenyl)-3,6-Nonadien

Es gibt hier insgesamt 13 Stereozentren und 36 Stereoisomere.



= 175 =

Wozu miissen die Inversionen aber nun eigentlich bestimmt werden? Eine Antwort
liefert

2.18 Bedeutung der Konfigurationssymmetriegruppe

e Die Automorphismengruppe des Molekiils beschreibt nur die Bindungsverhilt-
nisse und die Atomnamen. Nicht in Betracht gezogen wird, welche riumlichen
Auspragungen dieses Molekiil haben kann und wie diese ineinander umgewan-
delt werden kénnen. Die Konfigurationssymmetriegruppe berticksichtigt den
Wechsel zwischen verschiedenen Konfigurationen, der in der raumlichen Dar-
stellung einem ,Umklappen® dhnelt.

Um die Liganden als (geordnete) Tupel schreiben zu kénnen, stellt man sich
die Umgebung der Stereozentren lokal raumlich plaziert vor. Mit dieser Metho-
de, die sich algorithmisch durch die Numerierung der Knoten bei der Eingabe
véllig natiirlich ergibt, kann dann die Anderung der Reihenfolge als Konfigu-
rationsinderung (je nach Vorzeichen) interpretiert werden.

Durch die Inversionen wird festgestellt, daB es Ligandenpermutationen gibt,
die imstande sind, die Konfiguration eines Stereozentrums zu andern, d.h. —
in der Sprache der Doppelnebenklassen (s. 1.21) — daB durch diese Abbildung
die riumliche Anordnung von einer Doppelnebenklasse in die andere iiberfiihrt
wird.

Gibt es nur ein potentielles Stereozentrum, so wird dies besonders augenfillig.
Die Automorphismengruppe z.B. des Dichlormethanols

o'H

|
ci*-¢ct-cP?
|

H

ist {1,(23)}, die zugehorige Konfigurationssymmetriegruppe {(e, (1)), (z,(1))}.
Da eine Inversion existiert, konnen nicht zwei Konfigurationen unterschieden
werden; es gibt also nur ein Sterecisomer.

Bei mehreren Stereozentren, wie in den letzten Beispielen, wird durch die
Inversionen die Auswirkung der Permutation auf die Konfigurationen aller
Stereozentren beriicksichtigt. Liegt ein Stereozentrum beispielsweise in einem
Liganden eines anderen Zentrums, so andert sich seine Konfiguration, wenn
der Ligand permutiert wird.

Die Konfigurationssymmetriegruppe erlaubt, eine Reihe von Untersuchungen
des stereochemischen Verhaltens eines Molekiils anzustellen, ohne eine rinmli-
che Plazierung zu benétigen. In den folgenden Abschnitten werden wir sehen.
wie sich die Bahnen der C(y, 8) auf {0, 1}* als dic verschiedenen Stercoisomere
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erweisen. Dabei kann man dann entweder dic Transversale fiir die Generie-
rung berechnen oder die Bahnenzugehérigkeit als Kriterium zur Bestimmung
der Konfiguration nutzen. Dariiber hinaus stehen auch die Silze der kom-
binatorischen Abzihltheorie damit offen, was die Ermittlung von Anzahlen
gestattet.

2.19 Bemerkung Bereits G. Pélya ([24]) erkannte dic Wichtigkeit, stercoche-
mische Probleme mit gruppentheoretischen Mitteln zu behandeln.  Unsere Konfi-
gurationssymmetriegruppe heifit bei thm Stereoformelgruppe - allerdings mit dem
Unterschied, daBl die Inversionen nicht in der hier vorgestelllen Weise heriicksichtigt
werden. Pélya betrachtete vielmehr das Geriist als ganzes und die Abbildungen, die
das Geriist erhalten. Auf diesem Weg gelangte er etwa zur Aussage, dafl es bei n
Stereozentren maximal 2" Stercoisomere geben kann. Seine erweilerte Stercoformel-
gruppe aBt auch Spiegelungen des Geriistes zn, wodurch Enantiomere in dieselbe
Aquivalenzklasse fallen.

Der hier diskutierte Ansatz hat sicherlich Pélya als einen seiner geistigen Viter;
das Konzept der Stereoformelgruppe ist indessen nicht fiir weiterreichende Untersu-
chungen geeignet, da stets die genaue Kenntnis des raumliche Geriistes des ganzen
Molekiils vorausgesetzt wird.

2.4 Verifizierung der Stereozentren

Nachdem die potentiellen Stereozentren entdeckt sind und die Automorphismen-
gruppe berechnet ist, mufl noch untersucht, werden, ob alle Atome, die als poten-
tielles Stereozentrum erkannt wurden, auch wirklich welche sind. Dies stellt sich
zwar auch beim Konstruktionsalgorithmus heraus; der Aufwand, diese Erkenntnis
auf diesem Weg zu gewinnen, ist aber ungleich héher. Um die Generierung so effek-
tiv wie méglich zu gestalten, sollte daher die Zahl der Stereozentren vorher auf das
tatsichlich Nétige reduziert werden.

Dabei hilft folgende Uberlegung:

2.20 Lemma @Gibi es eine Permulalion in der Automorphismengruppe, die ein-
geschrinkt auf die Liganden eines potentiellen Stereozentrums ungerade ist, so ist
dieses Atom nur dann wirklich ¢in Stereozentrum, wenn die Liganden, dic nicht fes!
bleiben, auch mindestens ein Stereozentrum enthalten.

Beweis: Enthalten die Liganden selbst Stereozentren, so dndert ihre Vertauschung
zwar nicht die Konstitution, wie die Automorphismengruppe zeigt, wohl aber die
Konfiguration. Daher sic miissen als stereochemisch verschieden angesehen werden.
Sind aber alle Liganden verschieden, so ist das Atom nach 1.16 (oder analog) ein
Stereozentrum. e
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Ein Beispiel fiir eine solche Struktur ist 2.17.iii.

Nach 1.16 wiirde man vermuten, daB dies nicht nur fiir gerade Permutationen, son-
dern fiir alle auer der ldentitét gilt. Tatsdchlich lassen sich aber Molekiile finden,
die ein anderes Verhalten zeigen (s. [22]).

Zur Verfizierung der Stereozentren mufi man also in zwei Schritten vorgehen: Zuerst
miissen die Umgebungen der potentiellen Zentren daraufhin untersucht werden, ob
es Automorphismen gibt, die auf den Liganden ungerade permutieren. Dann miissen
die Liganden der so identifizierten Atome auf Stereozentren durchsucht werden - und
zwar moglichst von ,auflen* nach ,innen®, um kein Zentrum zu iibergehen.

Ein erster Algorithmus markiert die permutierten Nachbarn der Stereozentren un-
ter entsprechenden Automorphismen. Nun gilt es, die so markierten Nachbarn zu
durchsuchen. Wurde auf diese Weise ein potentielles Stereozentrum als nicht stereo-
relevant erkannt, muf die Suche von vorn beginnen, da das Streichen eines Zen-
trums Auswirkungen auf die anderen haben kann. Um diesen Prozef nicht zu oft
wiederholen zu miissen, sollte mit den Atomen begonnen werden, die — anschau-
lich gesprochen — im AuBenbereich des Molekiils liegen, und spater dann die weiter
inneren untersucht werden. Diese bildliche Vorstellung setzt ein Algorithmus um,
der die Lingen der lingsten Wege im Graphen ausgehend von den Stereozentren
ermittelt. Nun kénnen die Stereozentren gemaf 2.20 iiberprift werden.

2.21 Algorithmus (Verifizierung der potentiellen Stereozentren)

i} Durchlaufe alle Weglangen absteigend, beginne mit der maximalen Linge aller
Wege, die von relevanten Zentren ausgehen.

i) Durchlaufe alle Stereozentren mit der aktuellen als langster Weglange. Er-
mittle die Zahl der Stereozentren in allen markierten Liganden mit folgender
rekursiver Unterfunktion. Gehe aus von dem Stereozentrum als Zentralatom,
das als Vorginger angesehen werden soll, und seinem Nachbarn als aktuelles
Atom.

(a) Ist das aktuelle Atom gleich dem Zentralatom, so gib 0 zuriick.

(b) Durchlaufe alle Nachbarn des aktuellen Atoms auBer dem Vorginger.
War einer bereits in einer héheren Ebene beriicksichtigt, so gib 1 zuriick.
Anderenfalls summiere iiber die Riickgabewerte der Funktion auf den
darunterliegenden Ebenen mit dem aktuellen Atom als Vorganger und
den Nachbarn als aktuell.

(c) Ist die Summe gréfer als 0 oder ist das aktuelle Atom selbst Stereozen-
trum, so gib 1 zuriick; ansonsten 0.

Falls die Funktion bei allen permutierenden Liganden 0 liefert, ist. das gegen-
wirtige Atom kein Stereozentrum; lésche also die Markierung als Stereozen-
trum, setzte die duBere Schleife wieder anf den Anfang und gehe zu i).

iii) Gibt es nach Durchlauf dieser Schleifen keine Stereozentren mehr, so verlasse
das Programm.

&
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2.22 Beispiel Ein etwas groBeres Beispiel ist

CH3z

L!‘Ha H3(:—(,j’H (|)H3
13C0-C =-CAHI—C*H-CYH-C*H—CH;;
I |
H3C—-CPH HaC—CiIL

éﬁH:, CL-H3

Nur die potentiellen Stereozentren sind numeriert. Als maximale Weglinge ermit-
telt sich fiir 1,5,6.8 jeweils 5, fiir 2.4 und 7 jeweils 4 und fiir 3 den Wert 3. Beim
Durchlaunf in 2,21 wird zuniichst fiir 1 erkannt, daB die beiden Methylgruppeu keine
Stereozentren enthalten, dann das gleiche bei 5, bei 6 und 8. Die beiden permutie-
renden Liganden der 2 enthalten zwar die Atome 1 und 6, diesc wurden aber bereits
als Stereozentren verworfen. Daher wird auch das Atom 2 als nicht stereo-relevant
erkannt, ebenso 4 und 7. Der Kohlenstoff 3 schlieflich ist auch kein Stereozentrum,
da die ehemaligen Zentren 1,2,6 sowie 4,5,8 bereits weggefallen sind. Damit enthilt
das Molekiil iiberhaupt keine potentiellen Stereozentren mehr, ist also achiral.

2.5 Generierung der Stereoisomere

Nachdem nunmehr alle Vorarbeit erledigt ist - die Stereozentren verifiziert, die Kon-
figurationssymmetriegruppe berechnet, konnen jetzt alle wesentlich verschicdenen
Stereoisomere bestimmt werden. Nach der Aufspaltung der Doppelbindungen durch
2.4 kann jedes der s Stereozentren nach 1.16 (oder analog) in zwei Konfigurationen
vorkommen, die 0 und 1 genannt werden kénnen. Die Menge aller moglichen Stereoi-
somere ist somit {0,1}%. Von diesen kénnen aber einige ,gleich® sein. Als ,gleich®
sehen wir Sterecisomere an, fiir die es einen Isomorphismus gibt, der sie aufeinan-
der abbildet und dabei die Anderungen der Konfigurationen unter dieser Abbildung
beriicksichtigt. Die Menge aller dieser Isomorphismen ist aber genau C/(y,3), so
daB die wesentlich verschiedenen Sterecisomere genau den Bahnen von C(7, 8) auf
{0, 1}* entsprechen. Damit haben wir erhalten:

2.23 Satz Zu einem Molekil mil Konfigurationssymmetriegruppe C(v, 3) und s
Stereozentren ist eine Transversale von C(y, 8)\{0,1}* die Menge aller wesentlich
verschicdenen Stereotsomere der Typen 1.4.i) und @), 1.5 und 1.6.

Wir stehen nun vor der Aufgabe, die Bahnen C(7, 8)\\ {0, 1}* zu konstruicren. Nour-
se schligt in [21] dazu vor, immer einen Vektor aus {0,1}* zu nehmen, der nicht
Mitglied einer bereits berechneten Bahn ist. Diese Methode erfordert es aber, je-
den neuen Reprisentanten mit allen bereits bekannten zu vergleichen. Die Zahl der
dafiir notwendigen ‘lests kann sehr grof werden, so daB dieses Vorgehen algorith-
misch nicht empfehlenswert ist. Vorteilhafter ist folgendes Verfahren (nach [9], vgl.
dazu 1.12):
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2.24 Kanonischer Bahnenalgorithmus

i) Starte mit der leeren Menge T := 0.

ii) Berechne in lexikographisch aufsteigender Reihenfolge die Vektoren {0, 1} und
untersuche dabei jedes [ € {0,1}* folgendermaBen:

e Existiert ein (¢,7) € C(y,8) mit f < f, wobei f(i) := (i) f(F ). so
ist f kein kanonischer Bahnreprésentant (d.h. nicht der kleinste seiner
Bahn).

¢ Andernfalls speichere T :=T'U {f}.
&

Auf diese Weise muf nicht fiir jedes f die ganze C(7, 8) durchlaufen werden; denn
hat man ein f < f, so kann mit dem néchsten Représentanten der Test fortgesetzt
werden. Der entscheidende Vorteil ist aber, daB der Test jedes Reprisentanten nur
von C(v, ) und nicht von den bereits berechneten Reprisentanten abhingt.

Im einzelnen gliedert sich dieser Algorithmus in den Test auf Minimalitit und die
Transversalenkonstruktion.

2.25 Algorithmus (Minimaltest)

i) Durchlaufe alle (¢, 7) € C(7, 3) mit (ex, T) # (idz,id,) und berechne f(z) =
i) S(F1(3)) Vi € 3.
i) Suche das kleinste j € s mit f(j) # f(5).
iii) Gilt f(j) < f(3), so brich den Durchlauf ab und gib 0 zuriick; sonst gehe zu
i).
iv) Gib 1 zuriick.

Damit konnen wir die kanonischen Bahnreprasentanten erzeugen:
2.26 Algorithmus (Konstruktion der Repriisentanten)
i) Beginne mit f = (0,...,0).

ii) Gibt der Minimaltest 2.25 den Wert 1 zuriick, so ist der aktuelle Reprisentant
minimal. Speichere ihn in einer Liste.

iii) Erhohe f nach folgender Regel:

(a) Setze &k :=s.
(b) Ist f(x) =0, so setze f(x) := 1 und springe zuriick.
(c) Setze f(x):=0 und vermindere « um 1. Falls & > 0, gehe zu (b).

iv) Gehe zu ii), falls k > 0; sonst beende die Funktion.
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2.27 Beispiel Wir wollen das Tetramethyleyclobutan aus 2.11 betrachten, dessen
Konfigurationssymmetriegruppe wir in 2.17 berechnet haben.
Wir starten mit / = (0,0,0,0). Da dies der global minimale Vektor ist, ist er auch
ein kanonischer Reprasentant und wird gespeichert.
Als nichstes folgt [ = (0,0,0,1). Bei ((z,e,7,¢),(24)) ist f: (1,1,1,0) > f. Bei
((eve,e,¢),(12)(34)) dann f = (0,0,1,0) > f usw. SchlicBlich erweist sich f als
neuer Reprisentant.
Nun wollen wir f = (0,0, 1,0) betrachten. Unter ({¢,e,1,¢),(24)) erhalten wir f =
(0,0,0,1) < f. Dies ist also kein Reprisentant. (0,0,1,1) ist dagegen wieder einer,
wahrend (0. 1,0,0) unter ((e,,¢,2),(1234)) zu (0,0,0,1) wird.
Am Ende liefert uns der Algorithmus 2.26 die Reprisentanten

(0,0,0,0)

(0,0,0,1)

(0,0,1,1)

(0,1,1,0).
Es gibt also zu ‘Tetramethylcyclobutan vier Stereoisomere.
Obwohl bei diesem Algorithmus meist nicht alle Flemente der Konfigurationssymme-
triegruppe durchlaufen werden miissen, ist es bislang unvermeidlich, alle Vektoren
zu durchlaufen. Unter Umstinden kdonnen zwischen zwei kanonischen Reprisen-
tanten eine ganze Reihe von nicht-kanonischen liegen. Die Abbildung, welche die
Minimalitét verwirft, kann aber AufschluB dariiber geben, welcher Reprisentant als
nachstes getestet werden muf. Dies soll das nachste Lemma genauer fassen (nach

[90):
2.28 Lemma Sei (e,7) € C(7,8) und f € {0,1}2 mit f < f, d.h.
35 < s: e(w) fm7Y(K)) = f(r) fiir € < § und €(3) - f(x7'(5)) < f(5).
Sei 0 := max{z~'(x)| £ < j, e(x)f(77*(k)) = 0} und © := max{j, 7=(j),0}. Dann
gill fiir jedes g € {0,1}2 mit g(x) = f(x)V1 < k < O:
7<g.
Beweis: Nach Definition ist j,7~'(j) < ©. Damit gilt: g(z~()) = f(z~ (7)), also
auch
(g(m'G)) = ) (=71 3)) < FG) = gld).
Fiir einen indirekten Beweis nehmen wir an, dafi § > g. Dann gibt es ein & < j mit
e(r)g(m='(x)) > g(r).
Falls (k) f(7~1(x)) = 0, so liefert die Voraussetzung gemaB der Definition von ©:
e(w)g(m 7} (k) = e(r) f(r 7' (k) = f(x) = g(x),
im Widerspruch zu e(x)g(7~'(x)) > g(x).
Ist andererseits e(x)f(7 (%)) = 1, dann folgt wegen & < j nach Voraussetzung
g(x) = f(x) = e(r)f(n 7' (n)) = 1,

was ebenso einen Widerspruch zu ¢(x)g(7~'(x)) > g(x) darstellt.
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Da 2.26 die Reprasentanten in lexikographisch aufsteigender Reihenfolge konstruiert.,
wirkt sich dies Lemma folgendermafien aus:

2.29 Folgerung Waurde fir [ € {0,1}% cin (¢, ) € C(7,8) gefunden mit [ < f,
so kann erst ein Repriseniant g mit g(Q) > f(O) wieder kanonisch sein.

2.30 Beispiel Bei der Verbindung aus 2.17.iii) erweist sich beim Test als nicht-
kanonisch der Reprisentant f = (0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0), da er unter der Abh-
bildung

((e,e,e.c,e,e,e,€,e,1,1,¢,€),(23)(45)(68)(79)(10,12)(11,13))

z f = (0,0.0,0,0,0,0,0,1.0,0,0,0) < f wird. Damit ist @ = 8, und wir erhalten
& = max{7,9,8} = 9. Daher kann der Algorithmus die Konstruktion sofort mit
f=10,0,0,0,0,0,1,0,1,0,0,0,0) fortsetzen und so 16 Tests einsparen.

Mit Hilfe von 2.28 reduziert sich bei dieser Struktur insgesamt die Zahl der Tests
von 8192 auf 5307, also um etwa 35, 2%.

Noch haben wir nicht erklart, welche tatsichlichen Konfigurationen den Werten 0
und 1 zugeordnet werden sollen. Wir wollen uns dabei an [22] halten und vereinba-
ren:

2.31 Konvention Die Werte 0 und 1 der konstruierten Stereoisomere entsprechen
folgenden Konfigurationen der Liganden:

1 !
2-?-3 i 3—?—2
4 4
0 1

Die Darstellung mit Hilfe von 0,1-Vektoren hat den zusitzlichen Vorteil, dafi so
die Reprasentanten als (u.U. lange) Ganzzahlen in ihrer Binirdarstellung aulgefaBt
werden koénnen. Auf diese Weise gelingl eine sehr kompakte Speicherung der Ste-
reoisomere, z.B. in Datenbanken.

2.6 Zusammenfassung und Diskussion

FFassen wir alle in diesem Kapitel beschriebenen Funktionen zusammen, so erhalten
wir eine Ubersichl iiber den Nourseschen Algorithmus:
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2.32 Algorithmus (Noursescher Konstruktionsalgorithmus)

Lies dic Fingabestruktur ein.

Bestimme die Atome des Molekils, die Teil eines aromatischen Systems sind.

i) Suche potentielle Stercozentren gemafl 2.2, Stop, falls keine gefunden werden.

iv

&=

Wandle die Doppelbindungen zwischen potenticllen Stereozentren nach 2.4
um.

-
—

Rufe die Funktion zur Berechnung der Automorphismengruppe auf.
vi) Untersuche die Permutationen der Liganden der Stereozentren. Verwende 2,21,
um die Stereozentren mit ungerade permuticrenden Liganden zu verwerlen.
Stop, falls danach keine Stereozentren mehr vorhanden sind.

vii

i

Bestimme die [nversionen in der Konfigurationssymmetriegruppe mit 2.14.

viil

=

Berechne durch Aufruf von 2.26 die kanonischen Bahnenreprisentanten der
Operation der Konfigurationssymmetriegruppe auf der Menge der Abbildun-
gen von der Menge der Stereozentren nach {0,1}. Vermeide dabei iiberfliissige
Tests® durch Zuhilfenahme von 2.28.

Glb a,“e SLUFGOiSE)Hl(‘.l’C aus,

=
=

<&

Nach dieser endgiiltigen Formulierung ist es nun an der Zeit, die Maglichkeiten und
Grenzen dieses Verfahrens unter die Lupe zu nehmen:

2.33 Diskussion des Algorithmus
Vorteile:

e Es werden alle Stercoisomere volistindig und redundanzfrei bevechnet, die
durch Effekte an drei- und vierfach koordinierien Atomen hervorgerufen wer-
den, die mit einem geomeltrischen Modell beschreibbar sind (vgl. 1.1). Dies ist
auch in der Praxis von Bedeutung, da ein GroBteil der Stercochemic organi-
scher Verbinduugen darauf heruht.

Ausgangspunkt fiir dic Berechnung ist nur die Bindungsmatrix. Keinerlei
raumliche Informationen iiber das Molekill werden benétigt.

Die Ausgabe ist schr kompakt und daher gut zur Weiterverarbeitung in Da-
tenbanken o.4. geeignet.

® Dieser Punkt ist, wic bereits bemerkt, in der Originalarbeit [22] nicht so effizient gelost.
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e Die Stereoisomerie wird sowohl lokal durch Betrachtung der Umgebung der
Stereozentren als auch global mit Hilfe der Konfigurationssymmetriegruppe
untersucht. Eine rein lokale Untersuchung gericte bei hochsymmetrischen
Strukturen Auflerst kompliziert, wihrend die Betrachtung der Symmetrie als
globale Figenschaft nicht immer zu cindeutigen Zuordnungen fiihrt, da vicle
Molekiile nur geringe Symmetrie aufweisen.

Nachteile:

¢ Bei der Verwendung der topologischen Automorphismengruppe wird nichi in
Betracht gezogen, daB darin einige Permutationen existieren kénnen, die anf-
grund der realen Bindungsabstinde und -winkel keine Antomorphismen sind.

Die Modellierung des Molekiils als Multigraphen macht es sehr kompliziert,
dic Stereochemie anorganischer Substanzen, die durch jonische oder Metall-
bindung gebunden sind, zu beschreiben.

o Die Stereoisomerie wird durch das Stiitzen auf den Begrifl des Stereozentrums
als von lokalen Verhéltnissen ausgehend angesehen. Daher werden alle Formen
der Stereoisomerie, die nicht auf lokalen Zentren beruhen, wie Alropisomerie
oder topologische Isomerie, nicht nur nicht erfaft; sie kénnen vielmehr nicht
einmal beschrichen werden,

e Nur héchstens vierfach koordinierte Atome kénnen Stercozentren sein.

Es gab mehrere Ansitze, um dicse Nachteile zu beheben.,

In [33] wird vorgeschlagen, anstelle der topologischen Automorphismengruppe die
Punktgruppe, also die raumliche Symmelriegruppe zn verwenden. Diese kann entwe-
der experimentell oder rechnerisch ermittelt werden; beides ist mit hohem Aulwand
verbunden, der zum einen die Effizienz und Geradlinigkeit des Algorithmus zunichte
macht und zum anderen einen nur fiir bestimmte Anwender interessanten Fall be-
trachtet, mithin also dic Universalitit der Methoden der mathematischen Chemie
in Frage stellt.

Die Beriicksichtigung weiterer Substanzklassen iiber die organische Chemie hinaus
ist vom mathematischen Standpunkt her wiinschenswert, In der Form 2.32 ist eine
Anwendung dort in der Tat nur schwer moglich. Durch eine geeignete Umformu-
lierung zusammen mit einer Erweiterung werden allerdings viele I’robleme falibar;
niiheres siehe [31] und [32].

Zur Behandlung topologischer Isomerie u.4. ist das hier verwendete mathematische
Modell weitgehend untauglich. In [29], [30] und weiteren Arbeiten wird versucht,
diese Form der Stereoisomerie durch die Betrachtung globaler Symmetrien in den
Griff zu bekommen. Ob durch diese Vorgehensweise andere Stercocffekte vernach-
lassigl werden, ist im gegenwirtigen Forschungsstand noch nicht abzuschen.
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2.34 Bemerkung [Lin weiterer Nachteil ist nicht algorithmischer sondern chemi-
scher Natur. Denn nicht alle Stereoisomere, die mit 2.32 erzeugt werden, sind auch
chemisch sinnvoll, d.h. physikalisch stabil®. Tusbesondere handelt es sich dabei umn
trans-Konfigurationen von Doppelbindungen, dic Teil von Ringen mit weniger als
acht Atomen sind, um polyzyklische Systeme, die cinen anellierten kleinen Ring in
trans-Stellung enthalten, und um invertierte Doppelringe. Eine genauere Diskussion
der durch ein Programm ausschlieBbaren Stereoisomere lindet sich in [23]. In cinem
Programmsystem der Praxis kénnte diese Plausibilitatsliicke so geschlossen werden,
dafB nach der Generierung der Stereoisomere mit 2.32 ein optionaler I'ilter die nach
den oben beschricbenen Kriterien unrcalistischen Resultate herausnimnt.

2.7 Abzihlen der Stereoisomere

Wie bereits bei der Definition erwihnt, kann die Konligurationssymmetriegruppe
neben der Generierung auch auf die Abzdhlung angewandt werden. Vom theoreti-
schen Blickpunkt ans kommi dem Abzihlen von Bahnen von Gruppenoperationen
- also ohne Transversalen zu konstruieren - einige Bedeutung zu. Um das grund-
Jegende Lemma 1.8 anwenden zu kénnen, miissen wir noch einen Begrill einfiihren

(nach [15]):

2.35 Definition Se: ¢ < S, und (y,7) € 111, G, wobet = in Standardzyklenno-
tation gegeben sei, d.h. m = nf(m(_j,. coow15) mit g, < w7, fiir alle m € N und
Jx < Japr fiir & < e(w). Dann heifit

R, 7) := PR ) - Bl
das r-te Zyklenprodukt von (3, 7). .
Zu beachten ist, daB he(y,m) € H.
2.36 Lemma Es opericren gn und zY'.

i) Set fe Y™ und (3, 7) € H 1, G it 7 in Standardzyklennotalion. Dann bleibt
f genau dann fesl unter (3, 7), wenn gili:

() f(ix) € Yaotnm)
(b) Fiir die anderen Werte von f gill:
£G) = 9 (77 50) = 93 (7 7%5) = ...
1) Fiir die Anzahl der Bahnen gilt:

o(x)
o )
[y G\YE| = [, Gl W HIYh‘(ﬂ'mll

(¥,m)eHIG k=1

% Die Annahme einer physikalischen Instabilitit ist allerdings nur mit Vorbehalten hinzunchmen.
In der Vergangenheit stellten sich mehrfach Substanzen plételich als synthetisierbar heraus, die
vorher fiir vollig instabil gehalten worden waren.
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Zum Beweis s. [15].

Wir wollen diese Formel nun auf die Abzihlung von Stereoisomeren anwenden. Ist.
p2 die Projektion auf das zweite Element des Krauzproduktes, d.h. pa((2h. 7)) = =,
so konnen wir cine ‘I'ransversale der Konjugiertenklassen von po(C(5, 3)) wihlen;
dicse wollen wir € nennen. Falls 7 in der i-ten Konjugiertenklasse ist, sci

nie = |{k| (k) = (01), k= 7"jx, 7=0,..., 0. = 1},

die Zahl der Inversionen, die zum s-ten Zykel des Repriisentanten dicser Ilasse
gehoren. Damit kénnen wir formulieren:

2.37 Satz Dic Anzahl der Slereoisomere zu cinern Molekiill mil s Stereozentren und
RKonfiguralionssymmetriegruppe C(v, §) ist

(%)

e o)
I(‘vﬁ)!Z'( (=)} -2 H (nix + 1)mod 2)

weC
Beweis: Durch Anwendung von 2.36 folgt:

o(7)

7 ANO, 1} = m Y 10!

(e=T)EC(v.3) n=1

(%)
CH@N {0 heier s
TN dHZl 65 |H|{ Yhnterm|
C( )
= Z|(*5(r)|1'[z ((nin + D)mod 2)
] 2
da gilt:
hu(((m?) = ‘r(jﬁ)cr(?_]jﬁ)---f:r(fnt*-ﬂjn)
B 1 falls die Anzahl der Inversionen gerade
(01)  sonst

Sonit ist [{0,1}s.(exm| = 2+ ((nix + 1mod 2). Zicht man den Faktor 2 aus dem
Produkt, folgt die Behauptung. D

2.38 Beispiel Die Konfigurationssymmetriegruppe des Tetramethyleyclobutan (s.
2.11.i) hat die Ordnung 8 und die Konjugiertenklassen

{1}, {(13), (24}, {(12)(34), (13)(24), (14)(23) }, {(1234), (1432)}.
Damit ist die Anzahl der Stereoisomere
—(l 21-1-142-2°1-0-0+3-2- l~l+2~'2'-l)=;l‘;(l(i+0+l2+»‘1}=-].

wie wir schon bei der Generierung in 2.27 festgestellt haben.
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Fiir den Mathenatiker kénnte an dieser Stelle die Arbeit eigentlich beendet sein.
Doch der Anwender, der Chemiker, ist. mit der Ausgabe der Stereoisomere in Form
von 0, [-Vekioren nicht zufrieden. Interessant ist vielmehr die tatsichliche raumliche
Anordnung. Nur so konnen die in diesem Kapitel crrechneten theoretischen Resul-
tate auch in der Praxis Bedeutung erlangen. Die folgenden Abschnitle werden diese
Fragen behandeln.

3 Visualisierung der Ergebnisse

3.1 Identifikation der Konfiguration einer Referenzplazie-
rung

Wir wollen nun annchmen, wir hitten einc rdumliche Plazierung des zu betrach-
tenden Molekiils gegeben. Dessen Konfiguration muf bestimmt werden, um ansch-
lieficnd Plazierungen aller generierten Stereoisomere errechnen zu kénnen.

s gibt mehrere Methoden, um eine Refercnzplazierung zu erhalten. Neben den ex-
perimentellen basieren die wichtigsten mathematischen auf Distanzgeomelrie (nach
[6]). auf Konformationsanalyse (etwa [13]) oder auf Energiebetrachtungen, ctwa nach
[1]; Der letzte Weg wurde auch hier gewihlt.

Fine der umfassendsten Arbeit der letzten Jahre auf dem Gebict der mathemati-
schen Stereochemie ist die Dissertation von . Zlatina ([33]). Darin werden neben
zweidimensionaler Plazierung, der Distanzgeometrie von Crippen und dem Algo-
rithmus von Nourse auch die Bestimmung der Automorphismengruppe einer drei-
dimensionalen Plazicrung, die Anpassuug ciner raumlichen Anordnung an gegebene
Symmetrieelemente und die Konstruktion der Koordinaten aller Stereoisomere aus
einer Referenzplazierung behandelt. Letzteres bildet auch die Grundlage der hier
vorgestellten Methoden.

Der erste Schritt besteht, wie erwdhut, in der Analyse der gegebenen Koordinaten.
Es mufl ermittelt werden, ob die Konfiguration cines Stereozentrums dem Code 0
oder 1 entspricht.

Blickt man vom vierten Liganden auf die Ebene der ersten drei, so sind diese gemaB
2.31 beim Code 0 entgegen dem Uhrzeigersinn angeordnet. Sind sie dagegen im
Uhrzeigersinn, so entspricht dies dem Code 1. Daher gilt es nun, eben diese Dreh-
richtung zu bestimmen.

Wir betrachten zunéchst cin vierwertiges Stereozentrum. Die Liganden seien darum
raumlich angeordnet an den Punkten Xy, X;, X5 und Xy. Die Ebene, die von Xy, X2
und X3 aufgespannt wird, heife A. Sei X ein weiterer Punkt oberhalb der Ebene,
dessen Orthogonalprojektion in A, der Punkt Xy, innerhalb des Dreiecks X3 X, X;

liege (s. Abb. 2). Ferner sei o := £X; Xo X, und 7 :=X; Xy % X:Xg. Dann gilt:
3.1 Lemma Bilden Xy, X> und X3 ein gleichseitiges Dreieck, und ist Xo der Mit-
telpunkt, so ist das Bild der Drehung von X um die Achse X Xy mit dem Winkel a

genauv dann X, wenn gilt: n- X X,> 0.
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.

X

A

X, X

A

Abbildung 2: Ligandenanordnung in der Ebene

Beweis: Zuerst von links nach rechts: Ist das Bild von X, der Punkt X,, so sind
X1, Xo und Xj von X aus gesehen im Uhrzeigersinn angeordnet. Dariibel hinaus
bilden X. X3, X1X3 und 77 ein Rechtssystem, d.h. die Drehung von X]A-g in die
Richiung von X, \’ besrhrclbt eine Rechtsschraube. Daher bilden 7 und 3(3; einen
spitzen Winkel, woraus 7i- XX,> 0 folgt
Von rechts nach links: Falls 7n- 4\X,> 0 gilt, dann stehen @ und XAl im splucn
Winkel zueinander. Angenommen, das Bild von X; wire X3. Dann witrden X; X5,
X1 X5 und 7 ein Linkssystem bilden, was im Widerspruch zu den Eigenschaften des
Vektorproduktes steht.

0
In den folgenden Algorithmen werden Unterfunktionen fiir Vektoroperationen aul-
gerufen. Da es sich nur um Anwendung von Rechenregeln handelt, wird auf eine
detaillierte Darstellung verzichtet (Genaueres etwa in [2]).

3.2 Algorithmus (Identifikation der Konfiguration eines Zentrums) Seien
die Positionen der Nachbarn die Punkte X;, X5, X3, falls das Zentrum dreiwertig ist;
sonst sei zusatzlich X die Posmnn des welteren Nachbarn. Ferner sei X die Position
des Zentrums. Berechne 71 := X,Ag % X X 1.X3. Ermittle dann A := 7 - (A, - ’\) Ist
A <0, so gib 1 zuriick, sonst gib 0 zuriick. <&

3.3 Algorithmus (Identifikation der Konfiguration einer Doppelbindung)

=

Durchlaufe alle doppelt gebundenen Stereozentren. Suche zu jedem den Bin-
dungspartner nur unter den Atomen héherer Atomnummer.

Bestimme zu beiden unter ihren restlichen Nachbarn jeweils den mit der hich-
sten Atomnummer.

i

iii) Numeriere die Punkte wie folgt™:

7 Die Position von X4 hingt natiirlich von der Konfiguration ab. Die Zeichnung stellt daher
nur eine Maglichkeit dar; im anderen Fall erfolge die Numerierung analog.
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“\I\X_ - 7
PRETAB

X

— — -
iv) Berechne ) :=X, Xy % Xo Xy und 7y := i, x X, X,

v) Haben 7 X‘:‘.(l und 7 XXy dasselbe Vorzeichen, so gib | zuriick, soust 0.

O

Aufgrund der Hybridisierung der doppelt gebundenen Atome liegen alle vier Punkle
in einer Ebene (zumindest ndherungsweise). Mit 7 wird dann ein Vektor bestimmt,
der ebenfalls in dicser Ebene liegt und senkrecht auf der Verbindung der Zentren
steht. Sind die Liganden auf der gleichen Seite, so ergibt das Skalarprodukt ihrer
Verbindungsvektoren mit einem Zentrum mit 72 dasselbe Vorzeichen. Der Algorith-
s liefert also 1 fiir die cis- und 0 fiir die trans-Konfiguration.

3.2 Erzeugung der rdumlichen Stereoisomere

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, wie die Konliguration einer Referenzpla-
zierung bestimmt werden kann. Nun wollen wir die raumliche Gestalt der mit 2.32
berechneten Stereoisomcre anhand der Referenzplazicrung errechnen.

Die verschiedenen Stereoisomere unterscheiden sich von der Referenzplazicrung im-
mer nur in den Konfigurationen einzelner Stereozentren. Beim Ubergang muf also
an den differierenden Zentren eine Spiegelung vorgenommen werden. Wichtig ist da-
bei die Klarung der Frage, welche anderen Zentren bei dieser Abbildung gespiegelt
werden und welche fest bleiben.

Die Spiegelung selbst geht so vor sich, daB alle Atome in zwei Liganden des Ste-
reozentrums an der Ebene gespiegelt werden, die vom Zentrum und (bei vierfach
koordinierten Zentren) den anderen beiden Nachbarn bzw. (bei dreiwertigen Zen-
tren) einem anderen Nachbarn und dem Mittelpunkt der Verbindungsgerade der
beiden ersten aufgespannt wird. Da bei dieser Abbildung die Konfigurationen al-
ler Atome in den zu spiegelnden Liganden betroffen sind, ist es sicher von Vorteil,
die Liganden als fest zu wéhlen, welche die meisten Stercozentren enthalten. Die
Auswahl der Liganden crfolgt mit derselben Funktion, die bereits in 2.21.ii) zur
Bestimmung der Anzahl der Stereozentren in einem Liganden verweudet wurde.

Entscheidend fiir die Durchfithrung der Spiegelung ist das Vorkommen von Ringen.
Je nachdem, welche Position das Stereozentrum in der zyklischen Struktur hat,
miissen folgende Fille unterschieden werden (wieder nach [33]):

3.4 Spiegelung an Stereozentren

1) Das Zentrum liegt nicht in einem Ring. Dies ist der einfachste Fall. Die Ligan-
den, welche dic kleinste Anzahl an Stereozentren enthalten, werden gespiegelt.
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i) Das Zentrum legl in genau cinem Ring. Dann sind zwei Liganden Teil des
Rings, und der oder die anderen nicht. Ist dic Anzahl der Stereozentren in den
Ring-Liganden grofier als die in den anderen, so bleiben die im Ring liegenden
Nachbarn fest; im umgekehrten Fall werden sie gespiegelt.

iii) Das Zenirum liegl in zwei Ringen einer Spiro-Verbindung (s. 1.5.0ii). Hier
wihlt man die Liganden des Ringes als fest, der die kleinere Anzahl an Ste-
reozentren enthalt.

iv) Deas Zentrum liegt in mehr als cinem Ring; die Ringe haben mehr als ein Afom
gemeinsam. In diesem Fall ist es nicht moglich, die Stereoisomere auseinander
geometrisch zu konstruieren. Um doch noch ein Bild der Isomere zu erhalten.
kann eine Hilfskonstruktion eine Naherung schaffen. Dabei sind zwei Fille zu
unterscheiden:

(a) Es gibt im Molekiil nur zwei derartige Stereozentren. Dann werden zwei
Ring-Liganden und ein auBerhalb des Doppelrings liegender an der Ebene
gespiegelt, die senkrecht zu der vom dritten Liganden, dem Zentrum und
dem anderen Stercozentrum aufgespannten Ebene steht.

(b) Es gibt mehrere derartige Stereozentren. Hier kann wieder im obigen
Sinne gespiegelt werden. Fest bleiben die Atome, die in einem Ring nicht
am Anfang oder Ende vorkommen (also Briickenatome), oder solche, dic
nicht Teil eines Ringes sind.

Doch bevor wir die eigentlichen Konstruktionen diskutieren kénnen, miissen wir uns
zunachst mit der Erkennung der in 3.4 unterschiedenen Fille beschiftigen. Diese
erfolgt mit einfachen Such-Algorithmen, die Doppelringe mit einem oderen mehreren
gemeinsamen Atomen erkennen.

3.5 Algorithmus (Einordnung eines Stereozentrums in 3.4)

i) Durchlaufe alle Liganden des Zentrums und zihle die anderen Stereozentren
in diesen Liganden sowic die Ringe, in denen das Zentrum und dieser Ligand
liegen. Bestimme die Liganden, welche die meisten Stereozentren enthalten.

i) Ist das Stereozentrum ein asymmetrisches Atom und licgt in mindestens einem
Ring, so untersuche die Ringstruktur. Unterscheide nach der Zahl der Ringe.
in denen das Zentrum liegt.

e [ Ring: Enthalten die Liganden im Ring mehr Stereozentren als die an-
deren, so markiere diese als fix; sonst markiere die anderen als fix.

e 2 Ringe: Untersuche, ob es sich um ein Spiran handelt. Trifft dies nicht
zu, so fahre in i) mit dem nichsten Zentrum fort. Sonst: Liegen im crsten
Ring mehr Stereozentren als im zweiten, so wihle den ersten: sonst den
zweiten. Markiere die Nachbarn des Zentrums, die im gewihlten Ring
liegen, als fix.

<
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3.6 Beispiel Bei der folgenden Verbindung sind die untersuchten Stereozentren mit
* und die bei der Spiegelung fest bleibenden Nachbarn mit ' markiert. Es handelt
sich hierbei um ein Molckil mit cinem Ring mit Stereozentren:

H g
|

|
HyC-Cl-C*=Cliy
HyC—C-Ct=Clig
|

|
Hoq
Nun wollen wir noch die geometrischen Aspekte betrachten,

3.7 Definition Zu drei Punklen Xo, X1, Xy € B3, dic nichl auf einer Gernden
liegen, heifft € = (P e B* |3\ p e R: P = Xy 4+ A(X1 — Xo) + (X2 — Xo)} Ebene.
.

Bei uns ist i.a. der Punkt® X, die Lage des Stereozentrums und X, X, dic Positiouen
zweier Liganden. Die Forderung, daf die Punkte nicht auf einer Geraden licgen
ditrfen, die Vektoren also linear unabhingig sein miissen, ist dann ans chemisch-
physikalischen Griinden stets erfiillt.

3.8 Hilfssatz und Definition Sei & = {P € B*|IX, € B: P = Xo+ AT 4 i}
eine Ebenc und it := ¢ x o das Vektorprodukl der aufspannenden Vekloren. Dann
heipt € = {P € B*|7i- P =1 - Xy} dic Normalenform der Ebene £.

3.9 Lemma Fir den Absiand d := inf{|A — P|| P € £} eines Punkies A € 2% von
der Ebene £ = {P € B¥ |7l - P =11 X,) gilt: d = T.]ﬁlﬁ A—1ii-Xo|.

Beweis: Fillt man das Lot von A auf &, so erhalt man den Punkt

Au = A _11~A __;”XO ﬁ,

i
dennii-Ag=n-A—ii-A+7-Xg=7- X, also Ay € € und AA, ist parallel zu
#i. Fiir alle P € € gilt dann: |P — AP = |(P — Ao) + (Ag — A)|* > |Ag — A%, da
i+ P =i+ Ap. Somit erhalten wir d = |Ap ~ A| = I%\ |f - A =i Xy u]
Téllt man nicht nur das Lot, sondern geht noch daruber hinaus, so crgibl sich:

3.10 Folgerung Sei & eine Ebene mit Normalenvektor i und A € B3 ein Punkt
mit Abstand d von der Ebene. Dann ist das Bild der Spiegelung von A an der Ebene

der Punkt 2 2
n-A—-n-Xy .

Al=A-2 =

Damit haben wir alle Hilfsmittel fiir die Algorithmen zusammen und kénnen mit
den Abbildungen beginnen:

8 Vektoren werden in ihrer Koordinatendarstellung verstanden, Punkte als Vektoren vom Ur-
sprung zum Punkt. Damit sind beide Elemente des B*. Somit ist auch das Skalarprodukt zwischen
Vektor und Punkt definiert.
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3.11 Algorithmus (Invertierung eines Stereozentrums)

i) Sei X der Koordinatenvektor des Stereozentrums und Xy, X2, X3 und (evtl.)
X, die Koordinatenvektoren der Nachbarn. Ist das Stereozentrum vierwertig,
gehe zu 1ii). Tst es nicht Teil eines Rings oder Teil eines Rings, der abgebildet
werden soll, so gehe zu ii). Sonst gehe zu iii).

ii) Sei 0.E. X, der Vektor des Nachbarn, der [est bleibt. Berechne # := (%(X-l +
X3) — X) % (Xy — X). Gehe zu iv).

iii) Seien 0.E. X; und X, die Vektoren der Nachbarn, die fest bleiben. Bercchne
s O — 0 = (X~ X,

iv) Berechne n :=#” und t := 7. X.

v) Durchlaufe alle Nachbarn des Stereozentrums, die nicht fest bleiben und die
nicht bereits gespiegelt wurden. Spiegele sie mit Hilfe der folgenden rekursiven
Funktion. Diecse starte mit dem Stercozentrum als Vorgianger und dem im
Durchlauf erreichten Nachbarn als akiuellem Atom in der Rekursionstiefe 0.

(a) Ist das aktuelle Atom gleich dem Stereozentrum, so markiere den Vorgiin-
ger als gespiegelt und springe zuriick. (D.h. das Ende cines Rings wurde
erreicht.)

(b) Ist das aktuelle Atom selbst ein Stereozentrum, so &ndere dessen Konfi-
gural.ionst_:_ode auf 1, falls dieser 0 war, und auf 0, falls er 1 war. Notiere,
daB eine Anderung eines Codes vorgenommen wurde.

(c¢) Das aktuelle Atom habe den Koordinatenvektor . Ist ii - P = {, so
gehe zu (d). (Das Atom liegt dann ndmlich in der Spiegelebene.) Sonst:
Berechne A := 2 (t — i - P). Setze I — P+ M.

(d) Durchlaufe alle Nachbarn des akiunellen Atoms auBer dem Vorgianger.
War einer bereits in einer héheren Rekursionsebene beriicksichtigt, so
springe zuriick. Anderenfalls rufe die Funktion mit dem aktuellen Atom
als Vorginger und dem Nachbarn als aktuell eine Ebene tiefer auf.

(c) Springe zuriick.

&

Diese Art des Durchlaufs durch die Liganden eines Zentrums ist ja bereits u.a. aus
2.21 bekannt.

Auch die Anderung der Konfiguration an Doppelbindungen erfolgt mittels Spie-
gelungen. Es sind indessen nicht die Fille von 3.4 zu unterscheiden, da es keine
Wahlméglichkeiten gibt, welche Liganden abgebildet werden und welche fest bleiben
sollen; der eine oder die beiden einfach gebundenen Liganden des zweiten Zentrums
einer Doppelbindung werden, falls eine Konfigurationsinderung nétig ist. stets ge-
spiegelt.

Die geometrische Situation wurde bereits in 3.3 diskutiert.
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3.12 Algorithmus (Invertierung einer Doppelbindung)

i} Seien X3 und X; die Koordinalenvektoren der beiden Zentren. Bestimme den
Nachbarn des ersten Zentrums mit der gréften Atomnummer, der ungleich
dem zweiten Zentrum ist. Sein Koordinatenvektor sei X;.

=

Berechne iy := (X3— X3) x (X7 = X3) und @@ := ity x (X3 — X3). Setze n =i’
und ¢ :=7 - Xj.

1) Durchlaufe alle Nachbarn des zweiten Zentrums aufer dem ersten Zentrum
und evtl. dem bereits gespiegelten Nachbaru. Spiegele sie mit. Hilfe der rekur-
siven Funktion aus 3.11.v). Dicse starte mit dem zweiten Stercozentrum als
Vorganger und Zentralatom und dem im Durchlauf erreichten Nachbarn als
aktuellem Atom in der Rekursionsticfe 0.

©

Nachdem alle Abbildungen erklirt sind, kénnen die Koordinatendarstellungen aller

Ste
3.1

reoisomere ermittelt werden.

3 Algorithmus (Konstruktion der Koordinatendarstellungen aller Ste-

reoisomere)

i) Stelle mit 3.5 die zu spiegeinden Liganden der Stereozentren fest.

i) Durchlaufe die Liste der Codes der Stercoisomere, die mit 2.32 erzeugt wurde.

iil) Setze den Vektor der Konfigurationscodes (kurz: den Konfigurationsvektor)

&

v

vi

auf die mit 3.2 und 3.3 crmittelten Werte der Referenzplazierung. Initialisiere
alle Koordinatenvektoren mit der Referenzplazierung. Beginne mit. dem ersten
Stereozentrum.

Stimmt der Konfigurationsvektor am aktuellen Zentrum mit dem Wert des
gegenwirtigen Stereoisomers aus der Liste iiberein, so gehe zu v). Sonst:
Invertiere das Zentrum mit Hilfe von 3.11. Kchre den Eintrag des Konfigura-
tionsvektors um. Wurden bei der Spiegelung Konfigurationen anderer Zentren
verdndert, so starte wieder mit dem ersten Stercozentrum: sonst betrachte das
nachste Zentrum.,

Solange noch nicht alle Stereozentren, die auf einem asymmetrischen Atom
beruhen, betrachtet sind, gehe zu iv). Sonst betrachte das erste Zentrum in
einer Doppelbindung.

Suche unter den Nachbarn des Stereozentrums das andere, mit ihin doppelt
gebundene Zentrum. Stimmt dessen Konfiguration mit dem Listenwert iibe-
rein, so gehe zu vii). Sonst invertiere die Liganden mittels 3.12. Kehre den
Eintrag des Konfigurationsvektors des zweiten Zentrums um. Wurden bei der
Spiegelung Konfigurationen anderer Zentren verandert, so starte wieder mit
dem ersten asyminetrischen Stereozentrum und gehe zu iv); sonst betrachte
das niichste Zentrum.
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vii) Solange noch nicht alle Stereozentren, die auf einer Doppelbindung beruhen.
betrachtet sind, gehe zu vi).

viii) Speichere die konstruierten Koordinaten und gehe zum nichsten Stereoisomer
in der Liste. Ist dort noch eines vorhanden, so gehe zu iii).

<&

Kritisch fiir den Algorithmus ist das Andern von Konfigurationen von Stereozentren,
die in einem Ring liegen. Zur Untersuchung betrachten wir ein Molekiil mit zwei
Ringen

Im linken Ring mdgen k Stereozentren liegen, im rechten m, und im Mittelteil
zwischen den Atomen 1 und 2 mdgen ! Stereozentren liegen. Die Liganden des
Zentrums 1, die im Ring licgen, enthalten & — 1 Stereozentren, wenn man von 1
einmal absieht; in den anderen Liganden liegen {4+ m Stereozentren. Tst k—1 > m+1,
dann werden nach 3.4.1i) die Liganden auflerhalb des Rings gespiegelt. Daraus folgt
aber auch

k+m>k—-1>l4+m>1-1,

also & +m > [ — 1. Dies bedeutet fiir das Zentrum 2, daB bei diesem es mchr
Stereozentren im Ring gibt als aufierhalb, und daff daher die Liganden, die nicht im
Ring liegen, bei der Spiegelung festgehalten werden.

Damit haben wir gezeigt (Genaueres s. [33]):

3.14 Satz Der iterative Algorithmus 3.13 bricht stets nach endlich vielen Schritten
ab.

Diese Aussage bedeutet insbesondere, daf keine Endlosschleifen auftreten kénnen.
Wird die Konfiguration eines Zentrums gedndert, so dndern sich unter Umstinden
auch die Konfigurationen anderer Zentren. Um diese wieder zuriickzusetzen, kann
cine Spiegelung notig sein, welche die Konfiguration des ersten Zentrums abermals
dndert. So entsteht eine Endlosschleife. Mit 3.14 zeigt sich indessen, daf durch
geeignete Wahl der zu spiegelnden Liganden dies vermieden werden kann.

[itte man beispiclsweise bei der dritten Struktur aus 3.6 die Nachbarn im Ring
als fest gewdhlt, waren die Konfigurationen der Stcreozentren im rechten Ring so
verindert worden, dafl ihre Wiederherstellung das erste Zentren erneut invertiert
hitte; die Konfigurationsinderung eines Zentrums wird somit unmoglich.

Mit dem Ansatz 3.4 wird vermieden, daB bei korrespondierenden Stereozentren bei-
desmal die Liganden innerhalb von Ringen fix bleiben.
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Abbildung 3: Stereoisomere des Tetramethyleyclobutan

3.15 Beispiele Wir wollen nun noch einige Ergebnisse des Algorithmus vorstel-
len. Sie wurden mil demn Modul MOLVIEW des Programmsystems MOLGEN*
graphisch dargestellt. Sind Atome nicht beschriftet, handelt es sich dabei um Was-
serstoff.

i) In 2.27 wurden die Stereoisomere des Tetramethyleyclobutan berechnet. Die
unterschiedlichen riumlichen Anorduungen lassen sich am besten durch die
Lage der Methyl-Substituenten im Vergleich zum Butan-Ring charakterisieren.
Die Ring-Atome bilden ndherungsweise eine Ebene, unter oder iiber der die
Methyl-Gruppen liegen. Dafiir gibt es vier verschiedene Méglichkeiten:

o Alle vier Gruppen liegen auf einer Seite des Rings.
o Eine Gruppe liegt entgegengesetzt den anderen.
o Je zwei benachbarte Gruppen liegen auf derselben Seite.

e Je zwei gegeniiberliegende Gruppen liegen auf derselben Seite.

Alle diese Félle wurden vom Algorithmus konstruiert; sie sind in 3 abgebildet.

ii) Das 1.5-Dichlor-1,24-Pentatrien



= 195 =

H

Abbildung 4: Diastereomere des 1,5-Dichlor-1,2,4-Pentatrien

CI~C|I=C=C*C=(|3—C1
H H HH

kommt in vier verschiedenen Diastereomeren vor. Der Konstruktionsalgorith-
mus erzeugt diese korrekt aus der Referenzplazierung®, wie Abbildung 4 zcigt.

Wie in 3.4.iv) erwihnt, lassen sich Diastereomere bestimmter Strukturen nicht auf
geometrischem Wege ermitteln. In [33] wird daher vorgeschlagen, fiir diese eine ei-
gene riumliche Plazierung unter Vorgabe der Konfiguration durchzufithren. Dies
ist mit den hier zur Verfiigung stehenden Mitteln nicht méglich, da der Energicop-
timierungsalgorithmus mit einer zufilligen Plazierung der Atome startet und auch
keine Vorgabe bestimmter Konfigurationen erlaubt. Um aber doch ein wenigstens
ungefédhres Bild von der rdumlichen Struktur derartiger Verbindungen zu erhalten,
wurden Modifikationen von 3.11 und 3.12 entwickelt. Die damit gewonnenen Re-
sultate kénnen dem Benutzer des Programms entweder einen groben Uberblick ver-
mitteln oder als Ausgangspunkt einer weiteren Energieoptimierung dienen.

Fixpunkte fiir die Inversion der Chiralititszentren wurden bereits in 3.5 festgelegt.
Nun kann die Spiegelung durchgefiihrt werden.

3.16 Algorithmus (Invertierung eines Stereozentrums in einem Doppel-
ring)

% An dieser Stelle offenbart sich allerdings eine Schwiiche des verwendeten Plazierungspro-
gramms. Das Molekiil wird namlich hier als véllig eben plaziert, mit einem Knick von 135° 2wi-
schen den beiden doppelt gebundenen Kohlenstoffen. In Wirklichkeit besteht cin solcher Knick
nicht; die Ebenen der Liganden dieser beiden Atome stehen vielmehr aufcinander senkrecht (s.
etwa [17]).
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i) Sei X der Koordinatenvektor des Stereozentrums und X7, Xy, X5 und X, die
Koordinatenvektoren der Nachbarn. Kommen im Molekiil nur zwei Stereozen-
tren in Doppelringen vor, so gehe zu ii); sonst gehe zu iii).

i) In diesem Fall ist gem. Answahl X7 Fixpunkt und liegt in beiden Ringen. Setze
o= ((X;_ e ,Y) X (.Xz = .¥)) x (X[ s X‘)
Lésche alle Fixpunktmarkierungen aufier bei X;. Gehe zu iv).

iii) Seien X; und X3 die Vektoren der Nachbarn, die fest bleiben. Berechne i :=
(X; = X) x (X, = X).

iv) Berechne n:=i* und ¢ :=4i- X.

v} Durchlaufe alle Nachbarn des Stercozentrums, die nicht fest bleiben und die
nicht bereits gespicgelt wurden. Spiegele sie mit Hilfe der folgenden rekursiven
Funktion. Diese starte mit dem Stereozentrum als Vorganger und dem im
Durchlauf erreichten Nachbarn als aktuellern Atom in der Rekursionsticfe 0.

(a) lIst das aktuelle Atom gleich dem Stereozentrum, so markiere den Vorgiin-
ger als gespiegelt und springe zuriick. (D.h. das Ende eines Rings wurde
erreicht.)

(b) Kommt das Zentralatom in cinem Doppelring vor, und liegt das aktuelle
Atom in einem dieser Ringe, und ist die Rekursioustiefe bereits grifier
als die Halfte der Lange des kleinsten dieser Ringe, oder ist das aktuelle
Atom selbst ein Stereozentrum, so springe zuriick.

(c) Ist das aktuelle Atom selbst ein Stereozentrum, so dndere dessen Konfi-
gurationscode auf 1, falls dieser 0 war, und auf 0, falls er 1 war. Notiecre,
dafl eine Anderung eines Codes vorgenommen wurde.

(d) Das aktuelle Atom habe den Koordinatenvektor P. Ist 7i- I = ¢, so gehe
zu (e). Sonst: Berechne A ;= 2 (t — 7+ P). Setze P « P 4 M.

(e) Durchlaufe alle Nachbarn des aktuellen Atoms auer dem Vorginger.
War einer bereits in einer héheren Rekursionsebene beriicksichtigt, so
springe zuriick. Anderenfalls rufe die Funktion mit dem aktuellen Atom
als Vorginger und dem Nachbarn als aktuell eine Ebene tiefer auf.

(f) Springe zuriick.
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Abbildung 5: Konstruierte Stereoisomere des Decalin

3.17 Beispiel Das Standardbeispiel fiir den Doppelring-Fall ist das Decalin. Es
kommt in zwei diastereomeren Formen vor:

H H
c.)..C cl.e
(f/ '\C/ \(i: (i:/ \(r/ \(I;

|
G 6L JC G 0. .6
\.C/ \\C/ \.C/ \.C/
H H

Wir wollen annehmen, die Plazierung habe die linke Form ergeben. Die Abbildung
in 3.16 spiegelt dann jeweils drei Atome der Ring-Liganden und das Wasserstoffatom
an der Ebene, welche die beiden Stereozentren enthilt und die senkrecht zur Ebene
der Zentren und dem einzelnen H-Atom steht. Das Ergebnis zeigt Abb. 5.

Auch Doppelbindungen kénnen Probleme bereiten — wenn auch in einer anderen
Form. Eine kritische Situation ist dann gegeben, wenn eine Doppelbindung in einem
Ring auftaucht. Die rdumliche Struktur eines Rings mit einer cis-Bindung ist von
der eines Rings mit einer {rans-Bindung grundverschieden. Auch hier konnte eine
Modifikation Abhilfe schaffen.

3.18 Algorithmus (Invertierung einer Doppelbindung in einem Ring)
i) Fithre 3.12.i) und ii) aus.

ii) Durchlaufe alle Nachbarn des zweiten Zentrums aufler dem ersten Zentrum.
Spiegele sie wieder mit der rekursiven Funktion aus 3.11.v). Fiihre aber bei
dieser noch einen zusatzlichen Test im Anschluf an Punkt i) durch:

i) Liegt die Doppelbindung in einem Ring und ist das aktuelle Atom ein
Nachbar des ersten Zentrums, so springe zuriick.

<&

Auf diese Weise wird verhindert, daB eine eben durchgefithrte Spiegelung im nich-
sten Moment bereits wieder riickgingig gemacht wird.
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Abbildung 6: Diastereomere des Cyclohexen

3.19 Beispiel Wir betrachten das Cyclohexen, einen 6-Ring mit einer Doppel-
bindung. Abbildung 6 zeigt die beiden Diastercomere. Das resultierende Molekiil
(rechts) ist zwar nicht vollig korrekt; insbesondere die Bindungsabstande sind ver-
zerrt. Der Konstruktionsalgorithmus hat allerdings die richtige Konfiguration der
Doppelbindung erzeugt.

A Anzahlen von Stereoisomeren von Kohlenwas-
serstoffen

In diesem Abschnitt werden Tabellen aufgefithrt, welche die Anzahlen méglicher
Konstitutionsisomere und die méglicher Konfigurationsisomere zu einer Summen-
formel angeben. Die Strukturisomere wurden mit Hilfe des MOLGEN-Strukturge-
nerators berechnet. Die ermittelten Zahlen stimmen mit den in [22] iiberein, sofern
die Bruttoformel dort vorkommt. Der Zeilenindex i bezeichnet jeweils die Anzahl
der C-Atome, der Spaltenindex j die der H-Atome. Jeder Tabelleneintrag enthalt
die Zahl der Bindungsisomere und die Zahl der Sterecisomere.

A.1 Kohlenwasserstoffe C;H;
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G 2 1 5 EEL 2 12 6 | 18 |20 22
i i - - - | Ny ey ) " -
] i 1 i
2 1 1 1 - — = 1 = = = ==
7] 3 2 T
3 3 1 2 1 - = =1l = ===
7 11 9 5 3
4 15 22 13 6 2 =L ] =i I=lsE
% [ 3 0] 0 %6 10 3 o S P R
76 126 100 48 12 3
s | % 185 207 150 77 % 5 S e
51 1053 | 958 514 171 38 5
7 356 920 1230 1031 575 222 56 g — 1
4235 | 10313 | 10820 | 6464 | 2447 | 620 | 100 | 11
s | 1804 [ 5308 | 7982 | 7437 | 4679 | 2082 | 664 | 139 | 18 | _ [
42694 | 119777 | 141083 | 93365 | 39417 | 11350 | 2248 | 200 | 24
o | 10064 | 33860 | 56437 | 57771 | 40139 | 19983 | 7244 | 1902 | 338 | 35 | _
9 |408276| 1575402 | 2053105 | 1490065 | 692420 | 221494 | 50270 | 8102 | 875 | 55
1084352 | 241207 | 430573 | 488125 | 369067 (201578 81009 | 54935 | 5508 | 852 | 75
| 19 l657603323016067(32854849|25956181{13133974}1605287]1 165876 216341 | 28977 [2640| 136

A.2 Nitrokohlenwasserstoffe C;H;N, mit stereostabilen Stickstoffen

CiH;iN2| 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
0 1 I 1 — — = — — g [
1 2 1
] 1 a 1 2 — — — — B
2 9 8 3
9 5 19 PX] 18 6 = = — R
12 64 79 42 10
3 14 36 155 136 62 T — i i
61 494 791 537 180 29
¥ 64 65 1005 1058 633 218 38 — | _
442 | 4688 | 9143 | 7427 | 3193 768 90
5 771 | 2652 | 6763 | 8341 | 5984 | 2668 716 97 - =
3761 | 50533 | 116231 | 109894 | 56126 | 17117 | 3084 278
" 1448 | 16977 | 49516 | 69352 | 57411 | 30600 | 10706 | 2338 | 260 |
38863 | 617369 | 1628764 | 1751837 | 1026627 | 370221 | 85357 | 12133 | 870
7 8260 | 117942 | 388019 | 606589 | 563966 | 344434 | 143857 | 40053 | 7436 | 688 |
458835 8364712 [24869431[20957535(19707282 8098646 | 2207282| 402558 [46451| 2732

A.3 Oxokohlenwasserstoffe C;H;O
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CH,0] 0 7 i § 8 10 T ] 1618
i = 1 T = ; — S
! 1

g T 3 3 7

2 1 1 3 2 - = e AR

e 7 9 (E; 7 K] — - i

: 3 6 19 1 3

i T 36 ) 55 P 7 - [
15| 97 | 19 | 105 | 38 8

e ST 150 | 31 | 3T | W05 [ 7 T = =
76 | 702 | 1337 | 18 | s03 | 131 18

z 85 | 736 | 1323 | 2% | 1623 | AT | o0 | 82 | |
518 | 6252 | 14186 | 13608 | 7i78 | 2308 | 418 | 47

;| 330 | 3971 | 11332 | 15804 | 13177 | 7166 | 2589 | 596 | 72 | _
4235 | 64742 | 169782 | 184368 | 110449 | 41256 | o984 | 1523 | 123

o | 1804 [ 24021 | 77431 | 120427 | 112484 | 696G | 29797 | 879 | 1684 | 171
142694] 766270 |2270139| 2751 41| 1836053 | 774382 | 218507 [ 41781 | 5146 | 338

A.4 Oxokohlenwasserstoffe C;H;0,

CiH;05] 0 2 1 3 B 10 2 14 16 |18
; T 2 2 - — — B -
1 2 2
2 3 g 10 5 = — _7 B T
4 12 12 5
3 7 31 52 34 11 — - i
13 67 91 49 13 ) T
2 78 163 301 63 122 28 — - |
71 512 861 601 216 37
5 08 812 821 1038 1168 100 69
s 425 | 4500 | 9218 | 7777 | 3490 863 108 - T
P 459 1636 | 12008 | 15066 | 10893 | 4869 | 1313 I -~
3468 | 46968 | 112783 | 110586 | 58559 | 18461 | 3460 325
7 2254 | 28770 | 86246 | 122391 | 102139 | 34641 | 19154 | 4177 | 463 |
33569 | 556223 | 1530483 | 1704994 | 1031754 | 383200 | 91068 | 13330 | 993
” 13163 | 197786 | 666395 | 1055605 | 989647 | 007376 | 254408 | ’—.T‘mr) 4| T3190[1225
387315 | 7381918 [22828538|28427582]10262602| 8135507 | 2277011 | 426285 |50598(3070

Diese Tabellen zeigen deutlich, wie schuell die Anzahlen der Stereoisomere wachsen
— auch und gerade im Verhéltnis zur Zahl der Konstitutionsisomere. Fiir die Koh-
lenwasserstoffe zeigt Abb. 7 die durchschnittlichen Zahlen von Sterecisomere pro
Strukturisomer. Daraus erkennut man zum einen dic naheliegende Tatsache, daB es
zu einer groferen Verbindung auch mehr Sterecisomere gibt, zum anderen aber auch
den Einflufl der Wasserstoffe: die meisten Konfigurationsisomere existieren dort, wo
es mehr als 0 und weniger als Kohlenstoffe gibt.
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