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Abstract

A simple and simply handleable algorithm of low complexity is
described. The algorithm enables the number of Kekulé structu-
res and Pauling’s bond orders to be determined for all edges
of a hexagonal tape. The concepts of a regular and a singular
perfect matching in a hexagonal tape are introduced and a

fundamental connection with Clar’s resonance theory is given.

Note that the algorithm described here can - in a suitably ex-
tended form - be applied to classes of graphs much lacrger than
just the class of hexagonal tapes.

Definitionen

Eine hexagonale Zelle (kurz: Zelle) ist ein geschlossenes ebenes
Gebiet, welches durch ein regulares Sechseck der Seitenlange 1
berandet wird.

Ein hexagonales System (HY) ist ein endlicher 2-fach zusammen-
hingender ebener Graph, dessen endliche Gebiete Zeilen sind

(Abb. 2,4).

Ein hexagonales Bang (kurz: Band) ist ein zusammenh&ngender, aus
endlich vielen /Zellen aufgebauter Graph: Je zwei der Zellen sind
entweder disjunikt oder napen genau ein2 Kante und deren btndpunkte
gemeinsam; im letezten Falle heiden die Zellen adjazent. In einem

5

Band sind hilchstens zwel (alcht adjazente Zellen zu einer dritten

adjazent.
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Jede Kante ist in hochstens zwei Zellen enthalten: Diejenigen
Kanten, die genau zwei Zellen angehdren, heiBen die I[nnen-
kanten, die ubrigen Kanten heifen die Randkanten des Bandes.
Die Innenkanten sind paarweise disjunkt, die Randkanten bilden
den Rand des Bandes, auf dem alle Knotenpunkte angelroffen
werden.

Einfache Binder sind das leerc Band (ohne Zelle, Kante und
Knotenpunkt), das Band D (keine Zelle, aber genau ecine Kante
und deren Endknotenpunkte) und das aus genau einer Zelle be-
stehende Band Z; das leere Band sci aus den folgenden Betrach-

tungen ausgeschlossen.

Ein Band heiBt offen, wenn es (mindestens) eine Zelle enthidlt,
die zu hochstens einer anderen Zelle adjazent ist, im anderen
Falle heiflt es geschlossen. Wihrend Z als offen betrachtet
wird, ist D, je nach Art der Betrachtung, als offen oder ge-
schlossen anzusehen.

Ein nichteinfaches offenes Band enthdalt genau zwei Zellen - die
Endzellen - die jede zu genau einer anderen Zelle adjazent sind,
wihrend jede der iibrigen Zellen - der Zwischenzellen - zu genau

zwei uanderen Zellen adjazent ist.

In einem nichteinfachen gesechlossenen Band ist jede Zelle eine
Zwischenzelle.

In Abb. 1 sind einfaehe Bdander und Zellentypen fiir nichteinfache
Biinder dargestellt.

Die Anzalh! der Zellen eines Bandes sei mit 2z bezeichnet; z=0 und
7z=1 charakterisieren die einfachen Bidnder D und Z.

Ein offenes Band B hat dann folgende, hochstens bis aufl Spiege-
lung an der horizontalen oder vertikalen Achse kanonische (sym-
bolisehe) Darstellung K(B):

KDy =4V, K(2) = 31_ und fiir
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B¢ D,Z: K(B) = El’al’a2""'az-2’£["
wobei a; e{o(o,o(l,o(zg, o (R ist.
] I Typ: 4 (npur in D)

Typ: 3 {nur in Z)

Endzellen:

Typ: € (linke Endzelle)
Typ- ¢, (rechte Endzelle)
Zwischenzellen !
Typ: or.o DL1 0(2

Abb. 1

Als Beispiel diene das in Abb. 2 gegebene offene Band BQ. fiir
i E ofl e B 8
welches WII'.E(BD) ¢ yir S R W & erhalten.
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Zur Darstellung eines nichteinfachen geschlossenen Bandes B wihlen
wir eine Innenkante k willkiirlich aus und "zerschneiden B ldngs k",
so daB ein offenes Band B* mit dem Kantenpaar k', k" anstelle von

k entsteht. B stellen wir nun dar ezls B* (wobei die Endzellen als
Zwischenzellen angesehen werden) und zusiitzlichen Angaben iiber die
Identifizierung von k’ = (x’,y’) und k" = (x",y") (s. Abb. 3).

Jede endliche, aus (wenigstens zwei) Symbolen a{c.6(1,°(2 gebil-

dete Folge, zusammen mit einer Identifizierungsvorsehrift x’ = x",

y' = y" oder x’ = y", y’ = x", stellt ein geschlossenes Band dar.
Die Menge der geschlossenen Bidnder sei B, und die Menge der of-
fenen Bédnder sei B*.

B zerféllt auf zwei Weisen in zwei disjunkte Teilmengen:

(i) die Menge Ep der paaren und die Menge §q der nichtpaaren
geschlossenen Binder,

(ii)die Menge B, der Mébius-Bander, bei denen der Rand aus genau
ciner Komponente (einem Kreis) besteht, und die Menge EH der
Hiickel-Bédnder, bei denen der Rand in genau zwei Komponenten

{zwei disjunkte Kreise) zerfallt.

Somit erhalten wir eine Zerlegung von B in die vier paarweise dis-

junkten Teilmengen:

B B B und B

=pH* =pM' =gM qH"

Ein Linearfaktor (LF, perfect matching, 1-factor) eines Graphen
G ist cine Menge paarweise disjunkter Kanten, die alle Knoten-
punkte von G lberdecken. Wie iiblich denken wir uns dic Kanten,
die zu einem LF von G gehdren, ret und alle iibrigen blau ge-
fiarbt.
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Chemischer Hintergrund

Die Strukturformel eines benzenoiden Kohlenwasserstoffs (BH)
besteht aus einem hexagonalen Svstem HS, welches durch die
Kohlenstoffatome aufgespannt wird, und einigen hingenden Kanten,
so daB jedes Kohlenstoffatom, welehes genau (mehr als) einer
Zelle von H angehdrt, mit genau einem (mit keinem) Wasserstoff-
atom verbunden ist; nennen wir I das Skelett des BHs. Wenden

wir das Kekule-Modell auf ein BH an, so reprédsentieren die Kanten
von H Einfach- oder Doppelbindungen, da die Valenz jedes Kohlen-
steffatoms vier ist. Diejenigen Kanten von H, die Doppelbindungen
reprdsentieren, bilden einen LF von H (Abb. 4).

Jedoch miissen die Doppelbindungen im Kekulé-Modell nicht fixiert
sein; es ist bekannt, daf die Eigenschaften (2. B. Stabilitdt,
Resktivitidt) eines gegebenen BHs von der Gesamtheit aller LFen
seines Skeletts H abhdngen /1,2/. Deshalb ist das Studium der
LFen in derartigen Skelelten (HSen/fO,éfl, Bandern) nicht nur
Gegenstand mathematischer Asthetik, sondern auch unmittelbar
chemisch relevant.

Die BHs Coronen (C) und Kekulén (K) sind seit langerer Zeit be-
kannt /3,4,5,6/. Widhrend das Skelett S(K) von K eindeutig ein
Band Bl = S(K) ist, kann das Skelett S(C) von C einerseits als
g = S(C)

gesehen werden (Abb. 4). Hierzu sollen abschlieBend einige im

hexagonales System H, = S(C) und andererseits als Band B

Zusammenhang mit der Clar’schen Theorie /3,7,8/ stehende Bemer-

kungen gegeben werden.

Es sei erwdhnt, daf (hexagonalc) Bdnder in der Literatur u.a.
als "caterpillar” /9/, "chevron" /10/, "snowflake" /11/, "hollow
hexagons™ /12/ bekannt sind (siche auch /13/ - /17/).
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Bezeichnungen

Die Anzahl der LFen von B werde mit m = m(B) und die Anzahl der
LFen von B, die eine gegebenc Kante e enthalten bzw. nicht ent-
halten, werde mit r{(B;e) bzw. b{(B;e) bezeichnet. Offensichtlich

ist fir jede Kante e von B
(1) r{Bje} + b(Bse) = m(B).

Ebenso finden wir fiir einen beliebigen Knotenpunkt v von B

(2) E:: r{B;e’) = m(B},

elev
wobei siech die Summe Uber alle mit v inzidierenden Kanten er-
streckt.
Wenn alle LFen von B als gleichwahrscheinlich vorausgesetzt

werden, so gibt

(3)  p(Bje) = 122382

die Wahrscheinliechkeit an, Kante e in einem LF von B zu finden.
p(Bs;e) ist die Wahrscheinlichkeit, eine Doppelbindung zwischen

dem Kohlenstoffatompaar zu [inden, welches durch e reprisentiert
wird; p{(B;e) wird als Pauling’sche Bindungsordnung /18/ bezeichnet.
Uber Anzahlen von Linearfaktoren in hexagonalen Bindern sind
mechrere Arbeiten erschienen. Einen guten Uberblick findet der
Leser z. B. in /19,20,21/. In dieser Arbeit wird ein einfacher
Algorithmus zur Berechnung der Anzahl der LFen eines (hexagonalen)
Bandes B und der Pauling’schen Bindungsordnung fiir jede Kante von

B gegeben.

2. Repuliire und sinpulare Linearfaktoren

s seien K € B und k eine beliebige Innenkante von B.
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Beobachtung 1: Die Gesamtliéinge des Randes von BEB ist dureh 4
teilbar und damit gerade.Die Lidnge des Randkreises eines of fenen
Bandes ist kongruent 2, modulo 4, also ebenfalls gerade. Die
beiden Randkreise von D & ng haben die Linge null. a
Hilfssatz 1:

Jeder der beiden Randkreise eines Bandes Bg EqH hat ungerade
Lénge.

Zum Beweis nehmen wir an, daB einer der beiden Randkreise gerade
Linge habe, dann hdtte (wegen Beobachtung 1) auch der andere Rand-
kreis gerade Ldnge und wir kénnten auf jedem der beiden Kreise die
Knotenpunkte so alternierend weif und schwarz fé#rben, daB Innen-
kante k einen weiBen Punkt mit einem sehwarzen verbindet. Dann
aber wiirde jede Innenkante einen weifien Punkt mit einem schwarzen

verbinden, was B € B nach sich ziehen wiirde. Widerspruch! =)

P

Hilfssatz 2:

Firbt man die Knotenpunkte von B & BqM'

ses folgend, alternierend sehwarz und wei, so verbindet jede In-

einem Umlauf des Randkrei-

nenkante Knotenpunkte gleicher Farbe.

Zum Beweis nehmen wir an, es gébe eine Innenkante, die einen
schwarzen mit einem weiflen Knotenpunkt verbindet; dann hdatte
jede Innenkante diese Eigenschaft, und das bedeutet (da auch
jede Randkante einen schwarzen mit einem weiBen Knotenpunkt ver-
bindet) B&B,. Widerspruch! n]

Satz 1:
Jedes Band hat einen Linearfaktor.

Beweis:

(i) Im Falle eines Bandes aus B¥*, Ep oder gM ist jede Rand-
komponente ein Kreis gerader Linge; wir fidrben die Innen-
kanten blau und die Kanten auf den Randkreisen (die Rand-

kanten) alternierend blau und rot.
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(ii) Fiir ein Band Be»EqH haben nach Hilfssatz 1 beide Randkreise
ungerade Ldngen. Wir schneiden B ldngs Innenkante k auf,
wobei B in B*& B* und k in k',k" lbergehen mbge, fdrben die
Randkanten von B* alternierend rot und blau so, daB k’ die
Farbe rot erhédlt. Dann hat sauch k" die Farbe rot. Durch Iden-
tifizierung von k’ und k" kehren wir zu B zuriick und haben
in den roten Kanten einen LF von B gefunden (bei dem alle
bis auf eine Innenkante blau sind). 0D

Es seien B ein Band, k eine Innenkante und L ein LF von B. Wir
sagen, L erzeuge ein Bein (kl’k’kz)' wenn k blau gelidrbt ist und
die beiden zu k adjazenten roten Kanten Ky und k2 zu verschiedenen
Zellen gehoren (Abb. 5).

Abb. 5

Ein LF ohne Bein soll regulidr und ein LF, welcher wenigstens ein

Bein erzeugt, soll singulédr heiBen. Sofort zu sehen ist
Beobachtung 2:

Lin offenes Band besitzt keinen singulédren Linearfaktor. O

Hilfssatz 3:

s seien B cin (geschlossenes) Band und L ein LF, dem wenigstens

eine lnnenkante von B angehért. Dann ist L reguliérer LF von B.
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Beweis:

Es seien B€ B, L ein LF, welcher Innenkante k von B enthidlt. Auf-
schneiden von B léngs k fiihrt zu B* mit den Randkanten k’, k".
Wir férben k’ und k" rot und behalten die Farbungen der iibrigen
Kanten bei. Der so erhaltene LF von B* - nennen wir ihn L* - ist
wegen Beobachtung 2 regulér und demzufolge auch L, womit Hilfs-
satz 3 gezeigt ist. g

Damit haben wir gezeigt

Hilfssatz 4:

Es seien B ein (geschlossenes) Band und L° ein singulédrer LF von
B. Dann gehdért jede Innenkante von B einem Bein an, insbesondere
ist jede Innenkante blau. 0
Satz 3:

(i) Ein Band B & @q besitzt keinen singuldren LF.

(ii) Ein Band B e Ep besitzt genau zwei singulédre LFen.

Beweis:

(i.1) Es sei Be EqH'
wir L%, Bei der dureh L° induzierten Fdrbung sind nach Hilfs-

Angenommen, B habe einen singuldren LF, sagen

satz 4 alle Innenkanten blau, felglich alternieren auf den
beiden Randkreisen rote und blaue Kanten. Daraus folgt, dai
beide Randkreise gerade Linge haben- im Widerspruch zu
Hilfssatz 1.

{i.2) Es sei BeB Angenommen, B habe einen singularen LF

Wie in (i-l?Maltcrnieren auf dem Randkreis rote und blaue
Kanten. Nun betrachten wir eine Innenkante k = (x,y), und
(x,z) sei diejenige der beiden mit x inzidierenden AuBen-
kanten, welehe rot ist. Wir folgen dem Randkreis in x mit

der Kante (x,z) beginnend, bis wir y erreichen {Abb. 6).



Der dabei durchlaufene Weg P hat gerade Linge (x,y haben
gemiiB Hilfssatz 2 gleiche Farbe), die letzte, mit y inzi-
dierende Kante von P ist also blau. Das bedeutet, daB k
niceht in cinem Bein liegt: Widerspruch.

(ii.1) Es seien Be B

pi und L% ein singulérer LF von B.

(ii.1.1) Wegen Hilfssatz 4 sind alle Innenkanten von B blau. Es
sei R einer der beiden Randkreise und k* eine Kante von
R. Wir fdrben die Kanten von R alternierend rot und blau
so, daB k* rot ist. Dann konnen wir die Kanten des anderen
Randkreises so alternierend blau und rot férben, daB ein

LI" mit Bein - also ein singuliirer LF - entsteht. Dasselbe

ist méglieh, wenn wir von einer alternierenden Férbung
von R ausgchen, bei der k* die Farbe blau hat. B besitzt
also wenigstens zwei singulidre LFen.

(ii.1.2) Es sei 1.° ein singuldrer LF von BEB,y. Wie unter (i)
sehlieBen wir: nach Hilfssatz 4 sind bei der dureh L°
induzierten Fiérbung alle Innenkanten blau, folglich
alterniercn auf den beiden Randkreisen rote und blaue
Kanten. Vertauschen wir auf genau einem der beiden Rand-

. 3 o -
kreise die Farbe blau und rot, so entsteht aus L.~ ein



(ii.2)
T
(ii.2.2)
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regulédrer LF. Da die beiden Randkreise auf genau 4 Weisen
blau-rot-alternierend gefédrbt werden kénnen, zu (min-
destens) zwei dieser Fdrbungen reguliédre LFen gehdren,
kann es héchstens zwei singuldre LFen geben.

Es sei B ¢ EPM'

Wir fdrben die Tnnenkanten blau und die Kanten des Rand-
kreises von B alternierend rot und blau (eine der beiden
Moglichkeiten werde willkiirlieh gewiihlt) und definieren
wie unter (i.2) den Weg P (Abb. 7).

Wir erhalten ein Bein; der durch die Farbung definierte
ILF ist folglich singuldr. Da wir zwei Moglichkeiten haben,
den Randkreis wie angegeben zu fdrben, gibtl es mindestens

zwei singulidre LFen.

Es sei L% cin singulédrer LF von Beg QPM. Wie unter (i)
sind nach Hilfssatz 4 bei der durch L% induzierten
Farbung alle Innenkanten blau, folglich alternieren auf
dem Randkreis rote und blauc Kanten. Da es nur zwei
Moglichkeiten gibt, den Randkreis so zu [fdrben, gibl es

auch héehstens zwei singulidre LFen.

Damit ist Satz 3 bewiesen. )
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3. Anzahlen von Linearfaktoren

Es sei B ein Band und e eine Kante von B. Ist Bé&B*, so kdnnen
wir mit den in /10/ und /22/ publizierten Algorithmen m(B) und
r(B;e) fiir jede Kante e einfach bestimmen. Ist Be B, so werden
wir zunidchst die reguldren LFen betrachten und die Beitriige, die
von den (null oder zwei) singuldren LFen herriihren, anschlieBend
beriicksichtigen.

Es sei L ein reguldrer LF von B. Durch Aufschneiden von B liings
einer Innenkante k geht B in ein offenes Band B* iiber, wobei das
Randkantenpaar k’,k" von B* der Kante k entsprechen mége. Ist k
blau, so sind zu einer der beiden Kanten k’,k" - sagen wir, 2zu

k* - in B* genau swei blaue und zu der andercn genau zwei rote
Kanten adjazent. In diesem Falle farben wir k* rot, im ibrigen
behalten wir die Farben der Kanten bei. Auf diese Weise geht L

in einen reguldren LF von B* ilber. Sei umgekehrt L* ein (notwendig
reguldrer) LF von B*. Wenn bei der zugehirigen Fédrbung nicht
beide Kanten k’, k" blau sind, so verkleben wir B* léngs k', k"
zu B (d.h., wir reidentifizieren X' mit k"), so daB B* in B iiber-
geht. Falls k', k" verschiedene Farben haben, férben wir k blau,
im iibrigen behalten wir die Farben der Kanten bei. Auf diese
Weise geht L* in einen regulédren LF von B iiber, und es ist {un-
mittelbar) klar, duf die Operationen "Aufschneiden" und "Verkle-
ben" zueinander invers sind. Damit haben wir gezeigt, daB es eine
eineindeutige Beziehung zwischen der Menge der reguldren LFen von
B und der Menge der (notwendig regulédren) LFen von B*, die min-
destens eine der Kanten k’, k" enthalten, gibt.

s seien L = L(B) die Menge der LFen von B, L"®8 = L"®8(B) und
QSLng = gS'ng(B) die Menge der reguléren bzw. singuldren LFen von
B, L* = L(B*) die Menge der (von selbst reguliéiren) LFen von B*,
g} D) die Menge der (reguliéiren) LFen von B*, bei denen Kante k'’
die Farbe ¥ und Kante k" die Farbe p hat ( 2,7‘6 {r;p}) und

1 i ' ] = *
schlieBlich L** L* Lbb'
Durch die Operation des "Aufschneidens langs k" wird eine einein-
deutige Beziehung zwisechen den Mengen Ereg und L** hergestellt,
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wobei bei einander zugeordneten LFen I £ Lreg und L* g L** ein-

ander zugeordnete, von k bzw. k', k" verschiedene Kanten die

gleiche Farbe haben.

Es sei die der Kante e von B (e#k) entsprechende Kante von B* mit

e* (e*#k’,k") bezeichnet. Wir iibertragen die Indizierung (reg, sing,

‘,",(E ,*Z ) auf die Zahlen m, r(B;e), so daB gelten:

(i) mfeg - !Lrea‘, , mE* =IL“[! m;b = léabl'

(ii) r"®B(B;e) und rSing(B:e) sind die Anzahlen derjenigen re-
guldren bzw. singuldren LFen von B, die die Kante e enthalten,

(iii) rbb(B*;e*) ist die Anzahl derjenigen LFen von B*, die Kante
e* (e*#k’,k") enthalten, jedoch die Kante k', k" nicht ent-
halten und

(iv) r**(B*;e*) ist die Anzahl derjenigen LFen von B*, die min-
destens eine der Kanten k', k" und die Kante e* enthalten.

Of fenbar gelten {e#k; e*#k’, k"):
(1) - - m'es +msing

FeZ _ %% = m* _ m*
(5) m m m mey

0, falls B&B
(5\— =q ’

(6) min8 - o g,
1, falls Be B

(7) r"C8(Bye) = r**(B*je*) = r(B*ie*) - rbb(B'ie*)»

; 0, falls BEB
(8) 31"E(Bse) ={ ~ 9
(‘f, falls BeI_%p

!
und J- = 0 oder 1 je nachdem e Innen- oder Randkante
von B ist.

Nun werde Kante k so ausgewdhlt, daB sich die Zahlen m;b,
rbb(B‘;e“‘) leicht berechnen lassen.
Wir setzen voraus, daB B wenigstens 4 Zellen enthilt, also 2z

Iy

die Fdlle mit z <4 werden gesondert betrachtet.
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Gesehlossene Bidnder mil wenigstens vier Zellen

Es sei BEB. Bei geeigneter Festlegung des Umlaufsinnes enthdlt B
mindestens cine Unterfigur der folgenden vier Typen: (1) 0(1,0(1,
CEE) ooy s O B0, 5 RRILY O30, o, Civdol 0l &gl
wobei die erste und die letzte Adjazenzkante identisch sein diirfen
(5. Abb. 8). Es sei angemerkt, daf in den Typen (ii) - (iv) of,
jeweils durch C(z ersetzt werden kann, ohne daB sich an den fol-
genden Aussagen etwas d#ndert.

Wir wihlen Kante k wie in Abb. 8(a) angegeben. Um die Zahlen ms,
und r;b(B;e):= rbb(B*;e*) zu erhalten, gehen wir von einer Fdrbung
aus, in der k', k" beide blau sind. Es zeigt sich, daB diese Fir-
bung, von k’ und k" ausgehend, eine zwangslidufige hat, die genau
das offene Band B° ausspart {(s. Abb. 8(b)). B® kann zu einem nur
eine Kante ¢® und deren Endpunkte enthaltenden Band (einfaches

Band D) entarten: in diesem Falle haben wir m° = m(B°) = r(Bo;eo) = 1.
Offensichtlich ist mf = = m® und mithin gilt wegen Gleichung (5):
(9) m' 8 = m* - mO,

woraus mit den Gleichungen (4) und (6)

0, falls BEB
{10) m=m* - m® ¢ ZJ—, d—= q
1, falls Be¢ §p

folgt.

Die Zahlen m* und m” kénnen leicht nach dem GORDON-DAVISON-Algo-
rithmus /10/, angewandt auf B* und B°, bestimmt werden.

Auch die r(B;e)-Werte fiir Kante e von B sind auf diese Weise zu
erhalten. Dafiir zerlegen wir die Kantenmenge E = E(B) von B in
vier disjurkte Teilmengen EO,El,E2 und Ez, so dafy

t=r0 kv E®u E® ist. Dabei seien E® = E(B®), E

Mengen derjenigen von k verschiedenen Kanten von B, deren Bild-
kanten in B* durch die Zwangsfdrbung (s. Abb. B(b)) rot bzw. blau
gefarbt sind und E3 = {k}

Da es sich bei e, e*, e® im Grunde um die gleiche Kante handelt,

L und B? die

seheint es angebracht, die Indizierung am Funktionssymbol vorzunehmen:
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r*(B;e) := r(B¥*;e¥*), ro(B;e) s r(BO;eO) Usw. .

Damit erhalten wir zundchst

ro{B;e), falls e G-EQ
r;b(B;e) =< m° , falls e & E
0 , falls e & E‘2

und wegen

rTe8(Bje) = r*(Bse) - r%(Bje)

also
r*(Bse) - r°(Bje), falls e & E°
(11} r"®8(B;e) =¢ r*(Bse) - m° , falls e € gl .
£*+{Bse) , falls e € E?
Es sei ¢ € E3 (also e = k), x sei ein Endpunkt von k, und e, ey

scien die beiden von k verschiedenen, mit x inzidierenden Kanten.
Die Zahlen m" 8, rreg(B;ei), i = 1,2, sind uns gemiB (9) und )
bekennt. Aus der Gleichung r'®(B;k) + rreg(B;el) + rreg(B;ez) =m
folgt

T8 (Bse) = r"®8(Bik) = m* + m° - r*(B;el) - r*(B:ez), so daB wir
schlieBlich crhalten:

reg

[
e*(Bje)-c%(Bse)+ é‘, e € E°

l
r*(B;e)-m°+ é> 8 B E1

(1.2} r(Bje) = '
r*(Bje)+ d , e € g2

m**mofr(B.el)vr(B;ez), e € E3
1]
wobei J‘= 0 oder 1 gesetzt wird, je nachdem e Innen- oder Rand-

kante von B ist.
Als Beispiel sei das in Abb. 9(a) dargestellte Band B

1 (= Ep, also

é\fl, gewdhlt. Die Berechnung von m} = m(BT) = 71 und

m? = m(B?) = 19 ist der Abb. 9(b) zu entnehmen. Wegen Gleichung f9)

erhalten wir m; = m(B,) = m} - m? + 2 = 54. In Abb. 9(e¢) sind
r*(Bse) und (in Kreisen) r®(B;e) angegeben, woraus mit Gleichung

(12) die in Abb. 9(d) cingezeichneten r(B;e)-Werte resultieren.



- 199 =

238-41+2 =200

m(B,)

Abb. 9
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Mit Gleiechung (1) kann schlieBlieh noch fiir jede Kante e von B
der b(Bje)-Wert gefunden werden.

Geschlossene Binder mit hiochstens drei Zellen

Zu untersuchen sind ch di t
sind noch die Typen.O(o.o/o ‘?g, O{o 0(0, ‘3(0,

of oo und AT (s, abb. 10).

(oo oo o) (0<.1 OLO)
I [T [T ]
(g oty) (o) ety ) ()
Abb- 10

Typ c{oo(u o(o: Fs gibt genau 4 regulire J.Fen und keinen (BEB.y)

oder genau zwei (Bég P_ipm) singulire LFen.

oder genau zweci (Be& _Bp“) singulédre LFen.

Es gibt genau einen reguléren LF und keinen (Bé& qu) oder
genau zwei (Be t—spl\-‘l) singulédre LFen.
1%t Es gibt genau zwei regulédre LFen und keinen (BEB

77777777777 oder genau zwei (Bc’,—gpM) singulédre LFen.

qH)

Typ ﬂ/I: Es gibt genau zwei regulére LFen und keinen (BEEPH)
________ oder genau zwei (B quM) singulidre LFen.

1&3_;‘::_1 s gibt genau cinen regularen und keinen singuldaren LF.
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4. Ein Zusammenhang mit_der Clar’'schen Resonanztheorie

Die chemischen und spektroskopischen Eigenschaften benzenoider
Kohlenwasserstoffe wurden erstmals systematisch von E. Clar
(/3,7,8/) untersucht, wobei das Modell der resonanten Ringe
(Zellen) eingefiihrt wurde. Viele experimentelle Daten (/2,3/) und
theoretisehen Abhandlungen (/23 - 27/) untermauern das Clar’seche
Modell. Von Interesse sind z. B. die von H. Hosoya und T. Yama-
guchi /28/ eingefiihrten generalisierten Clar-Formeln, welche hier
im Zusammenhang mit den reguldren und singuldren Linearfaktoren
betrachtet werden sollen.

Es seien H die Menge aller HSe, die wenigstens einen LF haben und
HE H. Die Menge der Zellen von H sei Z = Z(H). Wir wollen sagen,

Graph H-Z, der aus H durch Loschen aller Knotenpunkte des Randes
von 7 und der mit diesen inzidierenden Kanten hervorgeht, wenig-
stens einen LF hat. Die Zellen ZI’Z2"”'Zr‘e 7 von H nennen wir
gleichzeitig resonant, [alls der Graph “'21'22""‘_Zr' wenigstens
einen LF besitzt.

Es sei r = r(H) die maximale Anzahl gleichzeitig resonanter Zellen

von H. Dann ist das Sextettpolynom P;(x) von H naeh /28/ gegeben zu
P 5
Pa(x) = 2] e(H;idx',
i=0

wobei c¢(H;i) die Anzahl aller paarweise verschiedenen Moglichkeiten
angibt, in H gleichzeitig i resonante Zellen zu finden. Wie iiblich
wird e¢(H;0) = 1 gesetzt. Fir das in Abb. 11 gegebene HS 11, sind

rg = r(H3) = 2, C(HB;D) = iy c(H3;1) = 4, c(Hs:i) = 2 und

pE =1+ ax ¢ o2t

e e
Offensichtliech ist m(HE) = PH3(1) = T
Wird das Skelett S{(C) des Coronens (s. Abb. 4) als HS H, betrachtet,

, 2 3 d - <90 = H

so sind PR (x) =1 + 7x + 8% ¥ 2x und pH2(1) 19<20 = miH,)

Deshalb ist in /20/ ein Superring postuliert worden, der dem Rand

ct
von H? entspricht, wobei fir das neue Sextettpolynom PHZ von HZ

gilt
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o codl oo

cesflecss

Abb, 11
4 : .
B =% F s o™ ow Bxd,

(‘,t
also P" (1) = m(HZ) &t
2

Betrachten wir nun S(C) als geschlossenes Band B, € §p, so sind
3

Pg (x) =1 + Bx = 9:(2 + 2x
2 ;
und PS (1) = 18 = mreP‘(B?).

H2
Da mﬁ'nE(Bz) = 2 ist, definicren wir als erweitertes Sextettpolynom

o]
PS (x) von B

BZ 2

o ; g
I’ﬁ (x) =1 + 8x + 9x? + 23

2

(4]
¢y = 20 - mB,) erfiilllt ist.
'y 2

womi t I'B
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Deshalb halten wir fiir Coronen im Grundzustand die Bandstruktur
als dominierend. Diese Ansicht wird auch durch topologische
Indices fiir einzelne Ringe (Zellen) gestiitat.
Verallgemeinernd kann gesagt werden: Fiir jedes nichteinfache
Band B € B gelten fiir das Sextettpolynom

o

Pg(x) und das erweiterte Sextettpolynom PE i)

0
(i) Pp (x) = PE(x) + 2 d PS(x),
1, falls Be gp

x,d = ;

% 0 sonst

Pg(x}
(ii) PSC1) = m"eB(B) e® -
i) Ppll) = m (B), Py (1) = m(R).

5. AbschlieBende Bemerkungen

Bemerkung 1

Es sei B 2in Zand, wolches aus cinew LR durch L8scheon von
gewissen inctenpunkten dor valeaz I ( unid der mit diesen
inzicdierenden Rantun) éntstanden ist.

Ist die Anzahl der geldschten Knotenpunkte (beim Ubergang von H
zu B) gerade (ungerade), so wollen wir B als ein g-Band (u-Band)
bezeichnen. Das in Abb. 9 dargestellte Band B
Band.

1 ist somit ein g-
Es seien Bg und B die Menge aller g- bzw. u-Binder. Offensicht-

lich gelten: QElJ Eu = B und B_n Eu = B

E

Unter einer vollstidndigen Basisfigur (VBF) U = U(G) eines Graphen
G verstehen wir einen solchen Teilgraphen von G, der ausschlieflich
aus Kreisen und/oder Hanteln (Kz’ vollstidndiger Graph mit 2 Knoten-
punkten) besteht und alle Knotenpunkte von G iiberdeckt.

Es seien L' = L’(B), L" = L"(B) LFen von B. Denkt man sich beide
LFen auf B gelegt, so finden wir eine VBF U’ = (L’,L")}. Weiter sei
s’ = s{U') die Anzahl der Kreise der Linge 4GﬂE;: 452 etemn s

Die Linearfaktoren L', L" haben gleiche (unterschiedliche) Paritat



- 204 -

genau dann, wenn s’ gerade (ungerade) ist. Da B paarer Graph ist,
kann die Menge L = L(B) der Linearfaktoren von B in genau zwei
disjunkte Teilmengen (von denen eine leer sein kann) gl = L+(B)
und L~ = L™{B) von Linearfaktoren positiver (negativer) Paritit
zerlegt werden (LU L™ =L, L'n L™ = 4).

Beobachtung 3: in einem Band Be B_ haben alle Linearfaktoren

gleiche Paritdt (OBda: L' = L, L™ = #).

Beobachtung 4: In einem Band Bg Eu gibt es genau zwei Linear-

faktoren positiver Paritdt (die singuliiren LFen).

Beobachtung 5: Der in /29/ beschriebene Algorithmus zur Berechnung

der Anzah! der Lincarfaktoren eines HSs ist fiur Be€B_ giltig. Fir
den Fall Beagu ist der Algorithmus geeignet zu modifizieren /30/.

Bemerkung 2

Das hier eingefiihrte Konzept der singuldren Linearfakteren in

einem hexagonalen Band kann auf hexagonale Systeme erweitert werden.
Es seien H ein HS und C eine Zelle von H. Ein Linearfaktor L = L(H)
von H heiBe g-singulér (quasi-singuldr), falls genau ezwei parallel
zueinander (gegeniiber) liegende Kanten des Randes von C zu 1, ge-
hdren (Abb. 12.2). Ist dies fiir keine Zelle ¢ von H der Fall, s¢

m €8 = mPCE(H) ung mISINE - O SINE () gio anzahlen aller regu-

laren bzw.&singuléren LFen von H. Offensichtlich ist fiir jedes H

m = mieE & mq—sing‘

Weiter seien f(H;e), freg(H;e)}fq'Sing(H;e), fe {r,b}, die Anzahlen
derjenigen LFen bzw. reguliren bzw. g-singuldren LFen von H, welche
die Kante e von H enthalten (f = r) bzw. nicht enthalten (f = b).
Hier finden wir einerseits

rTe8(Hze) + bT%B(150) = mM OB (H)

pATSENE . o8 b R ITRIN S ey = @S LGy

und andererseits
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£5%9h;e) + £975309hie) = Eluie), fe {r,b}.

Flir das in Abb. 12.1 dargestellte HS (welches das Skelett des
rey _ o,
e ¢

= 2 und dic jeweiligen r-Werte sind der Abbk. 12.3 zu

benzenoiden Kohlenwasserstoffs Pyren ist) sind m
mq—sing

entnehmen.

Fassen wir Gas Skelett von Coronen als HE i auf (Abb. 4), so
) c-si 1 - = q ) 5
sind m* ng(HZ) =5 = mSIHQ(EZ) + 3 undé mre’(ﬂz) = 15 = m egﬁﬂz)-L
W s reg ; v g S a
Zwischen den r (H;e)-Werten unc¢ der Theorie ven E. Clar /7,8/
sollte ein cinfacher Zusammenhany bestehen. Ebeonsc ist eine ein-
fache lincare Korrelaticn der Bindungsabstdnde in Abhdngigkeit
q—sing“

re . " ; 5 - "
ven £%9(H;e)- uné r lje)-verten im Sinne ven W.C. Herndon

uné C. Parkanyi /31/ zu crwarten.

6. Literatur

b Cyvin, 8.J. und I. Cutwann, dexeld Structures in Penze-
ncid Hydrocarkens, Lecturs: £,

verlag, Beglin ( Y.

pBicemann, . und . SC

)

BE.i G. Mok Chem. Stc. 102 31335

2173, Isracl J. Chem. 20 (19%0), 312.

3 Clar, &£., Pclycyclic Hydrozarbons, Vcls I, 11, Acaé. Press,

Lenden (1264).

4 vBstle, F. und ii.®, Staal, Chem. Eor. 101 (1962), 270%.

5 Ciecericn, F.
(1978), 372.

Tt 'Td Engle 19

6 Staab, H.%A. tng F. Diedseich; 7

Ger. 116 (1953), 3437.

¢lac, E., Chiaia 18 (1564), 275.

3 Jlar, ., In@ arcnatic szxtett, J. wiley et Sons, London-

York-Sydnsy-Toronte (1272).

S . ound ALJ. Schwenk, Discr. iath. § (1873), 359.
e oungd aLitii. Devisen, J. Them. Pays. 20 (19%2), $2C.

N.s Temsute haths doppl. 320 (1988), Z71.




12

13
14
15
16

L7

18

19

20

21

22

23

26

2

[
3]

- 207 -

Cyvin, S.J., J. Brunvoll und B.N. Cyvin, Studies in Physical
and Theoretical Chemistry, Vol. 63, Elsevier Science Publi-

shers, B.V., Amstercdam - Printed in The Netherlands (1989),

p. 123,

Jenny, w. und R. Peter, Angew. Chem. 77 (1965), 44.
Balaban, A.T. und F. Harary, Tetrahedron 24 (1968), 2505.
Polansky, O.L. und D.Il. Rouvray, Match 3 (1977), 97.
Dias, J.R., J. Chem. Inf. Comput. 5ci., 22 (1982), 15.

v
Kpop, J.V., K. Szymanski, Z. Jeriéevié und N. Trinajstié,
J. Comput. Chem. 4 (1983), 23.
pauling, L., L.0O. Brockway und J.Y. Deach, J. Amer. Chem.
Soc. 57 (1935), 2705.
Bergan, J.L., $.J. Cyvin und B.N. Cyvin, Chem. Phys. Letters
125 (19886), 2138.
Rergan, J.L., B.K. Cyvin und S.J. Cyvin, Acta Chim. Hung.
124 (19g7), 29%.

Gutman, 1. und S.J. Cyvin, Introduction to the Theory of
Benzenoisd Hydrccarbens, Springer-vVerlag, Berlin-Heidelberg-
New York-~London-Paris-Tckyc-Heny Kong (1289).

John, P. und H. Sachs, In: Graphs, Hypergraphs and Appli-
cations, Prec. Int. Conf. on Graph Theory, Eyba 1984,
Teubner-iexte zur Hatnematik, Bd., 73, BSD B.G. Teubner Ver-

lagsgesellschaft, Leipzig (1985), s. 30.

Pauncz, R. un:d A. Cohen, J. Them. Soc. (1960), 3283.
Polansky, ©.FE. und G. Der{linyer, Int. J. Quant. Chem. 1
{1567), 379.

Gutman, I. und £. lBosanac, ‘Tetrahedron 33 (1977), 1809.

Aida, . und Il. Hoscya, Tetrahedron 35 (1980), 1317.

liosaya, ., . Snobu, K, Takano und Yu Fuji, Pure et Appl.
Chew. 55 (1382), 269.
Hosoya, li. und i. vamaguchi, Tetrahedron Lettoers 52 {1975),

4659,



— 208 -

29 John, P. und I. Sachs, In: Dodendick, R., H. Schumacher
und G. Walter (Eds.), Graphen in Forschung und Unterrictt,
Verlag Barbara Franzbecker, Bad Salzdetfurth (1985) S. 85.

30 In Vorbercitung.

31 Herndon, W.C. und C. Parkanyi, J. Chem. Educat. 53 (1976),
GGo.

Nachsatz

Der Artikel war in dieser Fassung 1950 in der Z. Phys. Chem,
(Leipzi¢) cinucereicht worden. it dem Jahr 19¢1 hat Gicse Zeit-
schrift ihr Lescheinen cingestcllt,

An dieser Stelle sei crwdhnt, éaB ven 5.J. Cyvin und titarbeitern
zwei Arbeiten (J. Chew. Inf. Comput. Sci. Z7 (1987), 14 unc Acta
Chem. Scand. A _42 (1982), 434) zur Derechnung veon Kekuléstruktur-
anzahlen in hcxagonalea Bindern {(nur jlickel-Tyc) existieren,

welche dom Autor danals nicht bekannt waren.



