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Abstract

In connection with Clar's theory for benzenoid hydrocarbons we
prove a theorem for the maximal resonant domains from a given
benzenoid hydrocarbon B which are not (fully) resonant.

In addition, we present simple formulas for calculating
Pauling's bond orders for all bonds in B and we define a

(general) resonance conception for fragments of B.

1. Einfiihrun

Die chemischen und spektroskopischen Eigenschaften benzenoider
Kohlenwasserstoffe wurden erstmals systematisch von E. CLAR
[1,2,3)] untersucht, wobei er das Modell der resonanten Sechsecke
einfiihrte.

Viele experimentelle Daten [3,4,5,6) und theoretische
Abhandlungen (7,8,9,10,11] untermauern das CLARsche Modell. Von
theoretischem Interesse sind z. B. die wvon H. HOSOYA und T.
YAMAGUCHI [12] angegebenen generalisierten CLAR-Formeln (siehe
auch [13]). Auch eine Reihe mathematischer Fragestellungen
werden untersucht [14].

Mit der CLARschen Theorie verbindet sich insbesondere der in der
Chemie bekannte und vielschichtige Begriff der “"Aromatizitdt",
dessen Inhalt und Wandel Gegenstand von [15,16] ist. Wird die
"Aromatizitdt" wvon B auf die "Aromatizitdt" seiner Sechsecke
bezogen, so findet man dafiir (relative) Indizes [10,17,18,19],
die auch Aussagen iiber das reaktive Verhalten von B gestatten.
Wahrend in den vorangegangenen Arbeiten [20,21) ein
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grundlegendes, mit der Clar'schen Theorie im Zusammenhang
stehendes (zwischen "lokaler” und “globaler" Aromatizitdt
vermittelndes) Theorem gezeigt wurde, beweisen wir hier ein
Theorem iliber maximale resonante Bereiche von B, wobei B nicht
resonant ist. Fiir alle Bindungen von B wird eine Formel zur
Berechnung der Pauling'schen Bindungsordnungen gegeben. Den
Abschluf3 bildet ein (allgemeines) Resconanzkonzept filir Fragmente
von B auf der Grundlage von Anzahlen von Kekule-Strukturen.

2. Definitionen

Eine hexagonale Zelle (kurz: Zelle) ist ein endliches ebenes
Gebiet, welches durch ein (gleichseitiges Sechseck der
Seitenlédnge 1 berandet wird.

Ein hexagonales System (HS) ist ein endlicher, =zweifach
zusammenhdngender ebener Graph, in dem jedes endliche Gebiet
eine Zelle ist.

Ein Linearfaktor (1-factor, perfect matching) (PM) eines Graphen
G ist eine Menge pairweise disjunkter Kanten von G, die alle
Knotenpunkte iiberdecken.

Sei G ein Graph und M ein PM von G. Wie iiblich denken wir uns
die Kanten von G, die zu M gehbren bzw. nicht gehtren rot bazw.
blau gefdrbt (in den Abbildungen fett bzw. nicht fett
gezeichnet).

3. Chemischer Hintergrund

Die Strukturformel eines benzenoiden Kohlenwasserstoffs B
besteht aus einem hexagonalen System H, welches durch die
Kohlenstoffatome aufgespannt wird, und aus h&ngenden Kanten, so
daBl jedes Kohlenstoffatom, welches nur einer Zelle (oder mehr
als einer Zelle) angehdért, mit genau einem (oder mit keinem)
Wasserstoffatom verbunden ist (Abb. 1); H werde als Skelett von
B bezeichnet. Nach dem KEKULE-Modell von B représentieren die
Kanten von H Einfach- oder Doppelbindungen. Die Doppelbindungen
bilden ein PM in H (Abb. 1).
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Nach dem ARMIT-ROBINSON-Modell wird in jeder Zelle ein Kreis
eingezeichnet (Abb. 1), welcher die sechs mobilen Elektronen
darstellt [22]. Das von E. Clar [2,3] geschaffene Modell der
Kreise und Pfeile in einem BK gestattet eine eineindeutige
Zuordnung zu einer Rekuld-Struktur (Abb. 1) und représentiert z.
B. Stabilitdtsverhdltnisse des BK-s.

4. Maximale resonante Bereiche

Sei H = (V,E) ein HS mit der Knotenpunktmenge V = V(H) und der
Kantenmenge E = E(H); die Kontur K = K(H) von H ist der Rand des
unendlichen Gebietes von H (Abb. 1). Die Knotenpunkte von H
denken wir uns wei3 oder schwarz gefdrbt, so daBl adjazente
Knotenpunkte unterschiedliche Farbe haben. Die Menge aller HSe
sei H und die Menge aller HSe, die wenigstens ein PM haben, sel
H*.

Es seien H &€ H*, C ein Kreis von H und H(C) dasjenige ganz in H
enthaltene HS, dessen Kontur C ist.

Gibt es in H ein PM M derart, daB C bezliglich M einen (rot-blau)
alternierenden Kreis bildet, so nennen wir H(C) einen resonanten
Bereich von H.

Falls C die Kontur K oder der Rand einer Zelle Z von H ist, so
bezeichnen wir H bzw. 2 als resonant. Die Menge aller HSe,

welche resonant sind, sei H_.

Sei H e H* - H; weiter seien v ein Knotenpunkt und M ein PM von
H. Unter einer Férbung F = F(H;v,M) von H beziiglich v und M sei
eine (schwarz-weif3) Knotenpunkt- und (rot-blau) Kantenfarbung im
erklarten Sinn zu verstehen, wobel v die Farbe schwarz hat. Man
beachte, daB F durch v und M eindeutig bestimmt ist. Mit F
verbinden wir eine Kantenorientierung

¢ := ¢ (H;jv,M): Jede rote Kante wird vom schwarzen zum weilBlen
und jede blaue Kante vom weifilen zum schwarzen Endknotenpunkt
gerichtet (Abb. 2).

s t
Abb.2 (AFbtljuu)



- 169 -

Der Graph H geht hierdurch in den orientierten Graphen H®* =
(V,E*) iiber, wobei E® die Bogenmenge von H ist.

4.1, Ein Theorem iiber maximale resonante Bereiche

Es seien H & H*, s, w € V(H) zwel unterschiedlich geférbte
Knotenpunkte und F eine Férbung von H. Mit P(s,w) und P(w,s)
bezeichnen wir jeweils einen rot-blau alternierenden Weg, dessen
Endknotenpunkte s,w mit je einer roten bzw. blauen Kante des
Weges inzidieren. Z = Z (H) sei die Menge aller resonanten
Zellen von H.

Wir wollen sagen: Zwei Zellen 2', 3" e 2 stehen in Relation p
zueinander (kurz: 2Z' p 2"), falls es in H®* fiir Jjedes
unterschiedlich gefdrbte Knotenpunktpaar (v',v"), v' € V(2') und

v € V(2"), wenigstens einen vom schwarzen zum weifBen
Knotenpunkt gerichteten alternierenden Weg P{(v',v" bzw.

p(v",v') gibt.

Hilfssatz 1 Die so definierte Relation P ist
Aquivalenzrelation.

Das zieht nach sich das

Theorem: Die Aquivalenzklassen beziiglich p repridsentieren die
maximalen resonanten Bereiche und somit sind die maximalen

resonanten Bereiche durch jeweils genau eine Zelle bestimmt.

Wir wollen sagen:

Zwei Zellen Z',2" € Z von H stehen in Relation & (kurz:

z' & 2"y, falls sie einem resonanten Bereich H(C) von H
angehdren. Zum Beweis des Theorems ist neben Hilfssatz 1 noch zu
zeigen, dafl gilt:

Hilfssatz 2: Es ist Z2' & 2" genau dann, wenn Z' p Z" ist.
4.2. Bewels des Theorems iiber maximale resonante Bereiche

(a) Beweis von Hilfssatz 1:
Es seien H ¢ H* und 2,%2,,%,,2, € Z, und F eine Farbung von H.
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3.2

Abb . 3



- 171 -

Offensichtlich gelten:

(A) 2 p Z und

(B) Aus 2, p Z, folgt 3, p Z,.

Deshalb haben wir noch den Nachweis zu fiihren, daB p transitiv
ist:

(C) Aus Z, p 2, und 2, p Z; folgt Z, p Z;.

Es seien SjWj € V(Zj), j e {1,2,3}, ein schwarzer und ein weifler
Knotenpunkt von Zelle Z;. Aus den Voraussetzungen folgt, daB es
in H* die alternierenden Wege P(s,,w,) und P( sz,w3) gibt. weil z,
e 2, ist, existiert in H* auch wenigstens ein alternierender Weg
P sz,wz) . Es bleibt noch =zu =zeigen, daB in H* auch ein
alternierender Weg P(s,,w,) existiert.

Dazu betrachten wir Abb. 3.1.

Zwischen den Knotenpunkten w, und s, gibt es wenigstens einen
alternierenden Weg P(w,,s,). Sind s, und w, adjazent, so wird
P(w,,8,) durch die Kante e = (w,,s,) reprédsentiert. Sind s, und w,
nicht adjazent, so sei an die zu V(3,) gehSrenden und zu w, bzw.
s, adjazenten Knotenpunkte, die nicht in P(s,,w,) bzw. P(s,,w;)
enthalten sind, erinnert. Die Wege P(s,,w,), P(w,,8,) und P(s,,wy)
kénnen, nacheinander durchlaufen, als eine Folge B =
(b,,bz,...,bi,...,bj,.‘.) von gleichsinnig gerichteten rot-blau
alternierenden Bdgen b, betrachtet werden, wobei manche Bdgen
durchaus mehrmals auftreten kdnnen. Ist z. B. b; = bi‘ so lassen
wir den vor b; stehenden Zyklus b;,b,,,...,b;,, weg. Dabei gehe B
in B' = (b1,b2,...,b1._1,bj,...) iiber. Mit B' verfahren wir ebenso.
Da H endlich ist, bricht das Verfahren nach endlich vielen
Schritten ab und wir erhalten eine zyklenfreie Bogenfolge B*,
welche den gesuchten Weg P{ 51,.w3) reprdsentiert.

Ganz analog finden wir einen Weg P sl,w,), womit Hilfssatz 1
bewiesen ist.

Ein Beispiel soll das Auffinden einer zyklenfreien Bogenfolge B*
verdeutlichen (s. Rbb. 3.2):

B = (by,by, by, by, oo v Dy By Drgs - o - Dy Dy Doy by )

B*

n

(Db, by Dy D5 Dy r v 1 Doy Dgr b D) -
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(b) Beweis von Hilfssatz 2:

Offensichtlich folgt aus 2' & 2" unmittelbar 2' p 2". Deshalb
bleibt noch zu zeigen, daB davon auch die Umkehrung gilt; daB es
im Falle Z2' p 2" in H einen Kreis C* und eine Fdrbung F* = F*(H)
derart gibt, daf C* die beiden Zellen Z', 2" umschlieft und bei
F* die Kanten von C* alternierend rot-blau gefarbt sind. Dazu
wadhlen wir eine Farbung F° = F°(H) von H. Auf dem Rand von 2' und
Z" seien s',w' € V(Z') bzw. s",w" & V(Z") je ein schwarzer und
ein weifer Knotenpunkt. Dann gibt es in H beziiglich F® eine Menge
P rot-blau alternierender Wege P{(s',w"), P(w",s"), P{s",w'),
P(w',s'). Diese Wege bilden eine nichtleere Menge C von rot-blau
alternierenden Kreisen. Liege z. B. 2" in einem Kreis und %' in
keinem Kreis, so gibt es neben P(w',s') einen anderen Weg
P'(w',s"'"), dessen Endkanten wvon denen des Weges P(w',s')
verschieden sind. In P ersetzen wir P(w',s’') durch P'(w',s') und
haben sowohl eine neue Menge P' von rot-blau alternierenden
Wegen als auch eine neue nichtleere Menge C rot-blau
alternierender Kreise erhalten, wobei Z' in einem Kreis von C'
angetroffen wird.

Ist C' = {C'}, so setzen wir C* := C' und F* := F°.

st C' = {C,Cy...,C}, P > 1, 8O kénnen wir schrittweise
entlang von Kreisen so umf&rben, bis wir genau einen Kreis C
erhalten, der beide Zellen enthdlt. Die entsprechende Férbung
von H sei F. Wir setzen C* := C und F* := F und sind fertigq.
Damit ist die Aussage von Hilfssatz 2 und somit auch die Aussage
des Theorems gezeigt. oo

Das in Abb. 4 gegebene Beispiel soll den Beweisgedanken
verdeutlichen.

In Abb. 4.1 besteht C' aus genau einem Kreis C', welcher beide
Zellen erhdlt. In Abb. 4.2 liegt 7' auBerhalb von C. Deshalb
wird der Weg P(w',s') durch den Weg P'(w',s') ersetzt (Abb. 4.3)
und anschliefend Kreis C4 umgefdrbt, was zu dem Kreis C' in Abb.
4.4 fihrt.

Es sei bemerkt, daB die maximalen resonanten Bereiche von
H & H*-H_ {lber H®* mit Hilfe des Theorems leicht gefunden werden
kdnnen.
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5. 2Zur Berechnung der Pauling'schen Bindungsordnungen

Fir H € H*-H  seien die maximalen resonanten Bereiche
Hy By oo By g 2 20 Die Kantenmenge E = E(H) denken wir uns in
drei paarweise disjunkte Kantenmengen E , E_. und Eqer zerlegt,
wobei E, = E(H) und/oder E

a1 E . (H) die Mengen aller
derjenigen Kanten von H sind, die bei jeder Farbung F stets blau
bzw. rot gefdrbt sind und

E, = E (H) = E(H)) U E(H,) u ... u E(H)) ist. Die Anzahl der
PM-s von H und H; (i = 1,2,...,q) sei m = m(H) bzw. m; = m(H;).

Offensichtlich gilt
(1) m=m=-m: ... *m

Auch die Pauling'sche Bindungsordnung p(e,H) fiir Kante
e ¢ E(H) 1aBt sich einfach ermitteln.
Es ist

H
() ple/) =—:;% ;

wobel r(e,H) die Anzahl derjenigen PM-s von H angibt, welche
Kante e enthalten.
Offensichtlich ist fiir j = 1,2,...,q9

0, falls e ¢ E,

(3) r{e,H) = r(e,H,) . H m., falls e & E(Hﬂ.

m, falls e € Em1

Als Pauling’sche Bindungsordnung finden wir

0, falls e ¢ E,
(4) p(e,H) = p(e,Hj), falls e ¢ E(H”.
1, falls e ¢ Emm

Ein einfacher und einfach handhabbarer Algorithmus zur
Berechnung von m,, p(e,H,) (und m*, s.u.) ist in [23] zu finden.
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Fir das in Abb. 5.1 dargestellte hexagonale System H, sind die
017 Hppr Hg; und E, in Abb. 5.2
gegeben. Fiir die mit ey, e,, e, bezeichneten Kanten von H;

finden wir: p(e,,H,) = 1/3, p(e,,H,) = 0 und p(eg,H) = 1.

maximalen resonanten Bereiche H

6. Ein allgemeiner Resonanzindex

Es seien H € H*, H* ein Untergraph von H und m = m(H),

m* = m(H*) die Linearfaktorenanzahlen von H bzw. H*. M* sei ein
gegebener Linearfaktor wvon H* und r* = r(M*,H) gebe an, in
wieviel Linearfaktoren von H die Kanten von M* (als Teilmenge)
enthalten sind. Offensichtlich ist r* von der Wahl von M* in H*
unabhéngig. Sei H* = H-H*, so ist

(5) r* = m(H*) =: m* .

Falls H* = H, so setzen wir M* := m(e) = 1.
Seien alle Linearfaktoren von H gleichwahrscheinlich, so gibt
(6)  pr = pau,E) =

m

die Wahrscheinlichkeit an, einen gegebenen Linearfaktor M* von
H* in einem PM von H (als Teilmenge) vorzufinden. Werden alle
Linearfaktoren von H* als gleichwahrscheinlich vorausgesetzt, so
gibt

(7)  p(H*/H) = m*. p*

die Wahrscheinlichkeit an, ein beliebiges PM von H* in einem PM
von H anzutreffen. p(H*,H) bezeichnen wir als Resonanzindex von
H* beziiglich H. Rus den Gleichungen (5,6,7) erhalten wir

ma".m*
(8)  p(H*H) =——— = p(H*,H).

Offenbar gelten filir jedes H € H*:

Beobachtung 1:
Es sei H* ein beliebiger Untergraph von H, dann ist
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(9) 0 < p(H*,H) < 1. u]

Beobachtung 2:
Es seien H; ein maximaler resonanter Bereich von H und H* ein
Untergraph von H;, dann ist

(10)  p(H*,H) = p(H* H;). u]

Beobachtung 3:

Es seien H1,H2,...,Hq (g 2 1) die maximalen resonanten Bereiche
von H, dann ist
E “‘$
. E
(11) L p(H;,H) = g oder 7 p(H;,H) = 1. n]
w1 =7

Als Beispiel sei das in Abb. 5 gegebene hexagonale System H, mit
H* € {H:,Hilg} (in Abb. 6 schraffiert) gewdhlt.

Mit Gleichung (8) finden wir

512 o
72 6
.0

P(HZ,H) -J;,é—w 0 und

2l

.

p(H},H)

"
"
-

P(E} H,)
Bemerkung:

Jeder rot-blau alternierende Weg P = P(s,w) in H, welcher
ausschliefilich Kanten aus E, u E_, enthdlt, kann als maximaler
resonanter Bereich von H aufgefaBt werden, denn es gilt

im
p(P,H) = 3
und w adjazent sind (s. Glchg. (4)).

= 1. Insbesondere ist dies auch der Fall, wenn s

Ist H* = Z eine Zelle von H, so ist p(H*;H) = p(Z;H) mit dem
1975 wvon M. RANDIC [17]) erstmalig gegebenen Index lokaler
Aromatizitdt der Zelle 2 von H identisch.
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