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Die Verzweigtheit von Graphen - was ist Gberhaupt cin Graph? Lassen Sie mich da-
mit beginnen, dafB ich kurz diesen Begriff erliutere, wenngleich mir bewuft ist, daf
dies cinem Auditorium von Chemikern gegeniiber - zumindest aus historischer Sicht -
Eulen nach Athen tragen heift, denn dic mathematische Struktur, die hier gemeint ist,
ist aus den klassischen Valenzstrichformeln der Chemie hervorgegangen, und die
Graphentheorie als mathematische Disziplin hat jhre Wurzeln in den Bemithungen, mit

Hilfe der Valenzstrichformeln die Existenz isomerer Verbindungen zu verstehen.
Ersctzt man in ciner Valenzstrichformel die Symbole fiir die Atomsorten durch Punkte,

so erhilt man e¢men Graphen. Auf diese Weise entsteht zum Beispiel aus der Struktur-

forme]l des Athanols der daneben abgebildete Graph.
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Solche molekularen Graphen beschreiben cinen zentralen Aspekt der Struktur von
Molekiilen: den Bindungszusammenhang - diesen und nichts
weiter. Ein molekularer Graph will also insbesonders keincerlei Vorstellungen iiber
die rdumlich-geometrische Molekiilstruktur prijudizicren. Ev veranschaulicht aus-
schlicBlich die Gesamtheit der Paarungen gebundencr Atome.

Hiufig besteht die Bindungsstruktur aus cinem trivialen und einem nichttrivialen
Teil, und man beschreibt nur den nichttrivialen Teil durch einen Graphen. So
reicht ¢s etwa bei den gesittigten Kohlenwasserstoffen aus, den C-C- Bindungs-
zusammenhang zu kennen. Daher liBt sich der Graph in Abb. 1 c¢benso gut dazu
verwenden, das daneben dargestelite iso-Nonan zu charakterisiceren.

in der Mathematik 18t man die Beschrankung auf chemisch verninftige Bindigkei-
ten und chemisch vernlinftige Strukturen fallen, So ist cin Stern mit 1023 Zacken
als Graph immer noch akzeptabel, dasselbe gilt far Strukturen bei denen jeder Punkt

mit jedem anderen verbunden ist, sogenannte vollstindige Graphen.
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Eine Einschrankung werden wir allerdings machen: wir beschranken uns auf Einfach-
bindungen. Bei Mchrfachbindungen spricht man in der Mathematik von Multigraphen.
Des weiteren wollen wir im Sinne einer Sprachregelung folgende Verabredungen tref-
ten: Fir unsere Zwecke geniigt es - und wir verzichten dabei bewuBt auf cine mathe-
matisch prizise Definition - einen Graphen als ecine Menge von P un kt ¢ n anzu-
schen, die teilweise durch K a nt ¢ n (wie man sagt) verbunden sind. Verbundene
Punkte wollen wir N a ¢ h b ar n nennen und dic Anzah! der Nachbarn cines Punk-

tes dessen V. alen z.

Was aber ist nun dic Verzweigtheit cines Graphen? Sie werden mir su-
stimmen, daB es vernanftig ist, einen Graphen a n ¢cinem gegebenen
P un kt umso verzweigter zu nenncn, je mehr Nachbarn diescr Punkt hat, d.h.

je groBler seine Valenz ist.



Die Abbildung zcigt eine Folge von Punkten wachsender Valenz. Dariiber, ob bei
ecinem Punkt der Valenz zwei von grofercer Verzweigtheit zu sprechen ist als bei
einem der Valenz eins, kann man vielleicht noch streiten., Aber ab Valenz drei wird
es diesbeziiglich wohl keine Meinungsverschiedenheiten mehr geben.

Lok a! ist also evident, was gréficre oder kleinere Verzweigtheit ist. Aber wie
stcht es mit der Moglichkeit, g 1 o b a le Aussagen tliber dic Verzweigtheit zu
machen? Wann also kann man mit gutem Grund von zwei Graphcn - jeweils als Ganzes
geschen - den ecinen verzweigter nennen als den anderen?  Die Antwort darauf ist
weitaus weniger offensichtlich. Jeder von lhnen wird allerdings cine intuitive Vor-
stellung von dicsem gesuchten Ausmal der Verzweigtheit besitzen, und in den mei-
sten Fallen, in denen Thnen ein Vergleich der Verzweigtheit evident erscheint, wer-
den Sic vermutlich auch zu identischen Resultaten kommen. Darum wird es also im
Folgenden gehen: um cine mathematisch prizise faflbare Definition des Ausmafes der
Verzweigtheit, dic sich mit dem intuitiven Bild - da wo dies ganz deutlich ist -
deckt, und die die Liicken - wo das intuitive Bild verschwommen ist - in méglichst

naturlicher Weise interpoliert.
Mecine Grinde fiir diese Themenwahl sind im wesentlichen zwei.

1.) Ich méchte eine Lanze brechen fir cin Fach, das zwar noch nicht gemeinver-
bindlich definiert ist (und daher auf diescr Ebene nicht existicrt), das aber dessen
ungeachtet seit gut einem Jahrzehnt in kriftiger Entwicklung begriffen ist und all-
mihlich deutlicheKonturen annimmt: die mat hematische Chemie.
Darunter will ich das Analogon zur wohlctablierten mathematischen Physik verstehen,
also ein Gebiet, in dem Chemiker und Mathematiker gemeinsam und zum Nutzen beider
Disziplinen die [Gr dic Theoriebildung der Chemie spezifischen mathematischen Struk-
turen aufspiiren, entwickeln - fast méchte ich sagen, isolieren - und ihre Eigenschaf-
ten untersuchen. Lassen Sie mich stichwortartig und vielleicht etwas provokativ zwei

Thesen zu diesem Thema formulieren.



(i) Die erdrickende Umarmung durch die Quantenthcoric hat die theoretische Chemic
unter dem Label Quantenchemie weitgehend zu ciner Filiale der molckularen Quan-—
tenmechanik reduziert und eine cigenstindige Theoricbildung lange Zeit verhin-
dert. Da dic Quantenchemie zwar exzellente numerische Resultate zu liefern vermag,
aber die Bedirfnisse der Chemic nach qualitativen Einsichten in dic Zusammen-
hinge zwischen Struktur und Eigcnschafien‘ chemischer Verbindungen nicht tber-
zeugend befriedigen konnte, haufen sich dic Versuche, unter Rickgriff auf dic
Begriffsbildungen der Chemie des 19, Jh, erste Schritie in Richtung ciner cigen-
standigen theorctischen Chemie zu tun.

(11) Die spezifischen mathematischen Strukturen der Chemic sind andere als dic der
Physik, Es sind diskrete Strukturen anstelle kontinuierlicher. Chemische Verbin-
dungen sind im wesentlichen aus endlich vielen Bausteinen auf endlich viele Weisen

zusammengesetzt,

FEine der fiir die Chemie wichtigsten diskreten Strukturen ist dic des Graphen, Wie
schon cingangs gesagt, ist dic mathematische Disziplin Graphentheorie aus der Chemic
hervorgegangen, und sie beginnt wiederum in die Chemie zuriickzuwirken. Das be-
kannteste Beispiel ist die Hickel-Theorie der konjugierten Kohlenwasserstoffe, hinter
der nichis anderes steht als die Spektraltheorie der Adjazenzmatrix entsprechender
molekularer Graphen.

Graphen beschreiben den Bindungszusammenhang von Molekiilen, Will man Bezichungen
zwischen Bindungsstruktur und Eigenschaften chemischer Verbindungen aufkliren, so
braucht man Begriffe, die wesentliche Aspekte solcher Strukturen crfassen, und die
sich prizise - und das heift heutzutage mathematisch — formulieren lassen. Dic Ver-
zweigtheit dirfte cin wichtiges Konzept zur Charakterisicrung der Struktur moleku-
larer Graphen sein. Deshalb haben schon verschiedene Autoren den - zunidchst aller-
dings vergeblichen - Versuch unternommen, sie in den Griff zu bekommen, beispicls-
weise um bei den gesittigten Kohlenwasserstoffen die Strukturabhingigkeit verschie-
dener physikalisch-chemischer Eigenschaften zu verstehen. Erst E. Ruch und 1. Gut-
man ist ¢s 1979 gelungen, die Versweigtheit von Graphen in dberzeugender Weise zu
charakterisicren. Einen der wichtigsten Aspekte ihres Resultates will ich schon vorweg-
nchmen: das gesuchte AusmaB der Verzweigtheit fuhrt nicht auf cine totale Ordnung
sondern auf cine sog. Halbordnung.

Eine totale Ordnung ist dic Zahlengerade: von zwei ungleichen Zahlen st stets cine
groBer als die andere. Von zwei ungleich verzweigten Graphen ist jedoch nicht not-
wendig ciner verzweigter als der andere; sic kénnen auch unvergleichbar sein. Das

bringt mich zum zweiten Grund fiir meine Themenwahl.



2.) Ich mochte fir die Idee werben, Quantititen durch Halbordnungen
zu beschreiben, Lassen sie mich das Prinzip an einem primitiven Beispicl erlautern.
Vergleichen wir Stidbe hinsichtlich ihrer Linge, so erhalten wir eine totale Ordnung.
Bel vier Stiben der Lingen 10m, 5m, 2m und lm sieht das resultierende Ordnungs-

schema wic folgt aus.

A 10m A
B 5m B
G 2m C
D 1m D

Lauft man lings der Kette nach unten, so werden die Stibe kiirzer. Vergleichen wir
hingegen rechteckige Platten hinsichtlich ihres Ausmafies! Wir wollen eine Platte X
kleiner als Y nennen, wenn man X so auf Y legen kann, daf X nicht iber den Rand
von Y hinausragt. Bei vier Platten mit den Mafen 5x4, 3x3, 4x2, 1x1 crhilt man dann

das folgende Ordnungsschema.

A 5 x 4 A
B 3 x3

B C
(& 4 x 2
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Lings der Ketten nach unten werden die Platten kleiner, aber B und C sind un-
vergleichbar, Weder ist B grofey als C noch umgekehrt, Daraus folgt aber, daB
man das Ausmal von Platten nicht durch cine einzige Zahl charakterisicren kann,
denn Zahlen  sind immer vergleichbar. Versuchen wir das doch einmal! Wir wollen

also den Platten A,B,C,D rcelle Zahlen a,b,c,d zuordnen.

A b a

B —% b Liange, Diagon.: a>c>b»d
(X<Y e3> x < y)

C = ¢ Breite, Fliche @ aSb>cpd

D —» d

Dicse Zahlen sollen ein MaB fiir dic GréBe der Platten scin, d.h, ist X kleiner als Y,
so muB auch x kleiner als y sein. Wir wollen das lingere der beiden Plattenmafie
Linge, das kiirzere Breite nennen. Die Linge der Diagonalen und den Flicheninhalt
nchmen wir noch mit dazu. Dies sind sidmtliche AusdechnungsmaBce, und sic verhalten
sich wic folgt. Nach Linge oder Diagonale beurteilt, ist Rechteck B kleiner als C,
nach Breite oder Fliche beurteilt, ist ¢s gerade umgekehrt. Tatsichlich aber sind B
und C unvergleichbar. Man sieht also: Beurteilung auf ciner cinzigen Skala bedeutet
eine Projektion: nur cin Teil, cin Aspekt des AusmaBies wird wahrgenommen. Zur voll-
stindigen Beurteilung des AusmaBes braucht man mehrere solcher Ordnungshomomor-
phismen, z.B. Linge und Breite oder Linge und Fliche: cinen vollstindigen Satz von
Ordnungshomomorphismen, die zusammen cinen Ordnungsisomorphismus konstituieren.
Auch fiir das AusmaB der Verzweigung von Graphen ist eine Halbordnung zustindig.
Diese Halbordnung gcehért zu den Perlen der mathematischen Chemie und hat ihre Be-
deutung bereits in vielfdltigen Anwendungen dokumentiert, E. Ruch und A. Schdn-
hofer haben sie 1970 in die Darstellungstheoric der symmetrischen Gruppe cingefthrt.
Auf dieser Grundlage gelangen ihnen wichtige mathematische Entdeckungen, die sich
u.a. in der Theorie der Chiralitit von Derivaten achiraler Stammverbindungen nieder-
geschlagen haben.

Als AusmaB der statistischen Ordnung respektive Unordnung hat diesclbe Halbordnung
cine erhebliche Verschiarfung des 2. Hauptsatzes von der Zunahme der Entropic bei

irreversiblen Prozessen erméglicht.



Nun also zu meinem eigentlichen Thema: Der Verzweigtheit von Graphen nach Ruch
und Cutman . Ein Graph wird sicherlich verzweigter, wenn man zusitzlich Punkte
verbindet, weniger verzwelgi, wenn man Kanten eliminiert. Das Problem besteht also
darin, Graphen dersclben Anzahl von Kanten miteinander zu vergleichen, Dem in-
tuitiven Bild abnehmender Verzweigung entspricht es, hohe Verzweigungen cinzelner
Punkte abzubauen und die Valenzen auf gering verzweigte Punkte zu verteilen. Ich
bittc um Nachsicht, daB ich aus Platzmangel darauf verzichten muf, Sic mit einer
reichhaltigen Palette von Beispiclen von der Richtigkeit dieser Behauptung zu lber-
zeugen und biete Thnen stellvertretend in der nidchsten Abbildung zwei Folgen von
Graphen an, dic demonstrieren sellen, daBl abnehmende Verzweigtheit Nivellierung der

Valenzunterschiede bedeutet.
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Die erste Folge zeigt Bidume konstanter Kantenzahl funf, die von links nach rechts
weniger verzweigt werden. Entsprechendes gilt fiir dic zweite Folge von Graphen,
die Zyklen enthalten. Der charakteristische Schritt, der die Verzweigtheit vermindert,

ist in der nichsten Abbildung noch einmal gesondert festgehalten.

Vi

Er besteht in der Wanderung eimmer Bindung von cinem Punkt zu cinem anderen mit
ciner um mindestens zwei kleineren Valenz. Ein Graph G' ist also weniger verzweigt

sse entstcht. Man kann

als G, wenn G' aus G durch einen oder mehrere solcher Pro:
zeigen, dal die folgende Definition zu der eben gegebenen dquivalent ist.
Man numeriere die Punkte von G so daB die Valenzen fallend geordnet sind, cbenso

die von G
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Genau dann ist G verzweigter als G', wenn das folgende System von Ungleichungen

erfillt ist

casar
e
P

in Worten: wenn fiir jede positive Zahl r gilt: dic Summe der r gréften Valenzen von

G ist groBer oder gleich der Summe der r gréBten Valenzen von G'.

Dicse Definition cntspricht, wie gesagt, der Anschauung. Aber was spricht dariber
hinaus noch dafiir, daB es, "die richtige" ist? Thre Konsequenzen! Fiir deren Dis-
kussion hat sich cine graphische Darstellung der Verzweigtheit als bequemes und
niitzliches Hilfsmittel erwiesen. Man reprisentiert die fallende Folge der Valenzen

eines Graphen durch ein Diagramm wie folgt.

(3,3214,4) €

[

Dic Zeilen des Diagramms entsprechen den Punkten des Graphen, die Zahl der Kiast-
chen in ciner Zeile ist die Valenz des entsprechenden Punktes. Die Verzweigtheit
eines Graphen ist durch sein Valenzdiagramm charakterisiert. Weniger verzweigte
Graphen haben Diagramme, die aus dem urspriinglichen durch Herunterzichen von

Kidstchen entstehen,



S

Damit liegt die Frage nahe: welche derartigen Diagramme reprisenticeren i{iberhaupt
Graphen? In der folgenden Abbildung ist das linke Diagramm das Valenzdiagramm des
danebenstehenden Graphen. Das rechte Diagramm hingegen kann unméglich die Valenzen
eines Graphen darstellen, denn ein Graph, der einen Punkt der Valenz vier besitut,

enthilt mindestens finf Punkte. Das Diagramm hat aber nur vier Zeilen,

11

Die vollstindige Antwort flr Graphen mit k = 1,2,3 und 4 Kanten ist in den beiden
nichsten Abbildungen dargestellt. Deren erste zeigt die Diagramme mit 2k = 2,4,6

und 8 Kistchen, jeweils halbgeordnet nach der besprochenen Relation, 1.c¢. Diagramme
werden durch Herunterzichen von Kistchen kleciner, durch Hinaufschicben von Kistchen
groBer. Schraffiert sind dic graphischen Diagramme, d.h. dicjenigen, zu denen es
Graphen gibt. In der zweiten Abbildung sind die graphischen Teile der Halbordnungs-
schemata gesondert dargestellt, wobei anstelle der Diagramme Kistchen stehen, die

die entsprechenden Graphen enthalten. Es kann - und das ist bei groferen Kanten-

zahlen die Regel - mehrere Graphen zu einem Diagramm geben,
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Bei der ersten Abbildung fillt auf, daB es jeweils eine Schicht maximaler graphischer
Diagramme gibt, so daf 1 i ¢ k ¢ n 1l o s alle Diagramme unter dicsen maximalen
graphisch sind. Das gilt in der Tat fiir belicbige Kantenzahlen. Ruch und Gutman
beweisen in ihrer Arbeit den Satz: Ist cin Diagramm graphisch, so ist auch jedes
kleinere Diagramm graphisch. Damit ist klar, daB es geniigt, die maximalen graphischen
Diagramme zu kennen. Wenn dicse charakterisiert sind, hat man den vollstindigen Uber-
blick Gber alle graphischen Diagramme zu einer gegebenen Zahl von Kanten: die maxi-
malen und alle kleincren.

Angenchmerweise lassen sich dic maximalen graphischen Diagramme sehr cinfach charak-
terisieren, und zwar mit Hilfe der Zerlegung eines Diagramms in sogenannte Haken,

wie im nachsten Bild dargestellt. Die erste Zeile und die crste Spalte cines Hakens

nennt man dessen Arm bzw. Bein,

> [n [TT1a
Pz

Es gilt der folgende Satz: Ein Diagramm ist genau dann cin maximales graphisches,
wenn die Haken, in die es zerfillt, samtlich die Eigenschaflt haben, daf der Arm um
eins kiirzer ist als das Bein, In Formeln: ist f die Liénge der Diagonalen im Diagramm,
und sind a, bzw. bi die Arm- und Beinlinge des i-ten Hakens, so lautet das Kriterium

fur maximale graphische Diagramme

a,-b +1=0 fir i = 1,...4,
Verwendet man stattdessen die Zeilen- und Spaltenlangen Py 9y die jeweils um (i-1)
grofer sind als die a; bzw. bi und daher dieselbe Differenz besitzen, so erhidlt man die

iquivalente Bedingung

pi—qi+l=0 firi=1,...f.
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FaBt man diese Charakterisicrung mit der von kleineren Diagrammen zusammen, so cr-

hédlt man den Satz: Ein Diagramm ist genau dann graphisch, wenn

o
Z(pi-qi+1)4_0 fir r = 1,...f.
i=q

Erdos und Gallai haben diese Frage schon friher beantwortet. Ihr Kriterium st jedoch
bedeutend umstindlicher. Die Halbordnungsstruktur der Verzweigtheit erméglicht hier

die dankbar cinfachste Antwort,

Vicles weitere lift sich aus der Halbordnungsstruktur ablesen. Beispiclsweise ist es
lohnend, sich ndher mit den maximalen graphischen Diagrammen zu befassen, Sie sind
schon einmal dadurch ausgezeichnet, daB es zu ihnen nur jewcils ¢ i n ¢ n  Graphen
gibt, wihrend in der Regel (bei héheren Kantenzahlen) zu einem Diagramm mchrere
Graphen gehéren. Beispicle fur maximal verzweigte Graphen sind die Sterne und dic

vollstindigen Graphen.

Sic reprasentieren die reinen Fille maximaler Verzweigtheit bezlglich zweier konkur-
rierender Aspekte von Verzweigung, ndmlich Vernetzung vicler Punkte bzw. Konzen-
tration von Kanten an einem Punkti. Entsprechend Kompromissen zwischen diesen Ten-
denzen gibt es (ab k = 3) mchrere maximal verzweigte Graphen, und das sind Kreu-
zungen zwischen Sternen  und vollstindigen Graphen.

Ein weiteres Beispiel flir den Informationsgehalt dieser Struktur: mit abnehmender Ver-
zweigtheit nimmt auch die folgende Differenz ab: Anzahl der unabhiangigen Zyklen minus
Anzahl der Komponenten. Also gilt grob gesagt: mit abnechmender Verzweigtheit ent-
halten Graphen weniger Zyklen und zerfallen in mehr Bruchstiicke.

Chemische Anwendungen hat die Verzweigtheit von Graphen meines Wissens bisher

nicht gefunden, und ich will an dicser Stelle auch nicht dariiber spekulicren wie solche



Anwendungen aussehen kénnten. Nur soviel: wenn es gelingt, c¢ine physikalisch-
chemische Eigenschaft emer Verbindungsklasse als verzweilgun g s-
homomor ph zucerkennen, dann hat man einen wesentlichen Zug ihrer Struk-
turabhingigkeit verstanden. Es kénnte daher eine lohnende Aufgabe sein, unter die-
sem Aspekt beispielsweise tabellierte Eigenschaften gesattigter Kohlenwasserstoffe

systematisch zu untersuchen.

Lassen Sie mich zum Schluf noch folgendes betonen. Halbordnungen sind in der Mathe-
matik lange bekannt. Thre Anwendung in Chemie und Physik ist jedoch neu. Sie stoft
hiufig aul das Vorurteil, cine Ordnungsrelation, dic nicht in jedem Fall cinen Vergleich
erlaubt, sei unvollstindig, das dahinter stchende Konzept unprizise. Das genaue Ge-
genteil ist jedoch der Fall. Nimmt eine GréBe nach einer Halbordnung zu oder ab, so
ist das eine schr vicl scharfere Aussage als bei einer totalen Ordnung. In unserem
primitiven Beispicl ist "Rechtecke werden kleiner/groBer” eine schirfere Aussage als
"ihre Flichen werden kleiner/grofer”. Die Aussage "die statistische Unordnung wichst"
ist schr viel schirfer als "die Entropie wichst". Der Verzicht auf der Natur des
Phinomens nicht entsprechende Vergleiche zahlt sich doppelt und dreifach durch

schirfere Aussagen aus.
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