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EINE BEMERKUNG ZUR RUCH-SCHONHOFER'SCHEN HALBORDNUNG VON
YOUNG-DIAGRAMMEN

ANDREAS DRESS

Prof. Dr. A. Dress, Universtdt Bielefeld, Fakultit filir Mathematik

In ihrer grundlegenden Arbeit "Theorie der Chiralitatsfunktionen"
(Theor. Chim. Acta, Vol. 19, 1970) betrachten E. Ruch und A. Schinhofer
die Mdglichkeiten, die Zahlen 1,2,...,n so in zwei jeweils aus n
Kdstchen bestehende Young-Diagramme r und 4 einzufiillen, daB keine
zwei Elemente aus einer Zeile von 1 sich gemeinsam in einer Spalte
von A befinden. Dabei ist ein aus n Kédstchen bestehendes Young-
Diagramm T wie liblich zu einer Partition von n: n=s) + ...+ s,
S] 2Sp) 2832 .- 25,5 5 €N, definiert als eine Konfiguration von
insgesamt n gleich groBen, quadratischen Kastchen, von denen 7y
nebeneinander in der ersten Zeile, z, nebeneinander in der zweiten Zeile,
3 nebeneinander in der dritten Zeile und so weiter so iibereinander
angeordnet sind, daB die jeweils ersten Kdstchen iibereinander stehen,

also eine Spalte von insgesamt 2z = y Kastchen bilden. (s. Abb. 1).

Wir bezeichnen also die Anzahl der ¢-ten Zeile eines Young-Diagramms

r stehenden Kastchen mit s = sq(r) und entsprechend die Anzahl der

in der o-ten Spalte stehenden Kdstchen mit z, = za(r).

TTT]

oo

7=4+1+1+1 7=3+3+1 T=2+42+42+1

Abb. 1 : Young-Diagramme zur Zahl 7
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i fallende Funktionen von ¢
Offenbar sind s _ und Sg monoton 5

bzw. o und es ﬁilt

(1)

da beides damit gleichwertig ist, dab in der
Spalte von T ein Kistchen zu finden ist.
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>
g v T2 G

Aus (1) folgen offenbar sofort die bekannten Regeln

(2)
und

(3)

-
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Eine Einfiillung F der Zahlen 1,..

zur Za

hl

et =

N

t-ten Zeile und c¢-ten

in ein Young-Diagramm

n ist nun nichts anderes als eine beliebige Verteilung
dieser n Zahlen auf die n Kdstchen derart, daB in jedes Kdstchen
genau eine der Zahlen aus {1,...,n}

Abb. 2
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Eine Einfullung F kann formal als ein Paar (Fz’Fs) von Abbildun-
gen

Fz’Fs :{l,...9n} — {1,...,n}

beschrieben werden, derart daB j € {1,...,n} genau in die Fz{j)-te
Zeile und dort in die Fs(j)-te Spalte eingetragen wird. Die Abbil-
dungen FZ und FS miissen daher folgenden Einschrankungen unterlie-
gen

(4) szF5 P {ly...n) — {1,...,n}x{1l,...,n}

ist injektiv, d.h.

F,(d) = F,(1) und F () = F(i) == 3 = i

(5) Gilt FL3) = (F i) Feld)) = (z.0),

so ist S, 20 und ebenso z_ > ¢ .

Mit anderen Worten: Fiir eine feste Spalte o bildet Fz die Menge
der Jj mit Fs(j) = ¢ bijektiv auf die Zahlen {1""’20} ab und
ebenso wird fir eine feste Zeile ¢ die Menge der j mit Fz(j) =z
bijektiv auf die Menge {1,...,5(} abgebildet. Jedes Kastchen aus T

wird damit genau einmal getroffen.

Ein entscheidendes mathematisches Hilfsmittel der Ruch-Schinhoferschen
-Theorie der Chiralitdtsfunktionen ist nun der folgende, auch sonst
wichtige und interessante Satz:

Sind T und A 2zwei Young-Diagramme zur Zahl n, so gibt es genau
dann Einfiillungen F = (FZ,FS} von T und G = (GZ,GS) von & der-
art, daB keine zwei bezgl. F in einer Zeile stehenden Zahlen durch

G in eine Spalte abgebildet werden, d.h. daB

FZsz {l,...,n} — {1,...,n}x{l,...,n}

injektiv ist, wenn fir alle i=l,...,n gilt:
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i
(6) ) S;(I‘)
=1 g

i
b s,(0)

A

In diesem Falle heiBt A auch “grifer" als T , in Zeichen: I c 4.

Ziel dieser Note ist es ausschlieBlich, einen ausfihrlichen, konstruk-
tiven Beweis dieses bei Ruch und Schonhofer nur skizzenhaft bewiesenen
Satzes zu geben. Fiir die chemisch und auch anderweitig relevanten In-
terpretationen des Satzes verweise ich auf die einschlidgigen Arbeiten
von Ruch und seiner Schule.

Natirlich 1idBt sich der Satz auch durch eine mehr oder minder triviale
Kette von Umformungen auf andere bekannte Sé@tze der elementaren Kombi-
natorik zuriickfiithren. Doch gewinnt man dabei in der Regel kein uber-
sichtliches Konstruktionsverfahren fiur die Einfiillungen F und G.
Umgekehrt ergeben die gleichen Unformungen - in umgekehrter Reihenfoige -
auch interessante konstruktive Beweise der mit dem obigen Satz dquiva-
lenten Aussagen der elementaren Kombinatorik.

Die eine Richtung des Beweises ist recht einfach und auch bei Ruch und
Schinhofer vollsténdig ausgefiihrt:

Existieren F = {FZ,FS) und G = (GZ,GS) mit injektivem FZXGS, $0

ist fir alle i=1,...,n:

g ;
,;Elsc(” 2-;51 I = IFN L) -

- -1 . 24
S e 5 -1 :
iy 06 ((enund)| = [(F,x6) ({1, sidx{l, ...}

n
%) ; n
L 6T, i) ¢ L Mini, 6 (o)1)
o=

n
. uél Min(i,z_(a)) ,
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wobei das Ungicichheitszeichen der vorausgesetzen Injektivitdt von
szGS wegen gilt.

Es ist aber fir jedes Young-Diagramm a

(7) c,glrr'lin(i.za(a)) = ;ilsg(n) 5

was, wenn man es nicht als bekannt oder unmittelbar einsichtig voraus-
setzen will (beide Zahlen bezeichnen die Anzahl der oberhalb der i-ten
Zeile -incl. dieser selbst - stehenden Kastchen von &4 ), wie folgt
bewiesen werden kann. Es geniigt offenbar

n
(8) ¥ (Min(i,z_(a)) -Min(i-1,z_{a)) = s;(a)
aﬁ
zu zeigen. Die linke Seite von (8) ist aber offenbar die Anzahl und
damit gleich dem Maximum der ¢ € {1,...,n} mit zv(a) > i und folg-
lich nach (2) in der Tat gleich Si(A).

Seien nun umgekehrt zwei Young-Diagramme r© und & mit T <4, also

i i

) sc(r) ) s:(A) gegeben. Wir behaupten, daf es zu jeder Eirfiillung
£=1 =1

G = (Gi'Gs) von & eine Einflillung F = (FZ,FS) von I mit injektivem

szGs gibt.
In Worten 1488t sich die Konstruktionsvorschrift fur F wie folgt be-
schreiben (vgl. in Abb. 2 die Oberginge (a) -+ (d),

und {c) -+ (h)). Man betrachte in A 1in der letzten Spalte das unterste
Kdstchen. Wir nehmen an, dap dieses in der Zeile %y und der Spaite o

0
liegt, daB also

(9) o, = SI(A) B e = SEO(A) z SL0+1(A)
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gilt und folglich ¢ = Max(cls;{a) 2 0,) = 2, (a) Die dort
vermige G eingetragene Zahl i wird nun ver%ﬁge F wie folgt in
I eingetragen:

Zundchst sucht man in T die gleiche Zeile Lys auf. In dieser
Zeile steht wegen T <4 mindestens ein Kistchen, da sonst

CO; Cg ;O-l
s (a) < s (A) <n=
¢=1 & =1 ©

ware.

Wir suchen nun in dieser Zeile das letzte,am weitesten rechts, also

in der Spalte s, (r} = o1 stehende Kastchen auf und gehen in dessen
Spalte, also in der Spalte 1> bis zum untersten Kdstchen, das also
in der Zeile ¢ = zol(r) steht, und tragen dort i ein. Nach Defi-
nition von ¢, gilt also Ly S8 und

(10) 0y = sgo(r) = s:0+1(r) = .= scl(r) > SC1+1(P) 3

Lassen wir nun in A und in T jeweils das durch i besetzte Kdstchen
weg, in A also das Kdstchen "K "3 in T das Kdstchen "K "y
CO’UQ Clnﬁl

so erhalten wir wieder Young-Diagramme aA' und ' - diesmal mit
je n-1 Kdstchen -, fiir welche, wie weiter unten noch zu zeigen sein
wird, wiederum T' < a', d.h.

i i
(11) Ts(r')y< Is(a') furalle i=l,...,n

= A~

gilt.

Wir konnen nun das Verfahren Kdstchen fiir Kastchen fortsetzen und er-
halten so unsere gesuchte Einfiillung F von T, von welcher noch zu
zeigen ist, daB sie keine zwei Zahlen aus einer Spalte von & in eine
Zeile von T einfiiilt. Ein einfacher Induktionsschlup nach n redu-



~323=

ziert dies auf die entsprechende Aussage flir Zahlenpaare (j,i) aus
der letzten Saplte von 4. WMir haben also neben 1 auch j zu be-
trachten mit

G(3) = 6,(1) = 05 = s,(8)

und

"

G,(3) =t >ty =6, (i).

Wir missen also in I neben der :D—ten Zeile auch die hither gelegene
r-te Zeile betrachten und in beiden bis zum jeweils letzten Kastchen
nach rechts gehen. In dem zur Bestimmung des Platzes von Jj in T

zu betrachtenden, bereits um mehrere Kastchen reduzierten Diagramm 1"
sind bislang wegen Ty 2 L, usw. nur Kdstchen aus Zeilen echt unter-
halb der Zeile r abgebaut, d.h. das letzte Kdstchen aus der Zeile 7
von T  ist bisher nicht entfernt worden und liegt deshalb auch noch
in 1",

Zu zeigen ist, daB das unterste Kdstchen K" von I'" in der Spalte
des letzten Kastchens aus der Zeile ¢ von I' in einer anderen, nam-

lich héheren Zeile liegt, als das unterste Kistchen K = Kc g. Von
in der Spalte des letzten Kdstchens der Zeile g, ven T Da dieses
Kastchen K = Kc g. in T' und somit auch in r'" nicht mehr vor-

kommt, ist die Beﬂauptung fiir den Fall, daB K" wund K in der gleichen
Spalte Tliegen, aber trivial, wahrend fiir den sonst nur noch mdglichen
Fall, da K" weiter rechts liegt, also SC{F) > 5, (r) gilt, auch

das unterste Kdstchen in der ¢ = st(r)—ten Spalte hoher als 1z = gele-
gen ist (da sonst z (r) 2 ¢, und comit nach’ (1) sp (T) 20 = 5,(r)
gelten wiirde). Wie man sich leicht zusdtzlich liberlegen kann, ist

in diesem Fall K" bereits mit dem letzten Kastchen in der Zeile
identisch, was hier jedoch nicht weiter benttigt wird.
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Zu zeigen bleibt also (11). Offenbar ist nach Konstruktion

;
% s (T) fir i<z
i =l ® 1
¥ sc(r') =
C=1 i
cElsg([‘)-l fir 1324
und
.i . .
: ;let(n) fir i<z,
Is(a)y= 4
=1 ;
;ZISC(B)_l fir iz .

Da die Beziehung (6) vorausgesetzt wird, kann die Beziehung (11)

nur verletzt sein, falls %o ; %y ist und fiir ein To mit By S Tg <y
gilt:
i0 ig
(12) ) 8.(r) = [ s.{a) .
z=1 © =l ®

Hieraus und aus (6), angewandt fir i = i,-1, folgt s, (r) > s; (8)s
o o

wahrend aus (12) und aus (6), angewandt auf i = io+l, sofort
si0+](r) < si0+1(a) folgt. Da zudem nach (10) sio(r) = Si0+l(r) =0

gilt und ohnehin S5 +1(A) <5y (a) ist, folgt hieraus
0 0

(13) 5i0+l(r) = 510+1(A) = Sio(a) = sio(r) = 0y.

Insbesondere gilt dann auch
10-1 i-1

(14) I s (r) =

s _{a)
g=1 4 &

ne-10
—_
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und somit schlieBlich durch weiteren schrittweisen Abbau auch

%o fo
(15) czlsc(r) =;§15§(A)
und
(16) s 1(T) 7 s 8) =5 (8) = s, (1)

im Widerspruch zu (9): sc°+1(a) < sgo(a) |



