maielh no. 3 pp- 225 - 243

Uber eine Klasse von Strukturgraphen, deren Eigenwert-

spektren ein Gap bei A = O besitzen.

0.E. Polansky und N.N. Tyutyulkov

Institut fiir Strahlenchemie

im Max-Planck-Institut fiir Kohlenforschung

4330 Milheim a.d. Ruhr, BRD

{(received on: October 3, 1976)

Structural conditions for a class of rotagraphs

are given which are sufficient but not necessary to cause

a gap in the spectra of the eigenvalues of the rota-
graphs. Some relations between the gap and the symmetry

of the automorphism group are discussed.

) Permanent Adresse: Organisch-Chemisches Institut
der Bulgarischen Akademie der

Wissenschaften, Sofia, Bulgarien

1977



- 226 =

Kiirzlich haben wir die mit der Struktur eines quasi-
makrocyclischen Polymeren (G)M korrespondierenden Rota-
graphen R(M,G,KV) definiert und seine Eigenschaften
allgemein beschrieben [1]. Hier weollen wir uns mit einer
speziellen Klasse dieser Graphen befassen; das Eigen-
wertspektrum der zu ihr geh®renden Rotagraphen R(M,k,1)

besitzt ein Gap bei X = O.

Strukturelle Merkmale von R(M,k,1):

(1) In jedem Rotagraphen R(M,G,KV) gibt es Kreise,
die durch alle Monomereinheiten gehen; ihre Ldnge betrigt
ein Vielfaches von M und jede Kante aus Kv gehdrt zu

mindestens einem dieser Kreise.

In den hier untersuchten Rotagraphen R(M,k,1)
seien alle diese Kreise von der Lidnge 4M. Ferner gehodre
jeder Knoten und jede Kante von R(M,k,1) mindestens

einem dieser Kreise an. Hieraus folgt:

(6 O kein Knoten in R(M,k,l) kann einen niedrigereren

Grad als 2 haben;

(1.2) von jeder Monomereinheit J geh8ren genau 4 Knoten
und die von ihnen begrenzten 3 Kanten, die einen

Weg wg in GJ bilden, zu je einem dieser Kreise

qrs
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(1.3) jeder dieser Kreise enthdlt von jeder Kanten-
. - +
menge Kg genau eine Kante, né&mlich {SJ, g
(2) Wir betrachten alle Kreise der Ldnge 4M und verfolgen
sie in der Richtung der steigenden Indexzahlen JeM; es

filhren dann alle Kreise von G ilber eine zu Kg_1 ge-

J-1
htrende Kante zu GJ. Die Abfolge der Knoten p, g, r und s
in qursEGJ diene als Prinzip zur Unterteilung der Knoten-
menge UJGGJ. Man erkennt, die in [1] definierten Unter-
mengen U§Ij=1,2,3 sind hier:

J

¢ = i), I = ghh @), (1)

Wwie fir R(M,6,K") in [1] sei auch hier
J J
jugl = 5] = 14 (2)

spezieller als fiir R(M,G,Kv) in [1] sei jedoch hier

fiir R(M,k,1)
Ha®y = T = (03] = 2x. (3)

Es sei ferner der Grad aller zu {pJ} und {s”} gehdren-

den Knoten gleich und betrage

atp) = gtsT) =k # 1 (4)
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Auch der Grad aller zu {qJ} und {rJ} gehdrenden Knoten

sei gleich und betrage
J
glg-) =g(x") =1+ 1. (5)

(3) Wir betrachten den Teilgraphen, der die Knoten-
mengen {pJ} und {qJ} und die Kantenmenge {{pJqJ}} ent-
hdlt. Da in R(M,k,1) jeder der 1 zu {pJ} gehdrenden
Knoten mit einer der 1 zu K§_1 gehdrenden Kanten inzidiert,
ist in dem betrachteten Teilgraphen ihr Grad um 1 erniedrigt
und betrigt nach (4) daher k. Da k = |{g”}| folgt wegen
der Schlichtheit der Graphen, daB jeder zu {pJ} gehdrende
Knoten mit jedem zu {qJ} gehdrenden Knoten durch eine Kante
verbunden ist, der betrachtete Teilgraph also den voll-

stdndigen bipartiten Graphen K1 darstellt. Hieraus
’

Kk

folgt:
(3.1) die Michtigkeit von {{pYg”}} betrigt:

[ {p%q7 3] = k « 1: (6)
(3.2) der Knotengrad g'(qJ) in Kl,k ist

gta’) = 1. 3
(3.3) Aus (5) und (7) folgt ferner, daB jeder zu {qJ} ge-

hérende Knoten mit genau einem zu {rJ} gehdrenden
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Knoten durch eine Kante verbunden ist;

(3.4) die Michtigkeit von {{q”r”}} betrigt
{177 ] = &;
(3.5) der aus {rJ}, {87} und ({771} gebildete

Teilgraph stellt ebenfalls den vollstdndigen

bi-partiten Graphen Kk i dar.
r

(3.6} Die Adjazenzmatrix des Monomergraphen GJ ist

hier also

Sie zeigt die bipartite Struktur von GJ. Die
v

Adjazenzmatrix V von KJ ist hier
T =5
V= 19% 91 YRl Y
e T
Ui 9y W Bhy
Iy  Ypr O By
L -

Darin bedeuten 0 die Null=-, I die Einheits-

matrix und Jkl die aus k Zeilen und 1 Spalten

(2

)

nc
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bestehenden Rechteckmatrix, deren Elemente alle

1 sind.

(4) Der durch diese Strukturmerkmale charakterisierte
Rotagraph R(M,k,1) ist schematisch in Abb. 1. darge-
stellt. Es zeigt die folgenden lckalen Symmetrien:

(4.1) Die 1 zu K§_1 gehdrenden Kanten {{u”™' p71}
sind einander &quivalent und bilden sich
auf sich selbst nach der symmetrischen Gruppe

S1 ab.

(4.2) Die k zu {{ngJ}} gehdrenden Kanten sind eben-
falls dquivalent und bilden sich auf sich selbst

nach der symmetrischen Gruppe Sk ab.

(4.3) Die lokale Symmetrie von Kk 1 ist durch das
r

Direktprodukt SK X S1 gegeben.

Die Eigenwerte von R(M,k,1):

(5) Aus (4.1) folgt die Hquivalenz der zu {piIAef}
und die der zu {siLAeﬁ} gehbrenden Knoten. GemdR der
symmetrischen Gruppe S1 ktnnen aus ihnen die folgenden

symmetrie-adaptierten Funktionen gebildet werden, worin

i &% & - 92
o o iR i J
S = LBy
J A | A J J
P, = [{1-2) (1+1-3)] I by = =), (11

A+1
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8 8
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Abb. 1: R{M,k,1) schematisch
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Diese Funktionen bilden je einen Satz orthonormaler

Funktionen
T S PO S
<Pj|Pk> = Gik bzw. <Sjlsk> = ﬁjk. (12;]
s J J
Aus (4.2) folgt Analoges fiir {quKGh} und {rK|KEk]
unter der Symmetriegruppe SK’ ndmlich die orthonormalen
Sdtze
k
=12 J
Q, = K ) qyr
1
-1/2 J
Q, = [(k-k) (k+1-x)] / ¥ b, = (k=k)g, p;
K+1
bzw. (13)
K
S J
R, = K / 7 B
1
=Ay2 |§ .3
R = [(k-x) (k+1-k)] Iy - keery
K+1

worin 1 £ k £ (k-1) gilt.
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(6) Die Adjazenzmatrix R von R(M,k,1), in diesen

Funktionen dargestellt, enthdlt die folgenden, nicht ver-

schwindenen Matrixelemente:

~

<p IRIQg> /K1

oq

ianeadl, fojfptii
<QOIRIR0> = i <QpIRIR, >
Fiivady, _ ==
<RO|R|SO> = vkl ;
|R|PJ+1 =1; |R|pJ+1 =1

worin R die in R(M,k,1) herrschende Kantenrelation

reprdsentiert und 1 < k < (k=1) bzw. 1 ¢ A & {1-1)

gilt. Die Adjazenzmatrix R hat die Gr&Be [2(k+1)M]2
Wie (14) zeigt, wird sie durch die zu (11) und (13)

filhrenden Transformationen zu R diagnolaisiert. R ent-

hilt einen 4MX4M Block R', der durch die von {27, 0J,

Rg, Sg]JEM} erzeugten Matrixelemente gebildet wird,

sowie (k+1-2) Blécke der GroBe 2x2 und der Form

=
[[F=

1=
[[[%2)
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flir R' folgt aus (14)

R = 0 & 0 Baus. & 1 (16)
a 01 0.... 00
01 0 a.... 00
6 0 A Bwsy G B

darin gilt a = /kl. Hiermit ergibt sich fiir die trans-

formierte Adjazenzmatrix von R(M,k,1) die Blockform:

R = R' 0 0 (11)
0 8 ) :
0 ) B
L i

Die Matrix R entspricht einem aus [M(k+1-2)+1] Kompo-

nenten bestehenden Graphen R(M,k,1) der isospektral
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mit R(M,k,1) ist. Eine der Komponenten von R(M,k,1)

ist der durch R' repridsentierte Kreisgraph ( dessen

4M’
Kanten alternierend mit vkl bzw. 1 bewertet wird. Die
ibrigen [M(k+1-2)1 Komponenten stellen vollstdndige
bipartite Graphen K1 1 dar.

’

Mit M+= gehen die Gr&fe des Blocks R' sowie die

zahl der Bl&cke B gegen unendlich.

(7) Das Eigenwertspektrum des Rotagraphen R(M,k,1)}
setzt sich aus dem Eigenwertspektrum von R' und B zu-

sammen.

Die Eigenwerte von R' sind bekanntlich gegeben

durch

_— + -
(Aj}1,2 s o e cosej i (18)
worin 8, einen der Winkel {8j=jﬁ/M<2ﬂ!O§j§(2M-1)} dar-
stellt. Mit M»>~ bilden die Eigenwerte (18) zwei Binder
doppel entarteter Eigenwerte. Das eine Band enthdlt

die Eigenwerte

(Vk1-1) < Aj i & (Vk1+1), j#0, M;
r



= 27§ -
das andere die Eigenwerte
(-/k1-1) < A2 < (-/k1+1),  j#0, M.
’

Infolge von cosBj = cosBZM_j sind diese Eigenwerte

doppelt entartet. Die Eigenwerte aber, welche die Band-

grenzen makieren, namlich

+

() = I (/K1+1) bzw. =X (Ki-n

(lM)1,2

sind nicht entartet.

Die Eigenwerte von B sind

Jeder dieser Eigenwerte ist [M(k+1-2) ]-fach entartet.

Das Gap im Eigenwertspektrum von R(M,k,1):

(8) Das Eigenwertspektrum von R(M,k,1) ist in
Abb. 2 dargestellt. Die relative Lage der aus R' und
B resultierenden Eigenwerte hidngt von der GrdBe von

(k1) ab. Fir (kl1)<4 folgt

(VKi-1) < 1;



Abb. 2:
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Eigenwertspektrum von R(M,k,1), falls
k1>4.

Wenn M endlich ist liegen in jedem
schraffierten Gebiet genau M-1 dis-
krete Eigenwerte; mit M»o bilden sie die
durch Schraffierung angezeigten Eigen-
wertbédnder. Die Eigenwerte A=—1 sind jc
[M(k+1-2) |-fach entartet.
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dies bedeutet, die Eigenwerte von B sind in den Eigen-
werten von R' eingebettet. Das Gap im Eigenwertspektrum,

AX_, wird durch die Bandgrenzen bestimmt und betrdgt

s, =2 (Vki-1); 1<k1<4. (20)

Falls k124 fallen die Eigenwerte (19) mit je einer Grenze
der Bander (18) zusammen bzw. liegen zwischen diesen.

Das Gap ist dann durch (19) bestimmt und betrdgt

Wwie (20) zeigt, verschwindet AX  fiir k1 = 1. Da
k1l = 1 nur durch k = 1 = 1 erfiillbar ist und R(M,1,1) =
= C&M kein eigentlicher Rotagraph sondern ein Kreisgraph
ist kann - wie bereits in (20) notiert - grundsdtzlich

1 < k1l vorausgesetzt werden.

Zusammenfassung:

Der in den Abschnitten (1) bis (4) strukturell
charakterisierte, spezielle Rotagraph R(M,k,1|k1>1)
besitzt ein Eigenwertspektrum mit einem Gap bei A = O,

dessen Betrag durch (20) bzw. (21) gegeben ist.

=
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Diskussion:

(9) Die in (1) bis (4) gegebenen strukturellen
Merkmale wvon R(M,G,Kv) sind hinreichend fiir ein Gap
im Eigenwertspektrum, aber sie sind nicht notwendig.
Auch bei einigen Rotagraphen, die diesen Merkmalen nicht

geniigen, treten Gaps in den Eigenwertspektren auf [2].

(10) Von den hier beschriebenen Rotagraphen wird

R(M,2,1) durch Cyclo-poly-p-phenyl

realisiert. Uber die physikalisch-chemische Bedeutung
des durch die Topologie von R(M,2,1) bedingten Gaps
haben wir an andrer Stelle [3] berichtet. Die Realisierung

ven R(M,3,1) durch einen Kohlenwasserstoff

CHZ_CHZ CHZ—CHZ
~==—C—CH,;—CH,—C—C—CH,—CH,—C— -

CH,—CH, CH,—CH,
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sollte prinzipiell m&glich sein.

(11) Das Strukturprinzip von R(M,k,1) kann als
Alternation von bipartiten Teilgraphen verstanden werden;
die sich im Typus unterscheiden: Ein Teilgraph vom

Typ (QJK? 4) wechselt mit einem vom Typ K1 ab; nach
£ I

K
einer Sequenzlidnge von 4 wird die Aquivalenz der Teilgraphen
erzielt. Die Anderung der Sequenzldnge 4o0>4 fiihrt zu Klassen
von Rotagraphen, die der hier untersuchten dhnlich sind.

Die zu ihnen gehdrenden Rotagraphen haben ebenfalls

ein Gap bei A=0 in ihrem Eigenwertspektrum. In Abb. 3

ist ein solcher Rotagraph mit der Sequenzldnge 8, sein
Eigenwertspektrum und die symmetrieadaptierten Basis-
funktionen dargestellt. Die zu FO gehdrenden Basen

fiilhren zu Eigenfunktionen, die sich iiber den ganzen
Rotagraph erstrecken, also delokalisiert sind. Die zu

I'y und T, gehbrenden Funktionen sind in den Monomerein-

heiten lokalisiert; die letzteren stdrker als die ersteren.

(12) Der hohe Entartungsgrad der lokalisierten
Funktionen geht auf ihre Lokalisierung zuriick; er betrdgt
immer ein Vielfaches von M. Interptretiert man den Graphen
als eine geometrische Punktstruktur, so hdtte man diese
nach einer Punktgruppe, in den hier besprechenden Bei-
spielen stes die DM zu reduzieren. Da D

h, Mh
und 2-dimensionalen Darstellungen besteht, erhielte

nur aus 1-
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N
=
|
|

I‘0 I'1 r2
aJ a - -
o l/% (bytby) l/z: tby-b,) -
& 13 (c1+c2) 1; {ey-cy) =
& 3 @) 1 (@ 4a,-a,-0,) 1 iaapa-a,; 3 @,
C 3 (epreyteyie) 3 (eyre ey, 3 (epegrege)i 3 (emeymeyte
£ ‘E (£,45,) ’E (£,-£,) s
g’ J.E (gy+9,) 13 (9,79, -
w h - -
Abb.3: Beispiel fiir die Erweiterung der Strukturprinzipien von

R(M,Kk,1).

Die Tabelle enthdlt die symmetricadaptierten Funktionem, bestimmer
Darstellungen zugeordnet. Die zu ', gehtrenden Eigenwerte sind
M-fach, die zu F2 gehdrenden 2M-fach entartet.



- 242 -

man z.B. die zu F2 (Abb. 3) gehérenden Eigenwerte z.T.
als in einer Darstellung zufdllig entartete Eigenwerte.
In der Automorphismengruppe A(R) kommt der hohe Ent-
artungsgrad der Eigenwerte, welche mit lokalisierten
Funktionen korrespondieren, dadurch zustande, daB die
Knoten, iber die sich eine lokalisierte Funktion er-
streckt unabh&ngig von allen iibrigen Knoten auf sich
selbst abgebildet werden k&nnen. Die Ordnung der Auto-
morphismengruppe ist in diesen Fdllen daher auch immer
héher als die der Punktgruppe. Fiir den in (10) er-
widhnten Rotagraphen R(M,2,1) erhdlt man z.B. die
Automorphismengruppe A(R)=DM[E2xs2[E2]] der Ordnung
2M-22M, wihrend die Ordnung der einer geometrischen
Interpretation von R(M,2,1) entsprechenden Punkt-
gruppe DMh nur 4M betrdgt. Die Vorteile, welche die Be-
nutzung der Automorphismengruppe bei der Reduktion
guantenchemischer Sdkularprobleme bietet, wurde von
anderen Autoren [4,5] ausfilhrlich erdrtert. Auf einen
Zusammenhang mit einer kiirzlich erschienen Arbeit [6]
liber die mehr-bis vielfache Wiederholung des Spektrums
eines Teilgraphen im Eigenwertspektrum eines gr&Beren
Graphen sei kurz verwiesen: So enth&dlt das in Abb. 3
gezeigte Spektrum M mal das Eigenwertspektrum des Teil-

graphen
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dessen nicht entarteten Eigenwerte [7] sind:

0y} = ¥ 2.1700865; & 1.4811943; ¥ 1.0; ¥ 0.3111078}.

In diesem Zusammenhang sei hingewiesen, daBf in den
Abschnitten (5) bis (8) nicht die volle Symmetrie von
A(R(M,k,1)), welche die Diedergruppe DM als Grobgruppe
enthdlt, ausgeniitzt wurde; es wurde so verfahren, als wdre

die cyclische Gruppe CM die Grobgruppe von A (R).
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